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Prefaclo
 Este libro describe los métodos numéricos aplicados que aprenden los estudiantes deingenierIa y de ciencias pertenecientes a una amplia gama que abarca desde el Segun-do año de la licenciatura hasta el primero del posgrado. Los primeros nuevecapitulos se basan en el material que he enseñado en dos cursos introductorios demétodos numéricoS. Los ültimos cuatro se apoyan en el material enseñado a nivelde posgrado, aunque las primeras secciones de los Ultimos cuatro capitulos se hanescrito de manera que resultan comprensibles a los estudiantes de licenciatura de losniveles superiores.
 La importancia de los métodos numéricos ha aumentado de forma drástica enla enseñanza de La ingenieria y Ia ciencia, lo cual refleja el uso actual y sin preceden-tes de Las computadoras. Al aprender los métodos numéricos, nos volvemos aptospara: 1) entender esquemas numéricos a fin de resolver probiemas matemáticos, deingenierIa y cientificos en una computadora; 2) deducir esquemas numéricos bãsi-cos; 3) escribir programas y resolverlos en una computadora, y 4) usar correctamenteel software existente para dichos métodos. El aprendizaje de los métodos numéricosno solo aumenta nuestra habilidad para el uso de computadoras, también amplia lapericia matemática y Ia comprensiOn de los principios cientificos básicos. En mi opi-nión, los métodos numéricos son más benéficos Si SU enseñanza comienza en el se-gundo aflo de la licenciatura.
 Entre los objetivos de este libro están: 1) que sea fácilmente comprensible pa-ra los estudiantes de licenciatura con un conocimiento minimo de matemáticas;2) capacitar a los estudiantes para que practiquen los métodos en una microcompu-tadora; 3) proporcionar programas cortos que puedan usarse de manera sencilla enaplicaciones cientificas con o sin modificaciones, y 4) proporcionar software que re-suite fácil de comprender.
 El capItuio 1 analiza los errores de truncamiento y redondeo, los cuales son te-mas preparatorios para el cálculo numérico. Con el objeto de explicar las causas deestos errores, se examinan brevemente las series de Taylor y cómo se calculan y al-macenan los nOmeros en las computadoras.
 El capItuio 2 describe las interpolaciones de Lagrange y Newton como temasbásicos. A continuaciOn, se estudia la interpolaciOn usando los puntos de Cheby-shev, la interpolaciOn de Hermite, la interpolaciOn bidimensional y se da un breve
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XIV Prefacio
 análisis de la extrapolaciOn. Las causas y el comportamiento de los errores de inter-polaciOn se explican mediante un enfoque intuitivo.
 El capItulo 3 describe los métodos iterativos que se usan para resolverecuaciones no lineales, incluyendo los métodos de bisecciôn, de la falsa posición,de Newton, de Ia secante, de iteración de punto fijo y finalmente el método deBairstow.
 El capitulo 4 abarca los métodos de integración numérica, comenzando con losmétodos de integración simples (pero fundamentales), como la regla del trapecio y lade Simpson. A continuación, se presentan las formulas de Newton-Cotes. Ademãs,el capitulo 4 incluye el método de integración de Gauss y el método numérico paraintegrarles impropias y dobles. Los métodos numéricos para las integrales impropiasse basan en la regla del trapecio y en la transformaciOn exponencial doble.
 El capItulo 5 analiza los conceptos básicos de la diferenciaciOn numérica. De-sarrolla un método sistemãtico para obtener aproximaciones por diferencias conel término de error por truncamiento. El enfoque se implanta en un programa decomputadora.
 El capitulo 6 examina los métodos computacionales básicos para resolver lasecuaciones lineales no homogéneas. Primero se estudian los métodos de eliminaciOnde Gauss y de Gauss-Jordan sin pivoteo y después con pivoteo. El efecto del pivoteose ilustra tanto con precisiOn simple como en precisiOn doble. Después de presentarla notaciOn matricial, se dan los conceptos de inversiOn de matrices, de descomposi-ción LU y de determinante. Se explican los problemas mal condicionados usando lamatriz inversa y el determinante. Por ültimo se describe la soluciOn de n ecuacionesm incógnitas.
 El capitulo 7 abarca los métodos selectos para el cálculo de valores propios deuna matriz. Primero se explican los aspectos básicos de las ecuaciones lineales ho-mogéneas. Después se proporcionan el método de interpolaciOn. Este enfoque debe-rá ayudar a los estudiantes a comprender la relaciOn entre los valores propios y lasraIces de la ecuaciOn caracteristica. En el resto del capitulo se dan los métodos itera-tivos y tridiagonal de Householder, asi como la iteración QR.
 El capitulo 8 describe el ajuste de curvas de datos experimentales con base enlos métodos de minimos cuadrados.
 El capitulo 9 analiza los métodos numéricos de las ecuaciones diferencialesordinarias, incluyendo los métodos de Runge-Kutta y el predictor-corrector. Seilustrarán las aplicaciones de los métodos a numerosos problemas de ingenieria.
 El capitulo 10 describe los métodos numéricos para problemas de ecuacionesdiferenciales con valores en la frontera, incluyendo los problemas de valores pro-pios. Este capitulo también pueden servir como preparación para los métodos flume-ricos en ecuaciones diferenciales parciales que se estudiarán a continuaciOn.
 Los ültimos tres capitulos examinan los métodos numéricos para las ecuacio-nes diferenciales parciales. El capitulo 11 analiza las ecuaciones diferenciales par-ciales elIpticas. En sus primeras secciones se estudia la obtenciOn de ecuaciones endiferencias y la implantaciOn de condiciones en la frontera. Después describe los me-todos iterativos, incluyendo la sobrerrelajaciOn sucesiva, el método iterativo extra-
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Prefacio xv
 polado de Jacobi basado en la propiedad bicIclica y el método ADI. Se presentan losanálisis de convergencia y la optimización de parámetros iterativos usando un modelounidimensional. En el capitulo también se da el concepto de métodos de solución di-recta.
 El capItulo 12 trata de las ecuaciones diferenciales parciales parabOlicas. Inclu-ye Los métodos numéricos basados en los métodos expLIcito, impLIcito y de Euler mo-dificado. Se brindan los conceptos de anáLisis de estabilidad basados en funcionespropias, al igual que el desarrollo de Fourier.
 El capitulo 13 analiza las ecuaciones diferenciales parciales hiperbóLicas. Alrestringirse a una sencilla ecuación de onda de primer orden, comienza con los méto-dos de caracteristicas, a Los que siguen los métodos fundamentales de diferencia fini-ta. Se describen los análisis de errores por truncamiento con el concepto de ecuaciónmodificada. También se desarrolla una fOrmula simplificada para obtener ecuacio-nes modificadas.
 El Libro contiene aproximadamente 40 programas, la mayor parte de Los cualesse listan en FORTRAN y unos pocos en BASIC. Las versiones en FORTRAN sepueden ejecutar en una microcomputadora con un compilador o intérpreteFORTRAN apropiado; también se pueden correr en una supercomputadora (main-frame). Los programas se pueden transferir a ese tipo de computadora por medio deun software de comunicación y un modem. Los programas se pueden modificar confacilidad, de tal forma que Los estudiantes puedan correr en forma inmediata tantolos programas existentes como los que acaban de modificar. Los métodos numéricosdescritos en este libro no se limitan a las microcomputadoras; son esencialmente in-dependientes del tipo de computadoras que se usen.
 El gran nümero de programas de este libro no significa que se deja de enfatizarla importancia de La prãctica de programación por parte de los estudiantes. El de-sarrollo de un programa siempre es importante en eL aprendizaje de métodos flume-ricos. El instructor debe asignar programas cortos para que los estudiantes los de-sarrolLen. Por otro Lado, el desarrollo de cada programa a partir de La nada consumetiempo y a menudo es ineficaz y frustrante. Ademãs, es imposible dar todas Las ins-trucciones necesarias para la programaciOn, las protecciones aritméticas, el forma-teo y la prueba. Un enfoque eficaz es el de asignar frecuentemente a los estudiantesproyectos para modificar partes de los programas de este libro.
 Quisiera agradecer a muchos estudiantes'de licenciatura que usaron mi primermanuscrito como texto para los cursos de métodos numéricos en el departamentode ingenierIa mecánica y en ci de ciencias de La computaciOn e informaciOn de laOhio State University. Las preguntas planteadas por los estudiantes me ayudaron areexaminar y mejorar el manuscrito. Muchos estudiantes de posgrado, en realidaddemasiados para nombrarios de manera individual, me ayudaron en La corrección deestilo, la verificaciOn del software y el desarroLlo de las cLaves para Las respuestas.Sin la ayuda de ellos, este Libro no habria existido. EL estimulo y ayuda que me dio elprofesor Helmer Nielsen jefe del departamento de ingenierIa mecánica de SanJose State University en la primera etapa de escritura, fueron invaluabLes. Lascriticas y sugerencias de muchos revisores, en particular los del profesor Mike Khon-sari de la Universidad de Pittsburgh, el profesor Robert Skeel de la Universidad de
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 Illinois, y Las del profesor Terry Shoup de La Florida Atlantic University fueron muyinstructivas para ml. Estoy en deuda con Los profesores Henry Busby, TerryConlisk, Yann Guezennec, y M.J. Liou de La Ohio State University, quienes enseñaronmétodos numéricos usando mis primeros manuscritos como texto. La terminaciónde este libro hubiera sido imposible sin eL estImulo del profesor Larry Kennedy, jefedel departamento de ingenieria mecánica de La Ohio State University. Para terminar,quisiera agradecer a mi familia, La cual ha sido extremadamente paciente durante mitrabajo en este libro.
 S. NAKAMURA
 Columbus, Ohio
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Antes de leer y usar losprogramas de este libro
 La mayor parte de los programas en este libro se escribieron en FORTRAN, parauna computadora VAX con unos pocos escritos en BASIC. Todos los programas sedesarrollaron originalmente en BASIC y despuês se tradujeron a FORTRAN. Enrealidad, la mayorIa de los ejemplos de cálculo se desarrollaron usando las versionesde BASIC para una IBM PC. El lector debe estar consciente de que los resultados deun programa a veces difieren si se ejecutan en computadoras distintas. Aunquedichas discrepancias suelen ser muy pequenas, quizá sean significativas si el câlculoes sensible a los errores de redondeo.
 En las explicaciones de los programas que están al final de cada capitulo, seusan dos sImbolos:
 S-33 indica la lInea de la instrucciôn nUmero 33 en los programas de FORTRAN.L-33 se usa para indicar el nümero de linea 33 en los programas de BASIC.
 Los programas en FORTRAN incluyen numerosos comentarios despuês delsigno "!", los cuales están escritos en las instrucciones ejecutables. Estos comenta-rios son para conveniencia de los lectores del programa, pero por desgracia se debeneliminar los comentarios con dicho signo (excepto cuando los programas se correnen una VAX).
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ICausas principales de erroresen los métodos numéricos
 1.1 INTRODUCCION
 Existen dos causas principales de errores en los cálculos numéricos. La primera es elerror de truncamiento y la segunda es el error de redondeo. El error de truncamientose debe a las aproximaciones utilizadas en la formula matemática del modelo. La se-n de Taylor es el medio más importante que se emplea para obtener modelos flume-ricos y analizar los errores de truncamiento.
 Los errores de redondeo se asocian con el nUmero limitado de dIgitos con quese representan los nürneros en una computadora. Para comprender la naturaleza deestos errores, es necesario aprender las formas en que se almacenan los nUmeros ycOmo se llevan a cabo las sumas y restas dentro de una computadora.
 Este capitulo analiza las series de Taylor y los nümeros; ambos con temas fun-damentales en métodos numéricos.
 1.2 SERIES DE TAYLOR
 Las soluciones numéricas son, en su mayorIa, aproximaciones de las solucionesexactas. Gran parte de los métodos numéricos se basan en la aproximaciOn de fun-ciones por medio de polinomios, aün cuando esto no sea evidente. Se construyen ai-
 goritmos más avanzados conjuntando los algoritmos básicos. Por lo tanto, cuandose objeta el error de un método numérico, hay que investigar La precisiOn con la queel polinomio aproxima a la función verdadera.
 El desarrollo de Taylor, que es una serie infinita de potencias, representa demanera exacta a una funciOn dentro de un cierto radio alrededor de un punto dado.
 1
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2 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 Por lo tanto, mediante la comparación del desarrollo polinomial de la solución nu-mérica con la serie de Taylor de la soluciôn exacta particularmente al descubrir elorden en donde aparece Ia discrepancia es posible evaluar el error, el cual se cono-ce como error de truncamiento [Conte/de Boor; King; Hornbeck]
 Tambiên se usa la serie de Taylor para obtener métodos numéricos. Si se igno-ran todos los términos de la serie de Taylor, excepto unos pocos, se puede obtenerun polinomio que se aproxime a la funciôn verdadera. A este polinomio se le llamauna serie de Taylor truncada y se usa como punto de partida para obtener métodosnuméricos [Morris; Cheney/Kincaid]. Sin embargo, el error del método numérico seorigina en el truncamiento.
 DESARROLLO DE TAYLOR PARA FUNCIONES UNIDIMENSIONALES. Se dice que una función f(x) esanalitica en x = a sif(x) se puede representar por medio de una serie de potencias entérminos de h = x - a dentro de un radio de convergencia, D> x - a > 0. Unacondiciôn necesaria para que una funciôn sea analjtica es que todas sus derivadassean continuas tanto en x = a, como en alguna vecindad airededor de ese punto.
 Un punto en donde una función f(x) no es analItica recibe el nombre de puntosingular. Si f(x) es diferenciable en todas partes en la vecindad de x0 excepto en x0,entonces x0 es un punto singular. Por ejemplo, tan (x) es analItica excepto en x = ±(n + 4) it, n = 0, 1, 2,..., c, los cuales son puntos singulares. Los polinomiosson analiticos en todas partes.
 Sifes anailtica alrededor dex = a, se puede representarf(x) de manera exactaen Ia vecindad de x = a por medio de su serie de Taylor, que es una serie de poten-cias dada por
 h2 h4f(x) f(a) + hf'(a) + f"(a) + --f"(a) + f"(a)
 h5 htm+ - f"(a) +... + f(m)(a) +5! m!
 donde
 h=xaPor ejemplo, los desarrollos de Taylor de e -x sen (x), alrededor de x = 1 son,
 respectivamente,
 h2exp (x) = exp (-1) - h exp (-1) + exp (-1)
 h3 h4---exp(l) +exp(l)--"h2
 sen (x) =sefl(1) + h cos (1) --sën(1)
 (1.2.1)
 (1.2.2)
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Cap. 1 Causas principales de errores en los métodos numéricos 3
 h3 h4---cos(1)+sen(1)+
 donde
 h = x 1.
 La serie de Taylor es ünica. Esto quiere decir que no existe otra serie de poten-cias en h = x - a para representarf(x).
 El desarrollo de Taylor de una función alrededor de x = 0 recibe el nombre deserie de Maclaurin. Por ejemplo, las series de Maclaurin de las funciones exp (x),sen (x), cos (x), y in (x + 1) son, respectivamente,
 x2 x3 x4ex= 1 +x+-+--++
 x3 x5 x7p (x) = x - - + -- - -- +
 x2 x4 x6cos(x)=1+-+x2 x3 x41n(x+1)=x---+----+
 En las aplicaciones prácticas, hay que truncar la serie de Taylor despuês de untérmino de cierto orden, ya que es imposible incluir un nümero infinito de términos.Si Ia serie de Taylor se trunca después del término de orden N, se expresa como
 h2f(x) = f(a) + hf'(a) + -- f"(a) + - f"(a) + f"(a)
 h5+ -- f"(a) + + f(N)(a) + 0(hN +1)
 donde h = x - a y 0(h' + 1) representa el error provocado por el truncamiento delos términos de orden N + 1 y superiores. Sin embargo, ci error global se puedeexpresar como
 0(hN +1) 1) (a + h) 0 1(N + 1)!'
 puesto que ç no se puede caicular con exactitud, cs frecuente aproximar ci términodel error haciendo ç = 0.
 0(h 1) f(N+ '(a)(N + 1)!
 (1.2.5)
 (1.2.3)
 (1.2.4)
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4 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 que es el término dominante de los términos truncados.
 Si N = 1, por ejemplo, Ia serie de Taylor truncada es
 f(x) f(a) + f'(a)h, h = x - a (1.2.6)
 Si se incluye el efecto del error, también se expresa como
 f(x) = f(a) + f'(a)h + 0(h2) (1.2.7)
 donde
 O(h2)=f(a+h), O<< 1 (1.2.8)
 SERIE DE TAYLOR PARA UNA FUNCION BIDIMENSIONAL. El desarrollo de Taylor de una funciônde dos dimensionesf(x, y) airededor de (a, b) está dada por
 f(x, y) = f(a, b) + hf + gJ; + [h2f + 2hqt + g2f]
 + + 3h2gf + 3hg2f + g3f]
 + + 4h3gf + 6h2g2f + 4hg3f + g4f] + (1.2.9)
 donde
 h = x - a, g = y -
 f = f(x, Y)Ix=a,yb
 f = f(x, Y)lx=a,y=b
 y las notaciones análogas tales comof .....f, yf son las derivadas parcialesdef en x = a y y = b; cada x o y en los subindices indica una diferenciación parcialcon respecto de x o y, respectivamente.
 RESUMEN DE EsTA SEccIóN
 Las series de Taylor son la herramienta más importante para obtener métodosnuméricos y para analizar errores.La serie de Taylor airededor de x = 0 recibe el nombre de serie de Maclaurin.
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 1.3 NUMEROS EN LAS COMPUTADORAS
 Al resolver un problema matemático por medio de una calculadora de bolsillo, esta-mos conscientes de que los nümeros decimales que calculamos quizá no sean exac-tos. Estos nümeros casi siempre se redondean cuando los registramos. Aun cuandolos nUmeros no se redondeen de manera intencional, el nümero limitado de digitosde la calculadora puede provocar errores de redondeo. (Una calculadora de bolsillodiseñada para cálculos cientIficos puede tener 10 u 11 dIgitos, pero una más econó-mica a menudo solo tiene 6.)
 En una computadora electrOnica, los errores de redondeo aparecen por lasmismas razones y afectan los resultados de los cálculos [Wilkinson]. En algunos ca-sos, los errores de redondeo causan efectos muy serios y hacen que los resultados delos cálculos carezcan por completo de sentido. Por lo tanto, es importante aprenderalgunos aspectos bãsicos de las operaciones aritméticas en las computadoras ycomprender bajo qué circunstancias pueden ocurrir severos errores de redondeo.Muchos de los problemas de error por redondeo se pueden evitar por medio de prác-ticas de programaciôn adecuadas.
 1.3.1 Base de los nUmeros
 El sistema numérico que usamos cotidianamente se llama sistema decimal. La basedel sistema numérico decimal es 10. Sin embargo, las computadoras no usan el sis-tema decimal en los cálculos ni en la memoria, sino que usan el binario. Este sistemaes natural para las computadoras ya que su memoria consiste de un enorme nümerode dispositivos de registro magnético y electrOnico, en los que cada elemento sOlotiene los estados de "encendido" y "apagado".
 Sin embargo, si examinamos los lenguajes de máquina, pronto nos percatamosque se usan otros sistemas numéricos, en particular el octal y el hexadecimal [Han-nula; Bartee]. Estos sistemas son parientes cercanos del binario y pueden traducirsecon facilidad al o del binario. Las expresiones en octal o hexadecimal son más cortasque en binario, por lo que es más sencillo que las personas las lean y comprendan. Elhexadecimal también proporciona un uso más eficiente del espacio de la memoriapara los nümeros reales (como se explicará más adelante).
 La base de un sistema numérico también recibe el nombre de raIz. Para, el siste-ma decimal ésta es 10; para el sistema octal es 8 y 2 para el binario. La raiz del sistemahexadecimal es 16.
 La base de un nümero se denota por medio de un subIndice; por ejemplo,(3.224)o es 3.224 en base 10 (decimal), (1001.11)2 es 1001.11 en base 2 (binario) y(18C7.90)16 es 18C7.90 en base 16 (hexadecimal).*
 El valor decimal de un nümero en base r, por ejemplo,
 (abcdefg hijk)r
 *En hexadecimal, cada digito puede variar desde 0 hasta 15. Los digitos del 10 al 15 se expresanpor medio de las letras mayüsculas, A, B, C, D, E y H. Los valores decimales de los dIgitos hexadecimalesse muestran a continuación:
 Decimal 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
 Hexadecimal 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F
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 se calcula como
 ar6 + br5 + Cr4 + dr3 + Cr2 + fr + g + hr' + ir2 +jr3 + kr4
 Los nümeros que aparecen sin subindice en este libro están en base 10, a menos quese indique lo contrario.
 1.3.2 Rango de constantes numéricas
 Las constantes numéricas que se usan en un programa se clasifican en tres catego-rias: a) enteros, b) nümeros reales y c) nUmeros complejos. Sin embargo, un len-guaje de programación no siempre puede manipular de manera directa nümeroscomplejos. Los nümeros que se usan en los programas son decimales, a menos quese indique lo contrario.
 En BASIC para IBM PC [IBM; Goldstein/Goldstein], el mayor entero posiblees 32767 y el menor entero negativo es 32768. La magnitud del segundo es mejorque la del primero por 1. En el lenguaje estãndar FORTRAN 77 para IBM 370 (yotras computadoras mainframe IBM), el rango de los enteros es desde 231 - 1 hasta- (2' - 1) inclusive.
 La menor y la mayor magnitud de un nümero real que se pueden representar enuna computadora varIan de acuerdo con el diseño tanto del hardware como del soft-ware. En la IBM PC (BASIC) el rango aproximado es de 2.9 x 10 hasta 1.7 x1038. Elrango aproximado enla IBM 370 es desde 5.4 x 10(o 2147483647) hasta7.2 x 10. Véase la tabla 1.1 para datos análogos de otras computadoras.
 Debemos comprender que los nümeros reales en una computadora no son con-tinuos. Si nos fijamos en los nümeros cercanos al cero, el nUmero positivo rnãs pe-queno en la IBM PC es 2.9 x Por lo tanto, nose pueden representar nümerosCntrC cero y 2.9 x 10- El intervalo entre el nümero positivo (2.9 x 10) y el si-guientC menor nümero positivo Cs aproximadamente de 3.45 x 10-46 que es muchomenor que 2.9 x iO.
 En la IBM PC, la diferencia entre 1 y el menor nümero mayor que 1 (pero dis-tinguible de 1) es de 1.19 x l0. Este intervalo se llama el epsilon de Ia rnáquina[Forsythe/Malcoim/Moler; Cheney/Kincaid; Yakowitz/Szidarovsky]. El intervaloentre cualquier nümero real y el siguiente es igual a
 (epsilon de la maquina) x R
 onde R es el nümero real. Posteriormente se darán más detalles sobre el epsilon de.la mâquina.
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Cap. 1 Causas principales de errores en los métodos numéricos 7
 Tahia LI Rango de los numeros reales (precision simple)
 - 2.17x108 (mOximo valor de punto flotante)espaclo
 espacio No existen valores de punto flotante en los espacios
 : 1 .000000119(=1+épsilon de a mOquina)- 1.0
 2.9x10 + 3.45x1046 (segundo valor de punto flotante positivo más pequeno)- 2.9x1039 (valor de punto flotante positivo mOs pequeno)
 espicio0Figura 1.1 DistribuciOn de los nilimeros reales en Ia IBM PC (BASIC). (Las marcasrepresentan los nOmeros reales.)
 Los nümeros reales positivos se muestran de manera gráfica en la figura 1.1,tal y corno se represenlarIan en Ia computadora.
 1.3.3 NUmeros dentro del hardware de Ia computadora
 Un bit es la abreviatura de dIgito binario (binary digit) y representa un elemento dememoria que consta de posiciones de encendidO y apagado, a la manera de un dispo-sitivo semiconductor o Un punto magnético en una superficie de registro. Un byte esun conj unto de bits considerado como una unidad, que normalmente está formadopor 8 bits.
 Las formas en que se usan los bits para los valores enteros y de punto flotantevarIan segn ci diseño de una computadora. El resto de esta secciOn describeejempios caracteristicos del uso de los bits para almacenar nümeros.
 ENTEROS. En ci sisterna de nurneraciôn binario, la expresiOn matemãtica de un entero es
 ± aka.lak_2 aaa1 (1.3.1)
 donde a' es Ufl bit con valor 00 1. Su valor decimal es
 IBM PC (BASIC) 2.9E - 39 1.7E + 38IBM 370 5.4E 79 7.2E + 75Cray XMP 4.6E - 2476 5.4E + 2465VAX 2.9E - 39 1.7E + 38
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 I = ± [a2k + a_i2 + a222 + a12 + a0] (1.3.2)
 Por ejemplo, el nümero binario dado por
 ± 110101
 es igual a
 I = ± [(1)(2) + (1)(2) + (0)(2) + (1)(22) + (0)(2) + (1)]
 =±[32+16+0+4+0+1]=±53 (1.3.3)
 En una computadora, el valor máximo de k en la ecuación (1.3.1) se limita, de-bido al diseño del hardware. En Ia IBM PC (BASIC), se usan 2 bytes (o, de maneraequivalente, 16 bits) para representar un entero. El primer bit registra el signo: posi-tivo si es 0, negativo si es 1. Los restantes 15 bits se usan para los a. Por lo tanto, elmáximo entero positivo es
 Binario:0111111111 111111(bitno: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15) (1.3.4)
 El valor decimal de lo anterior es
 32767i=O
 Una forma de almacenar un nUmero negativo es utilizar los mismos digitos queel nümero positivo de la misma magnitud, excepto que el primer bit se pone en 1. Sinembargo, muchas computadoras usan el complemento c. dos para almacenar flume-ros negativos. Por ejemplo, el complemento a dos para (- 32767) 10 es
 Binario:1 000000000 0 0 0 0 0 1
 (bitno: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15) (1.3.5)
 Los bits de la ecuaciôn (1.3.5) se obtienen a partir de la ecuaciOn (1.3.4), cambiandolos 0 por 1, los 1 por 0 y anadiendo 1 al resultado para el nümero 32767. En elcomplemento de dos, se determina primero el valor decimal como si los 16 bitsexpresaran un nümero positivo. Si este nümero es menor que 215, o 32768, se le in-terpreta como positivo. Si es mayor o igual, entonces se transforma en un nümeronegativo restándole 216. En el ejemplo anterior del nümero binario, el equivalentedecimal de éste en la ecuación (1.3.5) es Z = 215 + 1, por lo que la resta da
 32768 + 1 - 216 = 32768 + 1 - 65536 = - 32767 (1.3.6)
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Se usan 23 bits (m) para Ia mantisa.
 Se usan 8 bits (e) para el exponente.
 Se usa un bit (s) para el signo.
 Figura 1.2 Distribución de 32 bits en Ia IBM PC (BASIC)
 En el formato de punto flotante normalizado, el primer digito de la mantisasiempre es 1, por lo que no se almacena fisicamente. Esto explica por qué una manti-sa de 24 bits se almacena en 23.
 Silos 8 bits asignados al exponente se usan solo para enteros positivos, el expo-nente puede representar desde 0 hasta 28 - 1 255, aunque puede incluir nOmerosnegativos. Para registrar exponentes positivos y negativos, el exponente en decimales sesgado (o sumado) con 128 y después convertido a binario (complemento a dos).For ejemplo, si el exponente es - 3, entonces - 3 + 128 = 125 se convierte a binarioy se almacena en los 8 bits. For lo tanto, los exponentes que se pueden almacenar en8 bits van desde 0 - 128 = - 128 hasta 255 - 128 = 127.
 En el FORTRAN 77 de las computadoras mainframe IBM (como la IBM 370)se usa el formato de punto flotante normalizado en hexadecimal, que se escribecomo
 Cap. 1 Causas principales de errores en los métodos numéricos 9
 El entero negativo de menor magnitud se representa por
 (1111 1111 1111 1111 1111 1111 1111 1111)2
 que es igual a - 1 en decimal.En la IBM 370, se usan 4 bytes para un entero. For lo tanto, el máximo nüme-
 ro positivo es 232 - 1 - 1 = 2147483648 - 1 2147483647.
 NUMEROS REALES. El formato para un nümero real en una computadora difiere segün eldiseño de hardware y software. AsI, nos centraremos en la IBM PC (BASIC) y en lamainframe red IBM (FORTRAN 77) como ejemplos principales.
 Los ntmeros reales de Ia IBM PC (BASIC) se almacenan en el formato de puntoflotante formalizado en binario. En precision simple, se usan 4 bytes, o 32 bits, paraalmacenar un nümero real. Si se introduce como dato un nümero decimal, primerose convierte al binario más cercano en el formato normalizado:
 (±0.abbbbbbbb.. . bbbb)2 x 2Z (1.3.7)
 donde a siempre es 1, cada b es un dIgito binario 0 o 1 y z es un exponente que tam-bién se expresa en binario. Existen 24 dIgitos para la mantisa incluyendo la a y las b.
 Los 32 bits se distribuyen de la manera siguiente. El primer bit se usa para elsigno de la mantisa, los siguientes 8 bits para el exponente z y los ültimos 23 para lamantisa.
 11111111 11111111 11111111 11111111 32 bitsseeeeeee e
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 x = (0.abbbbb)16 x 16k (1.3.8)
 donde a es un digito hexadecimal distinto de cero, cada b es un digito hexadecimalque puede ser cero y k es un exponente expresado en binario. La mantisa tiene 6digitos hexadecimales.
 En La IBM 370, un valor de punto flotante de precision simple usa 32 bits; elprimero registra el signo de La mantisa, los siguientes 7 bits son para el exponente y losültimos 24 son para La mantisa. El exponente es sesgado por (64)io y almacenado enlos 7 bits. Un dIgito hexadecimal se representa con 4 bits. Por lo tanto, 6 digitos he-xadecimales de La mantisa necesitan 24 bits; los primeros 4 representan el primerdIgito hexadecimal, Los siguientes 4 el segundo digito hexadecimal, y asi sucesiva-mente.
 11111111 11111111 11111111 11111111 32 bitss eeeeee
 Se usan 24 bits (m) para Ia mantisa.
 Se usan 7 bits (e) para el exponente.
 Se usa 1 bit (s) para el signo.
 Figura 1.3 Distribución de 32 bits para un valor de punto flotante en la IBM 370
 Ahora podemos explicar por qué el nümero positivo más grande para lasmainframe IBM es 7.2 x La maxima mantisa positiva que se puede representarcon 6 dIgitos hexadecimales es (0.FFFFFF)16, que es igual a
 - (16)_6 (1.3.9)
 en decimal. El máximo exponente que se pueda representar por el binario de 7dIgitos es
 127 - 64 = 63
 donde 64 es el sesgo. Por lo tanto, el máximo valor positivo de punto flotante es
 (1 - 16-6)1663 7.23 x iO' (1.3.10)
 Por otro lado, el menor nümero positivo es (0.100000)16 x 1664, que es igual a
 16' x 16_64 = 16_65 = 5.39 x iO (1.3.11)
 en decimal.El epsilon de la mãquina en mainframe IBM es
 16_6 x 161 = 16 = 9.53 x iO (1.3.12)
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 El nümero de bits que se usan en las computadoras comunes se resume en latabla 1.2.
 Tabla 1.21 Ntmero de bits para los niimeros de punto flotante
 aBasado en Microsoft Basic [IBM].
 1.3.4 Errorés de redondeo en una computadora
 ERRORES DE REDONDEO AL ALMACENAR UN NUMERO EN MEMORIA. La causa fundamental de errores enuna computadora se atribuye a! error de representar un nümero real mediante un nü-meo limitado de bits.
 Como ya se explicó, el epsilon de la máquina, , es el tamaño del intervaloentre 1 y el siguiente nümero mayor que 1 distinguible de 1. Esto significa que nm-gun nümero entre 1 y 1 + e se puede representar en la coinputadora. En el caso dela IBM PC (BASIC), cualquier niimero 1 + c se redondea a 1 si 0 <c < /2, 0 seredondea a 1 + E si /2 . Asi, se puede considerar que E/2 es el máximoerror posible de redondeo para 1. En otras palabras, cuando se halla 1.0 en la memo-na, el valor original pudo ser alguno de entre 1 - /2 <x < 1 + c/2.
 El epsilon de la máquina se puede determinar mediante el programa siguiente:
 10 E=1
 20 IF E+1>1 THEN PRINT E ELSE STOP30 E=E/2: GOTO 20
 El iiltimo nümero impreso por el programa es igual al epsilon de Ia máquina. Los ép-silon en precision simple para algunas computadoras son:
 Precision IBM PC IBM 370 VAX 11 Cray XMP
 El error de redondeo implicado en el almacenamiento de cualquier nümero realR en memoria es aproximadamente igual a nR/2, si el nümero se redondea por ex-ceso y R Si se redondea por defecto.
 Precisiô simpleManti sa Exponente
 PrecisiOn dobleMantisa Exponent e
 IBM PC, AT, XT 23 8 55 8
 1BM370 24 7 56 7
 CDC 7600 y Cyber 48 11 96 11
 VAX11 23 8 55 8Cray XMP 48 11 96 11
 Simple 1.19E - 7 9.53E - 7 5.96E - 8 3.55E - 15Doble 2.77E - 17 2.22E - 16 1.38E - 17 1.26E - 29

Page 32
                        

12 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 EFECTOS DE LOS ERRORES FOR REDONDEO. Si se suman o restan nümeros, Ia representaciOnexacta del resultado quizã necesite un nümero de dIgitos mucho mayor que el necesa-rio para los nümeros sumados o restados.
 Existen dos tipos de situaciones en los que aparecen muchos errores por redon-deo: a) cuando se suma (o se resta) un nümero muy pequeno de uno muy grande y b)cuando un nümero se resta de otro que es muy cercano.
 Para probar el primer caso en la computadora, sumemos 0.00001 a la unidaddiez mu veces. El diseño de un programa para este trabajo seria:
 10 suma=120 for i=1 to 10000
 30 suma = suma + 0.00001
 40 next
 50 print"SUMA= ";suma
 El resultado de este programa en Ia IBM PC es
 SUMA = 1.100136
 Puesto que la respuesta exacta es 1 . 1, el error relativo de este cálculo es
 1.1 - 1.100136 = 0.000l24obien 0.0124%1.1
 (1.3.13)
 Otro problema molesto es que dos nümeros que debiesen ser matemáticamenteidénticos no siempre lo son en las computadoras. Por ejemplo, consideremos laecuación
 y=A/B
 w=y*B
 z=A-w
 donde A y B son constantes. Desde un punto de vista matemático, w es igual a A,por lo que z debe anularse. Si estas ecuaciones se calculan en una computadora, z seanula o es un valor no nub pero muy pequeno, dependiendo de los valores de A y B.Pruebe el programa siguiente:
 A=COS(03)DO 10 K=1,20
 B=SIN(FLOAT(K))
 Z=A/B
 W=Z*B
 Y=A-W
 PRINT *,A,B,W,Y
 10 CONTINUE
 END
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 Lo que ocurre en la computadora, es que aparece un error de redondeo cuandose calculan Z = A/B y W = Z*B y se almacenan. Asj, W = Z*B en La quinta ilneano es exactamente igual a A. La magnitud reLativa del error por redondeo atribuidaa la multiplicaciOn o divisiOn entre una constante y aL aLmacenamiento del resuLtadoen Ia memoria es casi igual a! epsilon de La máquina.
 El error de un nümero provocado por el redondeo aumenta cuando el nOmerode operaciones aritméticas también se incrementa [Wilkinson].
 CAUSAS DE ERRORES POR REDONDEO. Para explicar cOmo surgen los errores por redondeo,consideremos el cãlculo del + 0.00001 en La IBM PC. Las representaciones binariasde 1 y 0.00001 son, respectivamente,
 Sin embargo los nUmeros a partir del asterisco (*) se redondean ya que la mantisatiene 24 bits. Por lo tanto, eL resultado de este cãlculo se guarda en memoria como
 (1) + (0.00001) (0.1000 0000 0000 0000 0101 0100)2 x 21 (1.3.17)
 que es equivalente a (1.0000 1001 36)o.Asi, siempre que se sume 0.00001 a 1, eL resuLtado agrega 0.0000000136 como
 error. Al repetir diez mil veces Ia suma de 0.00001 a 1, se genera un error de exacta-mente diez mil veces 0.0000000136. Aunque el resultado calculado se incrementa enel presente ejemplo, puede disminuir si algunos dIgitos se redondean por defecto. Lapérdida y ganancia se conocen como error de redondeo.
 A continuaciOn ilustramos el efecto de Los errores por redondeo implicados alrestar un nUmero. DeL cálculo sabemos que
 f(x + 0) - f(x)lim =f'(x)o-o 0
 Con elfin de ilustrar, hacemosf(x) = sen (x) y caLcuLamos
 (1 + 0)sen(1)0
 (1.3.18)
 (1.3.19)
 (1) = (0.1000 0000 0000 0000 0000 0000)2 x 21
 (0.00001)=(0.10100111 1100010110101100)2 x 2-16(1.3.15)
 La suma de estos dos nOmeros es
 (1) + (0.00001)
 =(0.10000000000000000101 0011 11100010 1101 01100)2 X 21
 * (1.3.16)
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 con valores decrecientes de 9. Los resultados calculados en una IBM PC semuestran a continuación.
 Valor exacto = cos (1) 0.54030
 Se observa que cuando 0 decrece, d se acerca al valor exacto hasta que 0 liega a0.0001, pero entonces el error empieza a crecer a! seguir decreciendo 0. El incremen-to de los errores al decrecer 0 ocurre debido a que cuando la diferencia entref(1 +0) y f(1) se vuelve pequefia, aumenta el error de redondeo con respecto a 0.Los errores de d para valores grandes de 0 se deben a los errores de truncamientode la aproximación, véase Ia ecuación (1.3.19).
 Para analizar ci redondeo en Ia resta, consideremos el cálculo de 1.00001 - 1.Puesto que ya sabemos que 1 .00001 se almacena en binario como
 (0.1000 0000 0000 0000 0101 0100)2 x 21
 entonces, 1.00001 - 1 es
 (0.1000 0000 0000 000 0101 0100)2 x 21 - (0.1)2 x 21
 = (0.000000000000000001010100)2 X 21
 = (0.1010 1)2 x 216 (1.3.20)
 Su valor decimal es 1.00136 x 10. Al comparar esto con el valor exacto, 0.00001,el error relativo es
 (0.0000100136 - 0.00001)/0.00001 = 0.00136
 00.136%
 ESTRATEGIAS. Los efectos de redondeo se pueden minimizar cambiando el algoritmo decálculo, aunque èste debe disenarse caso por caso. Algunas estrategias Utiles son:
 Doble precision [McCracken]AgrupamientoDesarrollos de TaylorCambio de definiciOn de variablesReescritura de la ecuaciOn para evitar restas
 0 d (Valor exacto - d)
 0.1 0.49736 0.0429380.01 0.53607 0.0042240.001 0.53989 0.000403
 0.0001 0.54061 -0.0031110.00001 0.53644 0.0038600.000001 0.53644 0.0038600.0000001 0.59604 -0.055744
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Ejemplo 1.1
 Sume 0.0000 1 dsez mu veces a Ia unidad usando a) el método de agrupa-miento y b) el de doble precision.
 (Soluciôn)
 a) Cuando se calcula Ia suma de muchos nOmeros pequeños, su agrupa-ciOn ayuda a reducir los errores por redondeo. Un programa para sumar0.0000 1 a 1 diez mil veces sepodria escribir como
 (BASIC) (FORTRAN)
 10 SUMA=1 SUMA=120 FOR 1=1 to 100 DO 47 1=1 10022 TOTAL=0 TOTAL=O25 FOR K=1 to 100 DO 40 K=1 10030 TOTAL=TOTAL+O .00001 TOTAL=TOTAL+O .0000140 NEXT 40 CONTINUE45 SUMA = SUMA + TOTAL SUMA = SUMA + TOTAL47 NEXT 47 CONTINUE60 PRINT "SUMA= ";SUMA PRINT *5U},,fA
 En el programa anterior, los valores pequeños se agrupan en conjuntos de 1 00,se calcula el total del grupo y después se acumulan los totales de grupo. La res-puesta de este programa revisado es
 SUMA= 1.100000
 Otro enfoque es el de usar a doble precisiOn para Ia suma SUMA comosigue:
 10 SUMA#=O20 FOR i=1 to 10000
 30 SUMA =SUMA#O.0000140 NEXT
 50 PRINT "SIJMA = ";SUMA #
 donde el signo = después de SUMA indica que SUMA es una variable de dobleprecisiOn en BASIC. El resultado de esta versiOn es
 SUMA = 1.09999999747
 La comparaciOn de los dos enfoques muestra que el agrupamiento es másefectivo que el uso de Ia doble precisiOn.
 Cap. 1 Causas principales de errores en los métodos numéricos 15
 Las aplicaciones de estos enfoques se ilustran en el ejemplo 1. 1.
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 Ejemplo 1.2
 Cuando U tiende a 0, Ia precision de una evaluación numérica para
 sen(1 +O)sen(1)d=0
 se vuelve muy pobre debido a los errores por'redondeo. Por medio del de-sarrollo de Taylor, podemos reescribir Ia ecuaciOn de tal forma que se mejore aexactitud para 0.
 (Soluciôn)
 El desarrollo de Taylor es ütil cuando se va a calcular una pequeña diferencia de
 dos valores funcionales. El desarrollo de Taylor de sen (1 + 0) es
 sen(1 + 0) =sen(1) + Ocos(1) 0.5 02sen(1)
 Si aproximamos sen (1 + 0) con los primeros tres términos, d es
 d = cos (1) - 0.50 sen(1) (A)
 Los valores calculados para varias 0 son
 La precisiOn de Ia aproximaciOn aumenta cuando 0 tiende a 0.
 Ejemplo 1.3
 Si Ia siguiente ecuaciOn se calcula de modo directo en un programa, aparecenerrores de redondeo cuando x tiende a + y -
 '(az)(bz) (A)
 donde
 B2
 ()Reescriba las ecuaciones, de forma que no ocurran errores importantes de re-dondeo.
 0 d
 0.1 0.49822
 0.01 0.536090.001 0.539880.0001 0.540260.00001 0.54030
 0.000001 0.540300.0000001 0.54030
 Valor exacto = 0.54030
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 (Soluciôn)
 Puesto que 1 < tanh (x) <1, el dominio de z es a < z < b. Cuando x tiende az tiende a b; y cuando x tiende a - cia, z tiende a b. Hay que considerar dos
 causas de errores por redondeo.St b = 0, el numerador de Ia ecuación B) se convierte en a[1 - tanh (xfl.
 Par a tanto, habrá un error de redondeo severo cuando tanh (x) está muy cercade 1. La resta de nümeros similares en a ecuaciOn B) se puede evitar recono-ciendo a relación:
 tanh (x) = (C)exp (x) - exp (x)exp (x) + exp (x)
 al incorporar Ia ecuación C) en B7 y reescribirla se obtiene
 b exp (x) + a exp (x)- exp (x) + exp (x)
 Cuando z tiende a a a b, se tiene un error par redondeo en el denominador de IaecuaciOn A). Para evitar esto, se puede dividir el cálculo de Ia ecuaciôn A) en doscasos: Casol a<z<(a+b)/2
 Caso 2 (a + b)/2 z <bPara el caso 1, se escribe el término a - z del denominador de Ia ecuaciOn A)coma
 b exp (x) + a exp (x)az=exp (x) + exp (x)
 (a - b) exp (x)- exp (x) + exp (x)
 Para el caso 2, se escribe b - z coma
 b exp (x) + a exp (x) (b - a) exp (x)bz=b =exp (x) + exp (x) exp (x) + exp (x)
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 La maxima magnitud de los enteros positivos y negativos se limita mediante elnñmero de bytes utilizados. Con el complemento a dos, el ültimo es más grandeque el primero por 1.El intervalo entre I y el siguiente nümero real se llama epsilon de Ia máquina. Elintervalo entre cualesquier dos nümeros reales consecutivos en una computadoraexcepto en 0 es aproximadamente igual al nümero real por el epsilon de lamáquina.
 Los errores de redondeo son causantes de errores en los cálculos. Una cantidadsignificativa de errores par redondeo aparece, de manera particular cuando se su-ma un nümero pequeno a uno grande a cuando un nümero se resta de un nümerosimilar.
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18 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 d) Los efectos de los errores por redondeo se pueden reducir mediante varios enfo-ques, incluyendo el uso de La doble precisiOn, la reescritura de las ecuaciones y LaexpansiOn de una funciOn en polinomios. Sin embargo, La que es mejor dependede La naturaLeza del cálcuLo a realizar.
 PROGRAMA
 PROGRAMA 1-1 Conversion de decimal a binario
 Explicaciones
 Este programa convierte un valor decimal positivo menor de 1 .OE + 38 a un binarioen el formato de punto flotante normalizado con una mantisa de 24 bits. El progra-ma trabaja de manera interactiva. Al ejecutarlo, pide un valor decimal, que despuêsse convierte en binario. Se imprimen por separado la mantisa y el exponente cuandose termina la conversiOn.
 Variables
 A(k): bit k-ésimo en la mantisa normalizadaB: 2'I: Parámetro
 L: mantisaX: de entrada valor decimal
 Listado
 C CSL/F1 -1 . FOR CONVERSION DE DECIMAL A BINARIO (FORTRAN)INTEGER A(255)PRINT *PRINT *, 'CSL/Fl -1 CONVERSION DE DECIMAL A BINAEIO (FORTRAN)'PRINT *
 10 PRINT *, INTRODUZCA EL VALOR DECIMAL?'READ *, x1.1=0
 I(=1
 I=LOG(X)/LOG(2.0) + 270 1=1-i
 IF (I.LT. -200) STOP3=2. 0**FLOAT(I-1)IF (X.GE.B) THEN
 A(K)1XX -BIF (L.EQ.0) MIIF (L.EQ.0) L1
 ELSEIF (K.GT.1) A(K)0
 END IFIF (L.GT.0) KK+1
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 IF (K.LT.25) GOTO 70PRINT *PRINT *,PRINT *, 'BINARIO'PRINT 30, (A(K), K=1,24)
 30 FORMAT( lx,' MANTISA= ' ,10(411,1x))PRINT 40,M
 40 FORMAT (' EXPONENTE=' , 13)PRINT *,PRINT *PRINT *PRINT*,' OPRIMA 1 PARA CONTINUAR, 00 PARA TERMINAR'READ *,KIF(K.EQ.1) GOTO 10PRINT*END
 D) Ejemplo de salida
 CSL/F1 -1 CONVERSION DE DECIMAL A BINARIO (FORTRAN)
 INTRODUZCA EL VALOR DECIMAL:?05
 EXPONENTE = -12
 PROBLEMAS
 1.1) Si se usan 8 bits para representar los enteros positivos y negativos en complemento ados, cuál es el entero positivo más grande y el negativo más pequeno (en magnitud) en deci-mal?
 1.2) Se tienen dos nmeros binarios de 16 bits en complemento a dos:
 a)Binario:1 111111111 1 1
 (bitno:012 345 6 78 9 10 11
 b)Binario:1000000000(bitno:0123 45 6 789 10 11
 Determine los valores decimales de los dos nUmeros binarios.1.3) Hallar el epsilon de la máquina para una IBM PC en WATFOR-77.
 BINARIOMANTISA= 1000 0000 0000 0000 0000 0000
 EXP0NENTE 0
 INTRODUZCA EL VALOR DECIMAL:?64 . 0BINARIO
 MANTISA= 1000 0000 0000 0000 0000 0000EXPONENTE 7
 INTRODUZCA EL VALOR DECIMAL:?0.0001751BINARIO
 MANTISA= 1011 0111 1001 1011 0000 1100
 1 1 1 1
 12 13 14 15)00011012 13 14 15)
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 1.4) Repita el problema anterior con Ia computadora mainframe a la que tenga acceso.1.5) Evalüe
 para x = 0.0001, aplicando el desarrollo de Taylor para exp (x). Use los primeros tres térmi-nos.
 1.6) Desarrolle las siguientes funciones en serie de Maclaurin.
 1.7) Muestre que el desarrollo de Taylor de ln[(l + x)/(1 - x)] alrededor de x = 1 es
 2 2n 1
 1.8) Por medio del desarrollo de Maclaurin de e-' y e_x, obtenga el desarrollo deMaclaurin de senh (x) y cosh (x), donde
 senh (x) = (ex - e)
 cosh (x) = (ex + ex)
 1.9 a) Si Ia siguiente función se escribe en un programa, en cuál rango de x apareceráun desborde o una divisiOn entre cero originados por el error de redondeo?
 f(x) =1 - tanh (x)
 Suponga que el nOmero positivo más pequeno es 3 x l0 y el epsilon de la ma-quinaes 1.2 x l0.
 b) Reescriba la ecuaciôn de tal forma que no se necesite restar.
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2Interpolaciôn polinomial
 2.1 INTRODUCCION
 Una funciôn de interpolación es aquella que pasa a través de puntos dados como da-tos, Los cuales se muestran comünmente por medio de una tabla de valores o se to-man directamente de una funciôn dada.
 La interpolaciôn de los datos puede hacerse mediante un polinomio, Las fun-ciones spline, una funciOn racional o las series de Fourier entre otras posibles formas[Stoer/Burlish]. La interpoLación polinomial (ajustar un polinomio a los puntos da-dos) es uno de Los temas mãs importantes en métodos numéricos, ya que La mayorIade los demãs modelos numéricos se basan en la interpolación polinomial. Porejemplo, los modelos de integraciôn numérica se obtienen integrando formulas deinterpolaciOn polinomial, y Los modelos de diferenciaciOn numérica se obtienen den-vando Las interpolaciones poLinomiaLes. Por esto, eL objetivo del capItulo es analizarLos aspectos básicos de La interpolaciOn polinomial y sus aplicaQiones. La interpola-ción de splines cübicos y La interpolaciOn transfinita se describen en Los apéndices Gy H, respectivamente.
 Los datos obtenidos mediante una mediciOn pueden interpolarse, pero en lamayorIade los casos no es recomendable una interpolaciOn directa debido a los erro-res aleatorios implicados en La mediciOn. AsIpues, el ajuste de una curva a Los datosobtenidos de esta forma se describe por separado en el capItulo 8.
 La tabLa 2.1 da un breve panorama de los métodos de interpolaciOn descritosen este capItulo.
 2.2 INTERPOLACION LINEAL
 Esta interpolación es Ia base para varios modelos numénicos fundamentales. Al in-tegrar la interpolaciOn lineal, se deduce el modelo de integración liamado regla del
 22
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Cap. 2 lnterpolación polinomial 23
 Tabla 2.1 Resumen de los esquemas de interpolaciOn en dimensiOn uno
 lnterpolación de Forma conveniente.Lagrange Fácil de programar.
 lnterpolación de El orden del polinomioNewton puede cambiarse sin
 problemas. La evaluaciônde errores es fãcil.
 lnterpolación deLagrange mediantepuntos de Chebyshev
 lnterpolación de1-lermite
 Spline cubtco (apéndice Aplicable a cualquier
 trapecio. El gradiente de Ia interpolaciôn lineal es una aproximaciOn a la primera de-rivada de la funciOn. El objetivo de esta sección es introducir la interpolación linealy analizar a continuaciOn sus errores.
 La interpolaciôn lineal da como resultado una recta que se ajusta a dos puntosdados. La interpolaciôn lineal que se muestra en la figura 2.1 está dada por
 xag(x)
 b - Xf(a)
 + b - a f(b)badondef(a) yf(b) son valores conocidos def(x) en x = a y x = b respectivamente.
 y
 f( b)
 f(a)
 a
 Los errores sedistribuyen másuniformemente que enIa malla que presentaigual separación.
 Aba precision debido aque el binomio seajusta también a lasden vadas.
 xb Figura 2.1 InterpolaciOn lineal
 Dificil de manejar paralos cákulos manuales.
 Se debe preparar unatabla de diferencias ode diferenciasdivididas.
 Los puntos de Ia mallano están distribuidos demanera uniforme.
 Necesita los valores delas derivadas.
 Se necesitan resolver
 (2.2.1)
 Esquema de interpolaciOn Ventajas Desven t aj as
 G) nOmero de datos. ecuaciones simultOneas.
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24 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 El error de Ia interpolaciOn lineal se puede expresar en la forma:
 4
 I L
 g(x)
 x
 xo Xi X2 X3 X4 Figura 2.2 Datos ajustados por un polinomio
 e(x) = (x - a)(x - b)f"(), a b (2.2.2)
 donde (una letra griega ilamada "xi") depende de x pero está en algün lugar entrea y b (Ia demostraciOn de Ia ecuación (2.2.2) está dada en el apéndice A). Laecuación (2.2.2) es una funciOn un poco difIcil de manejar ya que no tenemos formade evaluar a exactamente. Sin embargo, es posible analizar x(x) cuando f" (x) seaproxima mediante una constante en a x b como se explica a continuación.
 Sif" es una función con poca variación, o si el intervalo [a, b] es pequeflo, deforma quef" cambie un poco, podemos aproximarf" ( ) mediantef" (x,), dondex,,, es el punto medio entre a y b: x,,, = (a + b)/2. La ecuación (2.2.2) indica enton-ces que:
 El error máximo aparece aproximadamente en el punto medio entre los datosdados.El error aumenta cuando b - a crece.El error también se incrementa cuando f" crece.
 Una excepción a estas tendencias es cuando f" tiene una raIz en el intervalo [a, b]porque Ia afirmación de quef" es aproximadamente constante no es vãlida.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Por interpolaciOn lineal se obtiene una recta que se ajusta a dos datos dados.Si el signo def(x) no cambia en a x b, el error máximo de una interpola-ción lineal aparece aproximadamente en el punto medio y su magnitud es propor-cional a Ia segunda derivada de Ia función aproximada.
 2.3 FORMULA DE INTERPOLACION DE LAGRANGE
 Pueden ajustarse tres o cuatro datos por medio de una curva? Uno de los métodosfundamentales para encontrar una funciôn que pase a través de datos dados es el deusar un polinomio (véase la figura 2.2).
 y
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Cap. 2 lnterpolación polinomial 25
 La interpolaciôn polinomial se puede expresar en varias formas alternativasque pueden transformarse entre si. Entre êstas se encuentran las series de potencias,la interpolaciôn de Lagrange y Ia interpolación de Newton hacia atrâs y hacia ade-lante.
 Como se vera después con más detalle, un polinomio de orden N que pasa através de N + 1 puntos es ünico. Esto significa que, independientemente de la fOrmulade interpolaciOn, todas las interpolaciones polinomiales que se ajustan a los mismosdatos son matemáticamente idénticas.
 Suponga que se dan N + 1 puntos como
 X0 X1 Xr
 fo fi
 donde x0, x1,... son las abscisas de los puntos (puntos de Ia malla) dados en ordencreciente. Los espacios entre los puntos de Ia malla son arbitrarios. El polinomio deorden N que pasa a través de los N + 1 puntos se puede escribir en una serie de p0-tencias como
 g(x) = a0 + a1x + a2x2 + + ax (2.3.1)
 donde los a1 son coeficientes. El ajuste de Ia serie de potencias a los N + 1 puntosdados da un sisteina de ecuaciones lineales:
 fo = a0 + aix0 + a2x-f- + ax0
 fi=ao+alxl+a2x++aNx(2.3.2)
 fN = a0 + alxN + a2x++ aNxN
 Aunque los coeficientes a1 pueden determinarse resolviendo las ecuaciones si-multáneas por medio de un programa computacional, dicho intento no es deseablepor dos razones. Primera, se necesita un programa que resuelva un conjunto deecuaciones lineales; y segunda, la soluciOn de Ia computadora quizã no sea precisa.(Realmente, las potencias de x1 en la ecuación pueden ser nümeros muy grandes, y Sies asI, el efecto de los errores por redondeo será importante.) Por fortuna, existenmejores métodos para determinar una interpolaciOn polinomial sin resolver lasecuaciones lineales. Entre éstos están Ia formula de interpolaciOn de Lagrange y Iaformula de interpdlaciOn de Newton hacia adelante y hacia atrás.
 Para presentar Ia idea básica que subyace en Ia formula de Lagrange, considereel producto de factores dados por
 V0(x) = (x - x)(x - X2) (x - xN)
 que se refiere a los N + 1 puntos dados antes. La función V0 es un polinomio de or-
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 den N de x, y se anula en x = x1, x2.....XN. Si dividimos V0 (x) entre V0 (x0), lafunciôn resultante
 (x - x)(x - X2) . . (x - XN)V0(x) - (x0 - x1)(x0 - x2) . . (x - XN)
 toma el valor de uno para x x0, y de cero para x = x1, x = X = XN. Enforma análoga, podemos escribir V1 como
 (x - x)(x - x) . . (x - XN)V(x) =
 (x - x0)(x1 - x1) . . (x - XN)
 donde el numerador no incluye (x - x) y el denominador no incluye (x, - x). Lafunciôn V1 (x) es un polinomio de orden Ny toma el valor de uno en x = x, y de ceroenx = x1,j i. Asi, si multiplicamos V0(x), V1 (x),. .., VN(x) porfo,fl,...fN,respectivamente y las sumamos, el resultado serã un polinomio de orden a lo más Ne igual af1 para cada i = 0 hasta i = N.
 La formula de interpolación de Lagrange de orden N asI obtenida se escribecomo sigue [Conte/de Boor]:
 (xx1)(xx2)(xxN)g(x)
 (x - x1)(x0 - x2) (x0 - XN)
 (x - x)(x - X2) . . (x - xN)+ fl(x1 - x0)(x1 - x2) . . . (x1 - XN)
 +xO)(xxl) (xxN_l)
 fN(XN - XO)(XN - - X_)
 La ecuaciOn (2.3.3) es equivalente a Ia serie de potencias que se determina resolvien-do la ecuaciOn lineal. Parece complicado, pero incluso Ia memorizaciOn no es difIcilsi se entiende La estructura.
 (2.3.3)
 Ejemplo 2.1
 a) Las densidades de sodio para tres temperaturas están dadas cornosigue:
 Temperatura DensidadT.
 0 94 C 929 kg/rn31 205 902
 2 371 860
 Escriba a formula de interpolación de Lagrange que se ajusta a los tres datos.
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 b) Determine Ia densidad para T = 251 °C utilizando a interpolaciôn deLagrange (aI calcular el valor de g(x), no desarrolle Ia fOrmula en una serie de p0-tencias).
 (Solución)
 a) Ya que el nümero de datos es tres, el orden de Ia fOrmulade Lagrangees N = 2. La interpolaciOn de Lagrange queda
 g(T)(T - 205)(T - 371)
 (929)(94 - 205)(94 - 371)
 (T - 94)(T 371)+
 (205 - 94)(205 - 371)(902)
 (T-94)(T-205)86+
 (371 - 94)(371 - 205) ( 0)
 b) Sustituyendo T = 251 en Ia ecuación anterior, obtenemos
 g(251) = 890.5 kg/rn3
 (Comentarios: al evaluar g(x) por un valor dado x, no se debe desarrollar Iaformula de interpolación de Lagrange en una serie de potencias, porque no sOlo esmolesto sino adernàs se incrementa Ia posibilidad de cometer errores hurnanos.)
 La ecuaciôn (2.3.3) es part icularmente larga si el orden N es grande. Sin em-bargo, su escritura en un programa de computaciOn necesita Unicamente un nOmeropequeno de lineas: Observando Ia ecuación (2.3.3), se reconoce que el primer térmi-no esf0 veces un producto de
 (x - x)(x0 - x1)
 para toda i excepto para I = 0. El segundo término esf1 veces un producto de
 (x - x.)(x1 - x.)
 para toda / excepto para / = 1. Los otros términos siguen el mismo patron. Por lotanto, la ecuación (2.3.3) puede programarse con dos ciclos DO en FORTRANcomo sigue:
 G=O
 DO I=O,N
 Z=F(I)
 DO J=O,N
 IF (I .NE.J) Z=Z*(XA-X(J))/(X(I)-X(J))
 END DO
 G=G+Z
 END DO
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 Donde las notaciones significan:
 VEA EL PROGRAMA 2-1 para una implantación real.La ecuaciOn (2.3.3) es un polinomio de orden menor o igual que N, ya que Ca-
 da término del lado derecho es un polinomio de orden N. El orden de un polinomioes menor que N sif1 se obtiene de un polinomiof(x) de orden menor que N. En estecaso g(x) es exactamente igual af(x).
 El polinomio de interpo!ación de orden N que se ajusta a N + 1 puntos es ini-co. Esto es importante, ya que indica que todos los polinomios de orden N que seajustan a un conjunto dado de N + I puntos son matemáticamente idénticos, auncuando sus formas sean distintas.
 La unicidad del polinomio de interpolación se puede demostrar considerandola hipOtesis de que la interpolación de Lagrange no es un polinomio ünico. Si no esunico, debe existir otro polinomio de orden N, k(x) que pasa por los mismos N + 1puntos. La diferencia entre Ia interpolaciôn de Lagrange g(x) y k(x) definida como
 r(x) = g(x) - k(x) (2.3.4)
 debe ser un polinomio de orden menor o igual que N, ya que g(x) y k(x) son ambospolinomios de orden N. Por otro lado, puesto que g(x) y k(x) coinciden ambos enlos N + 1 puntos dados, r(x) se anula en los N + 1 puntos. Esto significa que r(x)tiene N + 1 raIces, es decir, r(x) es un polinomio de orden N + I. Esto contradice elhecho de que r(x) sea un polinomio de orden menor o igual que N, lo cual dernuestraque la hipótesis es incorrecta.
 Cuando una función conocidaf(x) se aproxima mediante un polinomio de in-terpolación, lo que nos interesa es el error del polinomio. El error se define como
 e(x) = f(x) - g(x) (2.3.5)
 dondef(x) es la función de la cual se muestrean los datos:f, = f(xj. La distribucióny magnitud de e(x) se yen afectadas por los siguientes parãmetros:
 La distribución de las abscisas en los datos.El tamaño del dominio de interpolación.El orden del polinomio (o equivalentemente el nümero de puntos utilizados en IainterpolaciOn, menos üno).
 Estos aspectos se analizan con más detalle en los siguientes párrafos.La distribución de x1 que se elige con más frecuencia es la de los puntos con
 igual espaciamiento (con intervalos espaciados de manera uniforme entre dos absci-
 X(I),G :
 F(I),
 result
 I=O,l,..N : data points
 of interpolation calculation
 Z : product of factors
 XA : x
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 sas consecutivas), pero los x con espaciamientos no uniformes, también se usan amenudo (véase la sección 2.5). Aqul supondremos que las x1 están uniformementeespaciadas. Sin embargo, en una malla con espaciamiento uniforme, Ia magnitud dee(x), a saber Je(x)I, tiende a ser pequena en los intervalos cercanos at centro deldominio y tiende a crecer rápidamente hacia los extremos.
 El tamano del dominio de interpolación definido como
 D = XN - XO (2.3.6)
 tiene un defecto significativo en Ia magnitud y distribución de e(x). En general, elvalor máximo de e(x)I tiende a cero al decrecer D. Por otro lado, si D crece, el va-br máximo de Ie(x)I aumenta e incluso puede dominar a g(x)I, particularmentepara un orden grande N.
 Si D permanece fijo pero Nse incrementa a partir de un valor pequeno, el errormáximo tiende a decrecer hasta un cierto valor de N. A partir de ahi, el error máxi-mo puede empezar a crecer. Debemos entender que nada garantiza que las interpola-ciones g(x) convergerán a f(x) al crecer N.
 El error de la formula de interpolación de Lagrange está dado por una formulaanáloga a la ecuaciOn (2.2.2) para el caso de la interpolaciOn lineal. En el apéndice Ase describe cOmo se deduce, por lo que podemos escribir aqui sin demostraciôn:
 e(x) = f(x) - g(x) = L(x)f 1kg), x0 X (2.3.7)
 donde N + 1 es el nOmero de datos, f(N + 1) es la (N + l)-ésima derivada def(x) y
 L(x) = (x - x)(x - x) . . ( - X)(N + 1)!
 (2.3.8)
 En la ecuaciOn (2.3.7), depende de x, pero satisface x0 X. Conviene oh-servar que sif(x) es un polinomio de orden menor o igual que N, la (N + 1)-êsimaderivada de g(x) se anula. Por bo tanto, el error también se anula. Si f(x) no es deeste tipo, entonces tenemos la misma dificultad que en el caso de la ecuación (2.2.3),puesto que depende de una x que no se conoce.
 Sin embargo, para un intervalo pequeño [a, b] en el quefN + ( ) se puedaaproximar mediante una constante, Ia ecuaciOn (2.3.7) se escribe como
 e(x) L(x)f '(x) (2.3.9)
 donde x,,7 es el punto medio entre los dos extremos del intervalo [a, b]. Entonces,e(x) es aproximadamente proporcional a L(x) dada por la ecuaciOn (2.3.8). Sepuede estimar un valor aproximado def(N + 1) en el intervalo (si se dispone de un da-to más) utilizando una aproximaciOn por diferencias. Sin embargo, ci hecho deaproximarf(N + 1) ( ) mediante una conStante no es apropiado en las siguientes si-tuaciones: cuando [a, b] es un intervalo grande 0f(N + '(x) cambia de manera sus-tancial, y cuandof(N + (x) cambia de signo en la parte media del dominio.

Page 50
                        

30 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 La función L(x) tiene efectos significativos en la distribuciôn del error, de lamanera siguiente:
 En una retIcula con espaciamiento uniforme, la amplitud de oscilaciOn de L(x) esminima en el centro del rango de interpolaciôn, pero crece hacia los extremos.Esto provoca un incremento de los errores hacia los extremos.Al aumentar el tamano del rango de interpolación Ia amplitud de oscilaciôn crecerápidamente.
 La figura 2.3 muestra L(x) para la interpolación de Lagrange cuando se usanseis puntos en la malta, en un rango de 0 x 5. El máximo de L(x)I aparece enlos intervalos de extrema izquierda y de extrema derecha, mientras que el máximolocal de I L(x)I en cualquier intervalo de la reticula es más pequeño en el intervaloque se encuentra en el centro del dominio.
 Ejemplo 2.2
 Una tabla de valores para f(x) = log10 (x) es Ia siguiente:
 Figura 2.3 Distribución de L(.v)
 Si a función se aproxima mediante Ia interpolaciôn de Lagrange que se ajusta aestos datos, estime los errores en x = 1 .5, 2.5, 3.5.
 I x1 f(x1)
 0 1 0
 1 2 0.301032 3 0.477123 4 0.60206
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 (Soluciôn)
 La estimaciOn del error dada por Ia ecuaciOn (2.3.9) es
 (x - 1)(x - 2)(x - 3)(x - 4)f"(2.5)e(x)
 (4!)
 La cuarta derivada de f(x) es
 log0(x)(d4f"(x)=
 1og10(x)= log(10)dx
 -6x4log(1 0)
 Asi, se obtienen los siguientes e(x) para x = 1 .5, 2.5 y 3.5, los cuales se corn-paran con los valores exactos:
 Es bueno que coincidan las estimaciones de los errores con sus valores exactos.Las discrepancias entre las estimaciones y los valores exactos surgen de Ia apro-ximación de f"( ) mediante f"(2.5).
 31
 A menudo es necesario escribir una formula de interpolación en la forma de se-n de potencias. Por desgracia, la fOrmula de interpolaciOn de Lagrange no es ade-cuada para obtener una forma en serie de potencias, ya que es molesto desarrollar lainterpolaciOn de Lagrange en una serie de potencias. Un mejor enfoque en parti-cular cuando los puntos de La reticula tienen un espaciamiento ufliforme es el deutilizar la fOrmula de interpolación de Newton hacia adelante y transformarla a laforma de series de potencias por medio de los coeficientes de Markov (véanse las sec-ciones 2.5 y 7.3 para mayores detalles).
 RESUMEN DE ESIA SECCION
 Un polinomio de orden N ajustado a N + 1 datos es Onico.El polinomio de interpolaciOn se puede expresar en varias formas distintas, entrelas que estudiamos Ia forma de series de potencias y la fOrmula de interpolaciónde Lagrange. Ambas son matemãticamente iguales debido at teorema de unici-dad.
 Cuando las abscisas de los datos tienen un espaciamiento uniforme, la amplitudde La oscilación del error de La interpolaciOn tiende a ser más pequena en el centroo cerca de êl. La amplitud de oscilación aumenta hacia los extremos.
 x e(x) Exacto1.5 0.0026 0.00532.5 0.0015 0.00213.5 0.0026 0.0026
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 Si una función se aproxima mediante un polinomio de interpolaciôn, no haygarantIa de que dicho polinomio converja a la función exacta a! aumentar el nü-mero de datos. En general, la interpolaciôn mediante un polinomio de ordengrande debe evitarse o utilizarse con precauciones extremas.Aunque no existe un criterio para determinar el orden óptimo del polinomio deinterpolaciôn, generalmente se recomienda utilizar uno con orden relativamentebajo en un pequeño rango de x.
 2.4 INTERPOLACIONES DE NEWTON HACIA ADELANTE Y HACIA ATRASEN PUNTOS CON IGUAL SEPARACION
 En la sección anterior, estudiamos Ia formula de interpolaciOn de Lagrange y anali-zamos su error en puntos con igual separación. Esta fOrmula es adecuada tanto parapuntos con igual separaciOn, como para los que no tienen ese espaciamiento. Sin em-bargo, las desventajas de la interpolación de Lagrange son las siguientes:
 La cantidad de cálculos necesaria para una interpolaciOn es grande.La interpolaciOn para otro valor de x necesita la misma cantidad de cálculos adi-cionales, ya que no se pueden utilizar partes de la aplicaciOn previa.Cuando el nümero de datos tiene que incrementarse o decrementarse, no sepueden utilizar los resultados de los cálculos previos.La evaluaciôn del error no es fácil.
 El uso de las fOrmulas de interpolaciOn de Newton salva estas dificultades.Para escribir una interpolaciOn de Newton para un conj unto dado de datos se
 tiene que desarrollar una tabla de diferencias. Una vez hecho esto, las fOrmulas deinterpolaciOn que pasan por distintos conjuntos de datos consecutivos como 1 = 0,1, 2, 3; 1 = 3, 4, 5, 6oi = 2, 3, 4, etc.) se pueden escribir con mucha facilidad. Porlo tanto, el orden de un polinomio de interpolación se puede incrementar rápida-mente con datos adcionales. El error de la fOrmula de interpolaciOn de Newton tam-biên se puede estimar con comodidad. La interpolaciOn de Newton es mãs adecuadaque la interpolación de Lagrange para obtener otros modelos numéricos porejemplo las aproximaciones de derivada por diferencias (véase la secciOn 5.4) opara desarrollar una interpolaciOn por medio de una serie de potencias (véase la sec-
 ción 7.3).En el resto de esta sección se analizan dos versiones de la interpolaciOn de New-
 ton (hacia adelante y hacia atrás). Ambas son matemáticamente equivalentes perorepresentan expresiones distintas. Una puede ser más conveniente que la otra, de-pendiendode cómo se aplique la fOrmula. Por ejemplo, se prefiere la segunda alobtener el método predictor-corrector en la secciOn 9.4, puesto que todos los datosestán en posiciones hacia atrás. Sin embargo, a! ajustar los datos dados en una tabla,a menudo es más conveniente la interpolaciOn de Newton hacia adelante.
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 2.4.1 labIa de diferencias hacia adelante y coeficientes binomiales
 Supondremos que las abscisas de los datos tienen igual separación con un tamaño deintervalo h. Los puntos se denotarán por (x1, f,).
 Para evaluar una fOrmula de interpolación de Newton hacia adelante, son ne-cesarios una tabla de diferencias hacia adelante y los coeficientes binomiales[Gerald/Wheatley]. Por lo tanto, primero definimos las diferencias hacia adelantecomo
 L\°J =f (diferencia hacia adelante de orden cero) (2.4.1)
 AJ =j -f (diferencia hacia adelante de orden uno) (2.4.2)
 A2f = 1 - AJ (diferencia hacia adelante de orden dos) (2.4.3)
 A3f = A2f 1 - A2f (diferencia hacia adelante de orden tres) (2.4.4)
 Akf = Ak_if - Akif (diferencia hacia adelante de orden k) (2.4.5)
 Una diferencia de orden superior se puede obtener fácilmente utilizando el operadorde desplazamiento (véase el apéndice C para los detalles).
 La tabla de diferencias ilustrada en la tabla 2.2, es un medio conveniente paraevaluar las diferencias para un conjunto dado de datos. En la tabla 2.2, la primeracolumna es el indice de los datos, la segunda son las ordenadas de los datos. La ter-cer columna lista las diferencias de primer orden calculadas a partir de Ia segundacolumna. La cuarta columna muestra las diferencias de segundo orden calculadas apartir de la columna anterior, etc. Cada renglOn proporciona un conjunto de dife-rencias hacia adelante de los puntos correspondientes.
 Tabla 2.2 Tabla de diferencias
 Uno debe saber lo siguiente acerca de la tabla de diferencias: Sif1 se toma co-mof, = f(x1) (dondef(x) es un polinomio de orden digamos L, y los x, tienen igualseparación), entonces Ia columna para la diferencia de orden L se convierte en unaconstante y la siguiente columna ([L + 1]-ésima diferencia) se anula. Si esto ocurre,sabemos que los datos pertenecen a un polinomio de orden L. Sin embargo, si unacolumna de diferencias tiene uno o mãs valores anormalmente grandes, es probableque existan algunos errores humanos en el proceso de desarrollo de la tabla o en elconjunto de datos.
 i I; Af A2f A3J A4J A5j
 0 f0 Af0 A2f0 A3f0 A4f0 A5f01 f1 Af1 A2f1 A3f1 A4f12 f2 Af2 A2f2 A3f23 f3 Af A2f3
 4 f4 Af4Sf5
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 Los coeficientes binomiales están dados por
 (s\ =
 / s' 11)
 Is" 1(\3)=3,ss 1)(s-2)
 /' 1
 ()=-s(s-1)(s-2) (s-n+1)
 \fl/ n!
 donde s es una coordenada local definida por s = (x - x0)/h y h es el intervalo uni-forme de la retIcula.
 Ejemplo 2.3
 Desarrolle una tabla de diferencias hacia adelante para el conjunto de da-tos dado a continuaciOn
 (Soluciôn)
 La taba de diferencias hacia adelante es como sigue:
 Comentario: las diferencias de orden superior tienden a anularse pero quizâ noIleguen a vafer exactamente cero. A menudo Ia causa se debe a errores de re-
 dondeo en los datos. Asi, esto puede ocurrir aunque los datos pertenezcan a unpolinomio de orden bajo.
 I x f M1 t3f1 Mf A5f1
 o 0.1
 1 0.32 0.53 0.74 0.95 1.1
 6 1.3
 0.997500.977630.938470.881200.807520.719620.62009
 -0.01987-0.03916-0.05727-0.07368-0.08790-0.09953
 -0.01929-0.01811-0.01641-0.01422-0.01163
 0.001180.001700.002190.00259
 0.000520.000490.00040
 -0.00003-0.00009
 -0.00006
 I 0 1 2 3 4 5 6
 x,
 f(x1)
 0.1
 0.99750
 0.3
 0.97763
 0.5
 0.93847
 0.7
 0.88120
 0.9
 0.80752
 1.1
 0.71962
 1.3
 0.62009
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o equivalentemente
 f2+4f1-3f0(sh)2 12-211+10g(x0 + sh) = f + (sh)2h 2 h2
 (2.4.7b)
 La ecuaciOn (2.4.6) es un poLinomio de orden k ya que(s)
 es un polinomio de
 orden n, y su máximo orden es k. La ecuaciOn (2.4.6) es igual af0,f1,j'2,. enx = x0, x1,..., Xk, respectivamente, lo cual se muestra a continuación:
 s=O: g(x0)=g(x0+O)=f0
 s=1: g(x1)=g(x0+h)=f0+4f0=f1s = 2: g(x2) = g(x0 + 2h) = f + 2Af0 + A2f0 = 12 (2.4.8)
 k(k-1)s=k: g(x)=g(xØ+kh)=fØ+kAf0+2 2fo+=fk
 Los primeros m + I términos de la ecuaciOn (2.4.6) forman un polinomio deinterpolaciOn de orden m ajustado a los m + 1 puntos en x0, x1, x2,..., Xm. De lamisma forma, los primeros m + 2 términos forman un polinomio de interpolaciónde orden m + 1 ajustado a m + 2 puntos. Asi, ci orden de un polinomio de interpo-Lación se puede cambiar fácilmente modificando el nUmero de diferencias que setoman del primer renglOn de la tabla 2.2.
 Si se remplazan x0 y fo de la ecuación (2.4.6) por x2 12, respectivamente, laecuación se convierte en
 k
 g(x2 + sh) = (s)Anf2n=0
 donde s se define como s = (x - x2)/h, que es üna coordenada local. El valor s sevuelveOenx = x2, y 1,2,3,... enx = x3,x4,x5,... respectivamente. LaecuaciOn(2.4.9) eun polinomio de orden k ajustado a x2, x3,..., Xk + 2 y utiliza las diferen-cias dci tercer renglOn de la tabla 2.2; esto ilustra que, una vez desarrollada una tabla
 (2.4.9)
 Cap. 2 Interpolaciôn polinomial 35
 2.4.2 La formula de interpolaciôn de Newton hacia adelante
 La formula de interpoiación de Newton hacia adelante que pasa por k + 1 puntos,fo' f2.....fk' se escribe como
 g(x) = g(x0 + sh)i(S)
 (2.4.6)
 Por ejemplo, cuando k = 2, La ecuaciOn (2.4.6) es
 s(s - 11g(x0+sh)=f0+s(f1f0)+2 '(f2-2f1+f0) (2.4.7a)
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 de diferencias como la tabla 2.2, se pueden obtener sin problemas las formulas de in-terpolación que se ajustan a distintos conjuntos de datos.
 Ejemplo 2.4
 Obtenga los polinomios de interpolaciôn de Newton hacia adelante ajusta-dosalosdatosena)i=O,1,2,b)i0,1,2,3,4,c)i=2,3,4yd)i=4,5,6dados en Ia siguiente tabla
 (Soluciôn)
 La tabla de diferencias se desarrollO en el ejemplo 2.3.La interpolaciOn de Newton hacia adelante que pasa por los puntos I =
 0, 1, 2 se obtiene utilizando los tres valores del renglôn correspondiente a i = 0en Ia tabla de diferencias del ejemplo 2.3 y se escribe como
 s x - x4h
 Debido a la equivalencia entre las fOrmulas de interpolaciOn de Newton y lasde interpolaciOn de Lagrange el error del polinomio de interpolación de Newton de-be ser idéntico a! de la fOrmula de interpolaciOn de Lagrange. Asi, se puede escribircomo
 e(x) = f(x) - g(x) = L(x)f') X0 < <XN (2.4.10)
 b) y =
 s=
 C) y =
 d) y =
 y = 0.99750 -
 x - x0
 0.01987s -
 0.01929
 0.01929s(s - 1)
 0.00118 1)(s 2)
 2
 - 1)
 - 1)
 - 1)
 +
 s=h
 0.99750 - 0.01987s -
 0.00052
 s(s2
 - 2)(s - 3)
 0.0 1641
 s(s -6
 1)(s+24
 s(s -
 x - x0h
 0.93847 - 0.05727s -x - x2
 2s(s
 0.01163
 h
 0.80752 - 0.08790s - 2s(s
 I 0 1 2 3 4 5 6
 x,
 f(x1)
 0.1
 0.99750
 0.3
 0.97763
 0.5
 0.93847
 0.7
 0.88120
 0.9
 0.80752
 1.1
 0.71962
 1.3
 0.62009
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 dondef(x) es la funciôn exacta y g(x) es la interpolaciOn de Newton; sin embargo, laevaluación de La ecuación (2.4.10) para la interpolación de Newton es mucho más fá-cii que para la interpolaciôn de Lagrange.
 Consideremos La ecuación (2.4.6) con k = N. Si k se incrementa de N a N +1, ci término adicional es
 / s
 )+if_ssl)(s-2)(sN) AN+ ifN+1 - (N+1)!
 (x - x0)(x - x1) . . (x - xN) A 1f(N+1)!
 donde se utilizan s = (x - x0)/h y x, = x0 + nh. Se puede mostrar que el segundotérmino de la ecuación (2.4.11) es una aproximación def(N + 1), a saber
 AN+ if /hN+i f(N+(Xm)
 donde
 Xm = (x0 + XN)
 Por to tanto, La ecuaciOn (2.4.11) es aproximadamente igual al lado derecho de Iaecuación (2.4.10). Es decir, eL error está representado por el siguiente término queaparece, si et orden del polinomio se incrementa en uno con un punto adicionalXN + 1
 ,Qué podemos hacer si no disponemos del siguiente punto? En este caso, hayque verificar si se dispone de un punto adicional del otro lado, a saber, f(x - i). Siestá disponible, se puede calcular, A N + 1f1 y utilizarla como una aproximaciónde LXN+lf
 (2.4.11)
 Ejemplo 2.5
 EvalUe el error de Ia ecuación a) del ejemplo 2.4 para x = 0.2.
 (Solución)
 La ecuación a) del ejemplo 2.4 seajusta a I = 0, 1, 2. Asi, el término adi-cionat que proviene del ajuste de Ia interpolación en I = 3 es
 0.00118
 6s(s-1)(s-2)
 Por to tanto, at introducir S = (x - x0)Ih = (x 0.1)10.2 = 0.5 parax = 0.2, elerror es
 0.00118e(x)
 6s(s - 1)(s 2) = 7.4 x
 Compare esto con el error real, 4.4 X io.
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 2.4.3 Interpolación de Newton hacia atrás
 El polinonilo de interpolación de Newton hacia atrãs es otra formula de uso frecuen-te y se escribe en términos de las diferencias hacia atrás y los coeficientes binomiales.Consideramos puntos con igual separación x0, x ' x x k con un espacioconstante igual a h = x1 - x, -
 Las diferencias hacia atrás se definen como
 vol1 = (diferencia hacia atrás de orden cero)
 Vf1=f-J1 (diferencia hacia atrãs de orden uno)
 V2f1 = Vf1 - Vf1 (diferencia hacia atrãs de orden dos)
 V3f, = V2f, - V2f11 (diferencia hacia atrás de orden tres)
 = - V"'f1_1 (diferencia hacia atrás de orden k)
 Se puede desarrollar una tabla de diferencias hacia atrás, como se muestra en elejemplo 2.6.
 Ejemplo 2.6
 Elabore una tabla de diferencias hacia atrás para el mismo conjunto de da-tos dados en el ejemplo 2.4:
 (Soluciôn)
 La tabla de diferencias hacia atrás es como sigue:
 Los coeficientes binomiales que se utilizan en las interpolaciones de Newtonhacia atrás son los siguientes:
 I x1 f, Vt1 V2f1 V3f, Vhf, V5f, V6f1
 0
 1
 2
 3
 4
 5
 6
 0.1
 0.3
 0.50.7
 0.91.1
 1.3
 0.997500.977630.938470.881200.807520.71962
 0.62009
 -0.01987-0.03916-0.05727-0.07368-0.08790-0.09953
 -0.01929-0.01811-0.01641-0.01422-0.01163
 0.001180.001700.002190.00259
 0.00052
 0.000490.00040
 -0.00003-0.00009 -0.00006
 I 0 1 2 3 4 5 6
 x,
 f(x,)
 0.1
 0.99750
 0.3
 0.97763
 0.5
 0.93847
 0.7
 0.88120
 0.9
 0.80752
 1.1
 0.71962
 1.3
 0.62009
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(s+n-1\flf ksOn0 \ fl ) in,
 o en forma más explicita,
 (2.4.14)
 g(x) = g(x1 sh) = + s(f -f1) + + 1)s(f - 2f1 + 2)
 +(s+2)(s+1)s(f-31+32-3)+
 +(s+k_1)(s+k_2).(s+1)SAkfk (2.4.15)
 Cap. 2 Interpolaciôn polinomial 39
 (s1)1
 () =(s+1)1(
 1)s
 7s+2 1 -) =
 (s + 2)(s + 1)s
 s+n-1\( n / n!
 La interpolación de Newton hacia atrás ajustada a los puntos en x = x0, xx1,x = x2,... yx = x kseescribecomo
 g(x)=g(xj+sh)=(fh)Vffj, ksO (2.4.12)
 (S + n - i\donde s es una coordenada local definida por s = (x - x)/h;
 , ) es uncoeficiente binomial yVf1 es la diferencia hacia atrás.
 Una relación de equivalencia entre la diferencia hacia adelante y la diferenciahacia atrãs está dada por
 Vf = (2.4.13)
 Por lo tanto, la ecuación (2.4.12) se puede expresar en términos de las diferenciashacia adelante como
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 Ejemplo 2.7
 Determine los polinomios de interpolaciOn de Newton hacia atràs ajustadoa los tres puntos I = 3, 4, 5, en Ia tabla de valores del ejemplo 2.6.
 (Soluciôn)
 Debido a que el nUmero de puntos es 3, el orden del polinomio es 2. El p0-linomio de interpolaciOn de Newton hacia atrâs dado por Ia ecuación (2.4.1 2) es,en este caso,
 g(x)=g(x5+sh)=(s+n_1\
 n0 \)vflf
 = f5 + sVf5 + (s + 1)sV2f5, 2 s 0
 donde s = (x - x5)Ih. Utilizando los valores de 15, Vf5 y V2f5 en las tablas dediferencias del ejemplo 2.6, Ia ecuación anterior se convierte en
 g(x) = 0.71962 - 0.08790s0.01422
 (s + 1)s
 o, en forma equivalente, si se emplea s = (x - x5)/h,
 g(x) = 0.719620.08790(x5 - x) 0.00711(x5 x)(x4 - x)
 h h2
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Los coeficientes de las interpolaciones de Newton hacia adelante y hacia atrás seevalüan desarrollando una tabla de diferencias.La L-ésima columna de diferencias en la tabla ilega a ser constante y la (L + 1)-ésima columna de diferencias es nula si el conjunto de los datos pertenece a unpolinomio de orden L. Sin embargo, debido a los errores de redondeo en el con-junto de datos, La diferencia de orden (L + 1) puede no anularse exactamente.Los polinomios de interpoLación de Newton son iguales a La fOrmula de interpo-laciOn de Lagrange si se utiLiza eL mismo conjunto de datos.El error en La fOrmula de interpolaciOn de Newton se representa mediante el tér-mino adicional que resuLta de un punto extra de los datos.
 2.5 INTERPOLACION DE NEWTON EN PUNTOS CON SEPARACION NO UNIFORME
 Las fOrmulas de interpolaciOn de Newton descritas en La sección anterior se restrin-gen a puntos con igual separaciOn. Sin embargo, a menudo aparece La necesidad deescribir un polinomio de interpoLación para puntos con separación no uniforme. El
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 modelo de interpolación de Newton puede 3xtenderse a los puntos con sparación nouniforme utilizando las diferencias divididas [Isaacson/Keller; Carnahan/Luther/Wilkes]. Asi, el polinomio de interpolación de Lagrange en una reticula con espa-ciamiento no uniforme se puede expresar de manera equivalente en la forma de unpolinomio de interpolación de Newton.
 Denotemos al polinomio de interpolación de Lagrange ajustando a x0, x1,X2,...,XmCOmO
 PO,l,2m()
 ye! ajustado ax1, x2,..., x, +
 Pl,2,3m+i(X)
 El rAmero de subIndices de P, b, .....1menos uno es el orden del polinomio de inter-polación, por lo que los dos polinomios dados son de orden m. Entonces, es obvioque el polinomio ajustado a x0, x1,..., x, + está dado por
 PO,l,2m+i(X)(x - x0)P12m+i(X) + (Xm+i - x)P0,1,2
 Xm+i XO
 ,m(X)(2.5.1)
 Si la ecuación (2.5.1) se desarro!la en una serie de potencias, el coeficiente deltérmino de mayor orden se llama coeficiente principal. El coeficiente principal de1a, b, ..... utilizando los mismos subIndices. Al aplicar esta regla, el coeficiente do-minante de Po, 1,2.....m + 1 es,!'0, 1,2.....m + . De manera similar, los coeficientes domi-nantes de Po, 1,2.....,y P1, 2....., + son, respectivamente,f0 1,2,
 . , m Yfi, 2.....in + 1Mediante la inspección de !a ecuaciOn (2.5.1), su coeficiente dominante para el ladoizquierdo se relaciona con los de los dos polinomios de interpolación del lado de-recho mediante
 _fl,2.....m+1f0,1,2.....mfO,1,2.....m+1
 Xm+i Xo
 La eduación (2.5.2) es una "diferencia dividida" de orden m + 1, ya que estádada por Ia diferencia de los coeficientes dominantes de orden m dividida entre ladistancia de los puntos más exteriores. Por medio de la ecuación (2.5.2), se puedencalcular en forma recursiva los coeficientes dominantes a partir de una tabla devalores como se muestra de manera simbólica en la tabla 2.3.
 For medio de la diferencia, se puede obtener un polinomio de interpolación,por ejemplo, 'a, b, c.....d como
 'a,b,c.....(x) = fa + fa,b(X Xa) + fa,b,c("C Xa)(X - xb) +'
 + fa,b,c.....(x - Xa)(X - xb)(x - x) (x - ) (2.5.3)
 El error. de la interpolaciOn se evalüa de la misma forma que la interpolaciOn deNewtqn en una ma!!a igua!mente espaciada. En rea!idad, el error de la ecuación
 (2.5.2)
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 Tabla 2.3 Tabla de diferencias divididas
 X fo
 xl fl f, 2
 Ejemplo 2.8
 a) Elabore una tabla de diferencias divididas para los siguientes datos:
 11,2-10,1 11.2 m+lfO,1,10,1 = 10,1,2 = 10,1,2.....m+1 =xl - xO x2 - x0 x,n+1 - xO
 12-flx2 - x1
 13-1212,3- x3 - x2
 fm+i fmfm.m+i
 Xm+i Xm
 12,3 - 11,211,2,3 - x3 - x1
 13,4 - 12,312,3,4 - x4 - x2
 (2.5.3) es aproximadamente igual al término que se añadirIa a la ecuación (2.5.3) Si
 Ia interpolaciôn se extendiera para ajuStarse a otro punto más, j + 1; es decir, elerror es
 e(x) fa,b,c..... - - Xb)(X - x) . (x - x)
 Escriba Ia fOrmula de interpolaciOn utilizando Ia tabla de diferencias divi-didas ajustada a los puntos: 1) i = 0 hasta 6 y 2) I = 2 hasta 4.
 Obtenga una estimaciOn del error de las interpolaciones.EvalUe los polinomios de interpolaciOn en x = 0.3 y x = 0.55.Estime los errores de Ia interpolaciOn para los dos valores del inciso d) y
 compárelos con los valores exactos de los errores. (Los valores exactos sonf(0.3) = 0.97763 y f(0.55) = 0.92579, respectivamente.)
 (Soluciôn)
 En primer término, Ia tabla de diferencias divididas se elabora.
 I x l,i+l 1+2 1+3 1+4 +5 I.....1+6
 0
 1
 2
 3
 4
 5
 6
 0.1
 0.2
 0.40.7
 1.0
 1.2
 1.3
 0.997500.990020.960400.881200.765200.671130.62009
 -0.07480-0.14810-0.26400-0.38667-0.47035-0.51040
 -0.24433-0.23180-0.20445-0.16736-0.13350
 0.020880.034180.046360.05643
 0.014780.012180.01119
 -0.00236-0.00090
 0.00122
 I x1 f1
 0 0.1 0.99750
 1 0.2 0.990022 0.4 0.96040
 3 0.7 0.88120
 4 1.0 0.76520
 5 1.2 0.67113
 6 1.3 0.62009
 x2 12
 Xm frn
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 El polinomio ajustado de / = 0 hasta 5 es entonces
 Los resultados calculados se resumen abajo:
 Los errores mostrados antes requieren cierto examen. Los valores exactos def(0.3) y 1(0.55) se dan sOlo hasta Ia quinta cifra decimal, por lo que están sujetosa errores de redondeo de a 10 mOs ± 5.0 E - 6. For 10 tanto, los valores exactosque se muestran abajo no tienen significado, excepto para ilustrar el efecto delerror de redondeo de una resta. For otro ado, los valores estimados son meno-res que estos valores. Asi, concluimos que los resultados de Ia interpolaciOn sonexactos dentro de los errores de redondeo.
 El polinomio ajustado de / = 2 hasta 4 es
 P12 34(x) = 0.96040 - 0.26400(x - 0.4) - 0.20445(x - 0.4)(x - 0.7)
 El error estimado de esta interpolaciOn es aproximadamente
 e(x) = 0.04636(x - 0.4)(x - 0.7)(x - 1)
 Los valores calculados se resumen abajo:
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 La formula de interpolaciOn de Newton con diferencias divididas es una Va-riación de Ia interpolaciôn de Newton hacia adelante para puntos con igual sepa-ración.Se puede aplicar a puntos que tienen igual o distinta separación.El error de la formula de interpolación se representa mediante el término adi-cional que proviene de un punto mãs de los datos.
 2.6 INTERPOLACION CON RAICES DE CHEBYSHEV
 Como se mencionO en Ia secciOn anterior, Ia interpolaciOn polinomial que utilizapuntos con igual separaciOn -ya sea que se exprese mediante la fOrmula de interpo-
 P01.... Error (estimado) Error (exacto)
 Error (estimado) Error (exacto)
 Los errores estimados coinciden con los errores exactos.
 P01 5(x) = 0.99750 - 0.07480(x - 0.1) - 0.24433(x - 0.1)(x - 0.2)
 + 0.02088(x - 0.1)(x - 0.2)(x - 0.4)
 + 0.01478(x - 0.1)(x - 0.2)(x - 0.4)(x - 0.7)
 - 0.00236(x - 0.1)(x - 0.2)(x - 0.4)(x - 0.7)(x - 1)
 Una estimaciOn del error de esta interpolaciOn es
 e(x) = 0.00122(x - 0.1)(x - 0.2)(x - 0.4)(x - 0.7)(x - 1)(x - 1.2)
 x = 0.3 0.97762 6.17E - 7 5.2E - 6x = 0.55 0.92580 -1.26E -7 -5.2E - 6
 x = 0.3 0.97862 -0.00130 -0.00099x = 0.55 0.92540 0.00047 0.00039
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 lación de Lagrange o a travês de un polinomio de interpolaciôn de Newton es másprecisa en el rango medio del dominio de interpolación, aunque ci error de la inter-polación crece hacia los extremos. Esto se atribuye al comportamiento de L(x) en laecuación (2.3.7).
 El esquema descrito en esta sección determina los puntos mediante un polinomiode Chebyshev [Carnahan/et al.; Abramowitz/Stegun]. La separación determinadapor un polinomio de Chebyshev es mayor en el centro del dominio de interpolaciOn ydecrece hacia los extremos. Como resultado, los errores se distribuyen de una formamás regular en todo el dominio y sus magnitudes son menores que en el caso de lospuntos separados de manera uniforme. La interpolación con los puntos de Cheby-shev se usa ampliamente en las subrutinas matemãticas al igual que en los cálculosnuméricos generales.
 Los polinomios de Chebyshev se pueden expresar de dos formas distintas peroequivalentes: una utiliza funciones coseno y la otra series de potencias. En la prime-ra expresión, el polinomio de Chebyshev normalizado de orden K se define como
 TK(x) = cos (K cos '(x)), - 1 x 1 (2.6.1)
 Los polinomios de Chebyshev en Ia serie de potencias están dados por
 T0(x) = 1
 T1(x) = x
 T2(x) = 2x2 - 1
 T3(x) = 4x3 - 3x (2.6.2)
 T4(x) = 8x4 - 8x2 + 1
 T5(x) = 16x5 - 20x3 + 5x
 T6(x) = 32x6 - 48x4 + 18x2 - 1
 Los polinomios de Chebyshev de cualquier orden superior en la serie de potencias sepueden generar utilizando la relación recursiva,
 T(x) = 2xT_1(x) - T_2(x) (2.6.3)
 La forma de coseno de los polinomios de Chebyshev en Ia ecuación (2.6. 1) in-dican que el minimo y máximo local en - I x 1 son - 1 y 1, respectivamente.Conviene observar también que todos los polinomios de Chebyshev valen 1 en x =y + 1 o - 1 en x = - 1, como se ilustra en la figura 2.4. Puesto que la función cose-no se anula en ± ir/2, ± 3 ir/2,..., las raices de un polinomio de Chebyshev de or-den K satisfacen
 Kcos_1(x)=(K+_n), n=1,2,...,K (2.6.4)
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 0
 1
 P0 (x)
 P6 (x)
 P2 (x)
 1 0
 - A A
 (2.6.5)
 (2.6.6)
 1 0 1 1 1 1 0Figura 2.4 Polinomios de Chebyshev
 0, más expilcitamente,
 (K+l/2n \XC0SK
 7t,) n=1,2.....K
 Si K = 3, por ejernplo, x,, para n = 1, 2 y 3 son - 0.86602,0, + 0.86602, respectiva-ment e.
 Si el rango de interpolaciOn es [ 1, 1], las K raIces x,, 1 1, 2.....K, sepueden utilizar como las abscisas de los puntos en Ia interpolación de Lagrange, envez de utilizar puntos con igual separación. Sin embargo, hay que observar que lanumeración de los puntos al obtener los puntos de Chebyshev y la de Ia formula deinterpolaciOn de Lagrange de la ecuaciOn (2.3.3) son distintas. Si se utilizan los trespuntos de Chebyshev de K 3 como se mostrO en el párrafo anterior, el orden de lafOrmula de interpolaciôn de Lagrange es N = 2 ylos puntosx1en la ecuaciOn(2.3.3)son x0 = 0.86602, x1 = 0 y x2 = + 0.086602. Las ordenadas de los extremos asaber, en x = - 1 y x + 1 - no se utilizan. For lo tanto, la fOrmula de interpola-ciOn de Lagrange se utilizará como "extrapolaciOn" en [- 1, - 0.86602], al igualque en [+0.86602, +11.
 La interpolaciôn polinomial de Chebyshev se puede aplicar en cualquier rangodistinto de [-1, 1], si se transforma a [- 1, 1] sobre el rango de interés. Si escribi-mos el rango de interpolaciOn como [a, b], Ia transformaciOn está dada por
 2z - a - bx= ba
 1 0 1 1
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 o, en forma equivalente,
 (b - a)x + a + b2
 donde
 1x1 y azb.por lo tanto, a! sustituir los puntos de Chebyshev x, en [-1, 1] dados por Laecuación (2.6.5) en La ecuación (2.6.7), los puntos de Chebyshev z,1 en [a, b] son
 K+n \- a) cos
 K )+ a + b] n = 1,2,. . . , K (2.6.8)
 El error de una interpolación que utiliza raices de Chebyshev también está da-do por La ecuación (2.3.7). Sin embargo, el comportamiento de L(x), es diferente delque se obtiene con Los puntos separados uniformemente. En reaLidad, el propio L(x)es un poLinomio de Chebyshev ya que pasa por las ralces del polinomio de Cheby-shev. En consecuencia, el error de La interpolación con Las ralces de Chebyshev estádistribuido de manera más uniforme que con los puntos con igual separación. Sinembargo, La distribución real del error e(x) se desvIa del poLinomio de Chebyshev, yaque depende de x.
 (2.6.7)
 Ejemplo 2.9
 Obtenga los tres puntos de Chebyshev en 2 z 4.Por medio de los tres puntos de Chebyshev, escriba a formula de inter-
 polaciOn ajustada a ln(z).
 (Soluciôn)
 a) Al sustituir a = 2, b = 4 y K = 3 en Ia ecuaciOn (2.6.8) y hacer n = 1,2, 3, se encuentran los puntos de Chebyshev como
 z1 = 2.13397
 z2 = 3
 z3 = 3.86602
 b) Ahora hacemos una tabla de valores con los puntos de Chebyshevcomo sigue: = In (z)
 2.13397 0.757984
 3 1.098612
 3.86602 1.352226
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 La formula de interpolaciOn de Lagrange ajustada al conjunto de datos es
 (z - 3)(z - 3.86602)g(z) = (0.757984)
 (2.13397 - 3) (2.13397 - 3.86602)
 (z - 2.13397)(z - 3.86602)+
 (3 - 2.13397) (3 - 3.86602)(1.098612)
 (z - 2.13397)(z - 3)+
 (3.86602 - 2.13397)(3.86602 - 3)(1.352226)
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Los puntos de Chebyshev son ralces de un polinomio de Chebyshev.Un polinomio de Chebyshev de orden K proporciona K puntos de Chebyshev. LafOrmula de interpolaciOn de Lagrange que utiliza K puntos de Chebyshev es unpolinomio de orden K - 1.La funciôn L(x) que representa el error dado por La ecuación (2.3.9) se convierteentonces en un polinomio de Chebyshev de orden K.Al utilizar puntos de Chebyshev en La interpolaciOn de Lagrange, el error sedistribuye de manera más uniforme que con los puntos de igual separaciOn.
 2.7 POLINOMIOS DE INTERPOLACION DE HERMITE
 Los esquemas de interpolaciOn polinomial examinados anteriormente en estecapItulo no utilizan la información de la derivada de La propia función ajustada. Sinembargo, un polinomio se puede ajustar no sOlo a los valores de la funciOn sino tam-bién a las derivadas de los puntos. Los polinomios ajustados a los valores de lafunción y su derivada se Ilaman po/inornios de interpolaciOn de Herinite o polino-inios osculatrices [Isaacson/KeIler].
 Supóngase que se conocen los puntos x0, x1.....XN, y los valores de Ia fun-ciOn y de todas sus derivadas hasta de orden p Cf , . . . f,(P), i = 0, 1,..., N). ElnUmero total de datos es K = (p + 1) (N + 1). Un polinomio de orden K - 1, asaber,
 g(x)=
 ax (2.7.1)
 se puede ajustar a los K datos, donde a1 es un coeficienle. Al igualar la ecuación(2.7.1) con los datos, obtenemos un conjunto de K = (p + 1) (N + 1) ecuaciones
 g(x)=J i=O,1.....Ng'(x1) = f I = 0, 1,. . . , N
 = f(P) i = 0, 1.....N
 (2.7.2)
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 Los coeficientes se pueden determinar resolviendo la ecuación (2.7.2) en forma exac-ta si K es pequeno.
 Una expresión alternativa, análoga a la formula de interpolaciOn de Lagrange,se puede escribir como
 N N N
 g(x) = 1(x)f, + f3.(x)f +" + O(x)f (2.7.3)i=0 i=0 1=0
 Aqui,
 = oi,j (2.7.4)
 y todas las derivadas de cx1(x) se anulan para cada x = x,; ,(x) y todas sus deriva-das se anulan para cada x = x excepto
 J1(x)] = (2.7.5)[dx
 De manera semejante, 0 ,(x) y todas sus derivadas se anulan para cada x = x cx-cepto
 [dPx)1dx"0' Jx=x,,
 En realidad, la ecuaciôn (2.7.3) es una extensiOn de la fOrmula de interpolaciOn deLagrange Se reduce a la interpolación de Lagrange si no se ajusta a la derivada.
 Ejemplo 2.10
 Suponga que una tabla de valores contiene los valores de Ia funciOn y suprimera derivada. Para cada intervalo, obtenga un polinomio que se ajuste a losvalores de Ia función y las primeras derivadas en los extremos de ese intervalo.
 (Solucion)
 Para cada intervalo, el nümero total de datos es cuatro, por 10 que el ordendel polinomio es tres. El polinomio se llama polinomio cUbico de Hermite.
 Consideremos un intervalo entre x - 1 y x,, como se muestra en Ia figuraE2. 10. El polinomlo cübico que se ajusta a f - 1' - 1' y f, se escribe como
 y(t) = a + bt + Cf2 + et3 (A)
 donde se utiliza una coordenada local t = x - x, - .Al ajustar Ia ecuación (A) a
 los datos dados se obtiene
 (2.7.6)
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 fl_if'i_1
 h
 I Figura E2.1O Un intervalo para Ia
 1x interpolaciôn de Hermite
 que da
 f1_1 =a (B)
 = b (C)
 = a + bh + ch2 + eh3 (0)
 = b + 2ch + 3eh2 (E)
 donde h = x - x, - 1 Al sustituir as ecuaciones (B) y (C) en las ecuaciones (D) y(E) y resolverlas en términos de c y e, se obtiene
 3(f - -) - (f + 2f_1)h(F)
 e2(f, - f1) + (f; + f_1)h
 h3
 Asi, el polinomio cObico de interpolaciOn de Hermite es
 y(t) = f + f1t + [3( - f) - (f + 2f1)h]()
 + [-2(f1 - f1) + ( + f1)hJ() (G)
 La ecuaciôn (G) se puede expresar de manera equivalente como
 y(t) = 1_1f1..1 + x,f, + fl,_1f_1 + fl1f (H)
 donde
 i-1 = 3(1 - s)2 - 2(1 -= 3s2 - 2s3= h[(1 - s)2 - (1 - s)] (I)
 f3 = h[s - s3}
 donde
 t xx._1S=_=h h
 Se puede mostrar fácilmente que x 1(x) vale uno para x = x pero vale cero parax = x1 - 1 y su primera derivada se anula tanto en x1 - 1' su primera derivada valeuno en x = x, pero vale cero en x x -
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 RESUMEN DE ESTA SECCIÔN
 Una interpolación polinomial que se ajusta tanto a los valores de La funciôn co-mo a Las derivadas, se llama interpolación de Hermite.Se aplica una interpolación cübica de Hermite en un intervalo en el que se especi-fican Los vaLores de Ia función y los de La primera derivada en cada extremo. Sitodo el dominio se divide en intervalos y el esquema se apLica a cada intervaLo, elesquema global de interpolaciOn se llama interpolaciOn cábica de Hermite porpartes.
 El valor de La funciôn y La primera derivada en la interpolación cübica de Hermi-te es continuo en el dominio de los enteros.
 2.8 INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES
 Los esquemas de interpolaciôn en dos dimensiones se pueden cLasificar en dos tipos. ELprimero utiliza dos veces la interpolación en dimension uno y se llama doble interpo-
 Iación. EL segundo emplea polinomios de interpolaciOn por partes en dos dimen-siones. EL primer tipo es adecuado para interpolar una tabla de valores de funcionesen puntos con iguaL separaciOn. El segundo se usa en Los métodos de elemento finito[Becker/Carey/Odenj.
 Para expLicar el primer tipo, supongamos que se conocen Los vaLores de La fun-ciOnf(x, y) en una malla rectangular de (x, y); a saber, (x,, Yk). Denotamos el valoren el punto (x,, y) como .1,,, = f(x,, y). La doble interpolaciOn se lleva a cabo endos etapas, en las que se utiLiza una interpolaciOn en dimension uno. Suponga quehay que estimar el valor de Ia funciOn en un punto Localizado en el rectángulo definidox, x xyy y y,, como Lo muestra La figura 2.5. Para simplificar LaexplicaciOn, supongamos que se utiliza Ia interpolaciOn lineal en ambas etapas. Laprimera consiste en interpolar La tabla en La direcciOn de y y encontrar los valores enE y F, respectivamente, como
 I IJE - ii- 1,j- 1 + ii- 1,jyjyj-1 yjyj-1
 (x y)S
 S
 fE
 yjy yyj-1IF - Ji,j- 1 + Ji,jyjyj-1 yjyj-1
 Yj +1
 Figura 2.5 Interpolación bilineal en un dominiode dos dimensiones
 (2.8.1)
 i 1 xi X
 yj
 1
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 La segunda etapa es interpolar CntrefE YfF, mediante interpolación lineal, como
 x--- x x - x._1g(x,y)= fE+xixi_1 xx_1Podemos combinar los dos pasos en una ecuaciOn y escribir
 g(x, y) = [(xi - x)(y - y)J1-1 + (x - x)(y -+(xx1_1)(yy)f,_1 +(xx1_1)(yy_1)f,]/[(xe - x_1)(y - (2.8.3)
 Se puede intercambiar el orden de las etapas de interpolación lineal. A saber, prime-ro se hallanfG YJH mediante la interpolaciôn lineal en Ia direcciOn de x y después seaplica una interpolaciOn lineal en la dirección de y para calcular g(x, y). El cambiono afecta el resultado.
 Véase el apéndice H para analizar otra interpolaciôn en dimension dos ilamadainterpolaciOn transfinita.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 La interpolación en dos dimensiones se puede llevar a cabo de dos formas. En elprimer enfoque, se aplica dos veces la interpolaciOn en dimensiOn uno. En el se-gundo, se puede ajustar de manera directa un polinomio en dos dimensiones a losvalores de la funciOn.
 En esta secciOn, se ilustra el primer enfoque por medio de la interpolación lineal.Este tipo de interpolaciOn se puede remplazar por cualquier otra interpolaciôn dedimension uno.
 2.9 EXTRAPOLACIONES
 La extrapolaciôn polinomial es exactamente igual a la interpolaciOn polinomial, ex-cepto que el polinomio ajustado se utiliza fuera de los dos puntos extremos de losdatos.
 En el dominio donde no se conoce la funciOn, pero se cree que está bien repre-sentada, se utiliza Ia extrapolaciOn extendiendo el uso de una fOrmula de interpola-ciOn
 Al utilizar una extrapolaciOn, hay que decidir el orden del polinomio a utilizary qué tanto se ext enderá Ia ext rapolaciOn. La extrapolaciOn funciona de manera mãsconfiable si un análisis teórico de la funciOn por extrapolar indica un orden particu-lar a emplear.
 En general, el error de ext rapolaciôn crece al alejarse el punto de interés de lospuntos dados. Si se utiliza una interpolación de orden superior para Ia extrapolaciOnsin tener una base teOrica, los errores pueden crecer rápidamente al aumentar el or-den del polinomio. En el apéndice A se describe el anãlisis de los errores de extrapo-laciOn.
 fF (2.8.2)
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 En varias partes de este libro se pueden ver aplicaciones de La extrapolación;por ejemplo, véase La fOrmula de integraciôn abierta de Newton-Cotes (secciôn 4.5),eL método de integraciOn de Romberg (secciOn 4.2), eL método predictor-corrector(secciôn 9.4) y los parâmetros de aceleración iterativa (secciOn 12.5). Para un mayoranálisis, véase Stoer y BurLish.
 PROGRAMAS
 PROGRAMA 2-1 Interpolaciôn de Lagrange
 Explicaciones
 Este programa interpola una tabla de valores de funciones mediante una fOrmula deinterpolaciOn de Lagrange. El usuario define La tabla de valores en los enunciados delos datos. Después de ejecutar Ia definiciôn, La computadora pide el valor de x paraeL que se evaLuará La formula de interpolaciOn.
 Aunque eL programa está diseñado para Ia interpolaciOn, se puede utilizar tam-bién para La extrapolación. Sin embargo, en este caso se imprime un mensaje "Xestá en el rango de extrapolaciOn".
 Variables
 K: nümero de datosF(I), X(I): datos dados
 YRES: valor numérico de la interpolaciOn para un valor dado de xXA: valor de x para el cual hay que evaluar la fOrmula de interpolaciOn
 Listado
 C CSL/F2 -1 . FOR INTERPOLACION DE LAGRANGEDIMENSION F(O:10),X(O:10)
 C N ES EL ORDEN DEL POLINOMIO DE INTERPOLACIONDATA N /3/DATA (X(I),I=O,3) / 1., 2., 3., 4.!DATA (F(I),IO,3) I .671, .620, .567, .512 /PRINT *PRINT *, CSL/P2 -1 INTERPOLACION DE LAGRMGE'PRINT *PRINT * 'TABLA DE VALORES UTILIZADOS'PRINT *PRINT *, ' I x(I) F(I)DO 37 I=0,N
 PRINT *, I,X(I),F(I)37 CONTINUE
 PRINT *,45 PRINT *, 'DARX V
 READ *XAIF (XA.LT.X(0). OR . XA.GT.X(N)) PRINT *,
 ADVERTENCIA: X ESTA EN EL RANGO DE EXTRAPOLACION'YRES =0
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 DO I=0,NZ=1 .0DO J=0,N
 IF (I.NE.J) z=z*(xA-x(J))/(x(I) -X(J))END DOYRES =WYRES + ZF(I)
 END DOPRINT 200,XA,YRES
 200 FORMAT(' RESULTADODELAINTERPOLACION: G(',1PEI2.5,') ',1PE12.5)PRINT *PRINT*,' OPRIMA 1 PARA CONTINUAR, 00 PARA TERMINAR
 *,KIF(K.EQ.1) GOTO 45PRINT*END
 0) Ejemplo de salida
 CSL/F2 -1 INTERPOLACION DE LAGRANGE
 TABLA DE VALORES tJTILIZADOS
 DARX ?3.66RESULTADODELAINTERpOLACION: G( 3.66000E+00) = 5.30924E-01.
 DAR X?4.5
 ADVERTENCIA: X ESTA EN EL RANGO DE EXTRAPOLACIONRESULTADODELAINTERPOLACION: G( 4.50000E+00) = 4.83750E-01
 DAR X?0.1
 ADVERTENCIA: X ESTA EN EL RANGO DR EXTRAPOLACIONRESULTADO DE LA INTERPOLACION: G( 1. 00000E- 01) = 7.1519 OE-01
 PROGRAMA 2-2 labIa de diferencias hacia adelante
 Explicaciones
 Este programa genera la tabla de diferencias hacia adelante para una tabla de unafunciOn dada, definida en Ia instrucción DATA.
 Variables
 x0: valor inicial de los puntos de La mallah: tamaño del intervalo, Ii = x1 + - x,.
 I x(I) F(I)0 1.000000 0.67100001 2.000000 0.62000002 3.000000 0.56700003 4.000000 0.5120000
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 Listado
 C CSL/F2 -2 . FOR TABLA DE DIFERENCIAS HACIA ADELANTE CON PUNTOSC DE LA MALLA ESPACIADOS UNIFORMEMENTE
 DIMENSION F(0:10,0:10), X(0:10)15 PRINT *20 PRINT *, 'CSL/F2 -2 TABLA DE DIFERENCIAS HACIA ADELANTE (FORTRAN)C ! NI es el orden m&ximo; NI + 1 es el nümero de datos
 DATA NI/6/DATA (X(I),I=0,6) /1,3,5,7,9,11,13 /DATA (F(I,0),I=0,6)/1.0, 0.5, 0.3333333, 0.25, 0.2, 0.1666666,
 1 0.14285714/DO K1,NI
 J=NI - K
 DO 1= 0,JF(I,K)= F(I+1,K-1) -F(I,K-1)
 END DOEND DOPRINT *PRINT *, X (I) F (I) lEE. ORDEN, 2DO. ORDEN.
 DO 1=0, NIJ=NI - I
 PRINT 440,I,X(I), (F(I,K),K=0,J)PRINT *
 END DO400 PRINT *440 FORMAT (1x,I2,8F9.5)
 END
 Ejemplo de salida
 CSL/F2 -2 TABLA DE DIFERENCIAS HACIA ADELANTE (FORTRAN)
 DIFERENCIAS DE ORDEN N
 PROGRAMA 2-3 Tabla de diferencias divididas
 A) Explicaciones
 Este programa desarrolla una tabla de diferencias divididas. Todos los datos deentrada están definidos en las instrucciones DATA.
 Antes de ejecutar el programa, el usuario debe definir la tabla de valores en lasinstiucciones DATA. Los valores muestra de las instrucciones DATA en el progra-
 I x(I)0 1.000001 3.000002 5.000003 7.000004 9.000005 11.000006 13.00000
 F(I)1.000000.500000.333330.250000.200000.166670.14286
 N=1-0.50000-0.16667-0.08333-0.05000-0.03333-0.02381
 2
 0.333330.083330.033330.016670.00952
 3-0.25000-0.05000-0.01667-0.00714
 40.200000.033330.00952
 5-0.16667-0.02381
 0.1426
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 ma listado a continuación son del ejemplo 2.8. Las diferencias divididas se calculanen dos ciclos, uno para K y otro para I.
 B) Variables
 NI: nümero de puntos dados en la tabla de valoresnümero mãximo de diferencias para cada korden de una diferencia
 K(I): valores x de los puntosF(K, I): diferencia dividida de orden k: F(O, I) es el valor de la funciôn para el punto I.
 C) Listado
 C CSL/F2 -3. FOR TABLA DE DIFERENCIAS DIVIDIDAS CONC PUNTOS DE LA MALLA SEPARADOS DE MANERA NO UNIFORME
 DIMENSION F(0:10,0:10), X(0:10)PRINT *PRINT *, 'CSL/F2 -3 TABLA DE DIFERENCIAS DIVIDIDAS'DATA NI/6/DATA (x(I), I=0,6)/0.1, 0.2, 0.4, 0.7, 1.0, 1.2, 1.3/DATA (F(I,O),I=O,6)/.99750, .99002, .96040, .88120, .76520
 , .67113, .62009/DO K=1,NI
 J=NI - KDO 1= 0,J
 F(I,K)=(F(I1,K-1) -F(I,K-1) ) / (x(I+K) -x (I))END DO
 END DOPRINT *PRINT ', ' I X(I) F(I) F(I,I+1) F(I,I+2),DO 1=0, NI
 J=NI - I
 PRINT44O,I,X(I), (F(I,K),K=0,J)END DO
 PRINT *440 FORMAT (1X,I2,8F9.5)
 END
 D) Ejemplo de salida
 CSL/F2 -3
 I x(I)0 0.100001 0.200002 0.400003 0.700004 1.000005 1.200006 1.30000
 TABLA DE DIFERENCIAS DIVIDIDAS
 F(I) F(I,I+1), F(I,I+2),0.99750 -0.07480 -0.244330.99002 -0.14810 -0.231800.96040 -0.26400 -0.204440.88120 -0.38667 -0.167370.76520 -0.47035 -0.133500.67113 -0.510400.62009
 0.020890.034190.046350.05644
 0.014790.012150.01122
 -0.00239-0.00085
 0.00128
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 PROBLEMAS
 2.1) Se tienen las siguientes parejas muestradas de y = cos(x):
 x = 0,x = 0.1,
 x = 0,x = 0.2,
 x=0,x = 0.5,
 y= 1y = 0.99500
 y= 1y = 0.98007
 y= 1y = 0.87758
 Aproxime el valor de v en el punto medio mediante interpolaciôn y estime el error utilizando Laecuación (2.2.2). Compare el error estimado con el valor exacto del error evaluado al compa-rar con cos(x).
 2.2) Si un conjunto de datos es (f, x,), i = 1, 2.....N, se puede ajustar la interpolaciônlineal a cada pareja de datos consecutivos; a saber, (ft, x,) ' (f + ). La interpolaciôn lineal sepuede escribir para cada intervalo de datos. Sin embargo, las formulas de interpolaciOn sepueden expresar mediante una ünica ecuaciOn.
 a) Muestre que Las fOrmulas de interpolaciOn lineal por partes para el rango [x0, XN] sepueden expresar de manera compacta como
 g(x) = J(x)
 donde n,(x) está definida como-
 = parax1_1 x xxi - x_ix.+1 - x
 = paraxxx+1xi+1 - x= 0 de otro modo
 (a)
 b) Grafique n(x) y su derivada.2.3) a) Escriba La fOrmula de interpolaciôn de Lagrange ajustada a los puntos i = 2, 3 y
 4 dados en La siguiente tabla:
 b) Si La tercera derivada de La funciOn en i = 3 es f" = - 0.26, estime el error de La in-terpolaciOn de Lagrange obtenido en el inciso a) en x = 0.6.
 2.4) Una interpolaciOn de Lagrange de orden N (con N + 1 puntos) para una funciOnf(x) es exacta, sif(x) es un polinomio de orden menor o igual que N. Explique Ia razOn de estoen dos formas distintas.
 i x1 f(x1)
 1 0 0.91622 0.25 0.81093 0.5 0.6931
 4 0.75 0.55965 1.0 0.4055
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 2.5) a) Escriba Ia interpolación de Lagrange que pasa por los siguientes puntos:
 Si sabe que f"(0.6) - 1.822, estime el error en .v = 0.2, 0.6 y 1.0 utilizando Iaecuación (2.3.9) con = .v,,,. (En el caso en quef'" no se conoce, se puede calcular unaaproximaciOn para f" mediante una aproximaciOn por diferencias, siempre y cuando se dis-ponga de un punto más en Ia tabla de valores.)
 EvaIte el valor exacto de Ia formula de interpolaciOn en x 0.2, 0.6 y 1.0 mediantee(x) = f(x) - g(x) = exp (.v) - g(x).
 2.6) Ajuste x sen (x) en [0, it /2] con el polinomio de interpolaciôn de Lagrange deorden 4 utilizando puntos con igual separaciOn. Calcule el error de cada interpolaciôn encada incremento de it /16 y grafique.
 2.7) a) Escriba un programa para evaluar Ia interpolaciôn de Lagrange para cos (x)en [0, 2] con seis puntos de Ia malla que tengan igual separaciOn y h = 0.4. b) Calcule el errordel polinomio de interpolaciOn para cada incremento de 0. 1 de x. Grafique Ia distribuciOn delerror.
 2.8) ajuste sen (x) en [0, 2 it J con el polinomio de interpolación de Lagrange de orden 4y 8, utilizando puntos con igual separación (5 y 9 puntos, respectivamente). Grafique los poli-nomios de interpolaciOn junto con sen (x) y las distribuciones de los errores.
 2.9) a) Desarrolle una interpolación de Lagrange para log(x) en 1 x 2 utilizandocuatro puntos con igual separación. b) Estime el error de la aproximaciOn, utilizando Iaecuación (2.3.9) en x = 1, 1.2, 1.3.....1.9 y 2.0. c) Calcule el error exacto usando e(x)log(x) - g(x).
 2.10) Aproxime
 1+x- I + 2x + 3x2
 en [0, 5] mecliante Ia interpolación de Lagrange de orden 4 y evalOe el error exacto mediantee(x) = - g(x). Trabaje efectuando los pasos siguientes: a) determine los puntos, b) escribaIa interpolaciOn de Lagrange, e) calcule el error para cada incremento de 0.2 en x y d) grafiqueIa distribución del error.
 2.11) Si se ajusta un polinomio de interpolaciOn de Lagrange a cuatro datos en x = 1,2, 3 y 4, aparecen los siguientes polinomios ciibicos en Ia formula de interpolación:
 (x - 2)(x - 3)(x - 4)(1 2)(1 3)(1 4)(x - 1)(x - 3)(x 4)
 1)(2-3)(2-4)(x 1)(x-2)(x--4)
 1)(3-2)(3-4)(x 1)(x-2)(x-3)
 1)(4-2)(4-3)
 Grafique las cuatro funciones anteriores y analice las implicaciones de Ia forma de cada una.
 x 0 0.4 0.8 1.
 f 1.0 1.49182 2.22554 3.32011
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 2.12) La formula de interpolación de Lagrange se puede escribir en forma compacta como
 g(x) = j(x)
 donde p1(x) es una funciôn de forma definida por
 = 11-
 j=O X -jiBosqueje La forma cle Ia función.
 2.13) Deduzca el polinomio de interpolaciôn de Newton hacia adelante ajustado a los si-guientes puntos del ejemplo 2.4:
 Estime también el error de las interpolaciones anteriores en x = 0.75, utilizando el métodomostrado en el ejemplo 2.5.
 2.14) Demuestre analiticamente que A - = 0.
 2.15) Sif(x) es un polinomio de orden menor o igual que N, una interpolaciOn de New-ton hacia adelante de orden N será exactamente igual a 1(x), sin que importe el tamano h del
 intervalo. Explique por qué.2.16) Deduzca el polinomio de interpolaciOn de Newton hacia adelante que pasa por los
 puntos i = 2, 3, 4 dados en Ia siguiente tabla:
 2.17) La siguiente tabla de valores se muestreO del polinomio:
 y = 2x3 + 3x + 1
 x y
 a) Elabore una tabla de diferencias hacia adelante y muestre que Ia diferencia de cuartoorden se anula. b) Explique por qué ocurre esto.
 i x f(x1)
 1 0 0.91622 0.25 0.8 109
 3 0.5 0.6931
 4 0.75 0.55965 1.0 0.4055
 a) i = 1, 2, 3
 b) i = 2, 3, 4, 5
 0.1 1.302
 0.2 1.616
 0.3 1.9540.4 2.3280.5 2.750
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 2.18) Haga la tabla de diferencias hacia adelante a partir de Ia siguiente tabla de valores:
 Por medio de las formulas de Newton hacia adelante, escriba los polinomios de interpolaciOnajustados a:
 2.19) Formule una expresiOn aproximada del error en cada una de las fOrmulas de inter-polaciOn obtenidas en el problema anterior.
 2.20) Demuestre que, si k = 3 en IaecuaciOn (2.4.12), g(x) es igual af0,f 1,f_2yfpara .c = 0, - 1, -2 y - 3 respectivamente.
 2.21) El polinomio de interpolación de Newton hacia atrás ajustado a los puntosx0, x1 y
 x2 se escribe como
 g(x)=f2 +sVf2 +s(s+ 1)V2f2, 2s0donde
 s = (x - x2)/h
 For otro lado, el polinomio de interpolaciOn de Newton hacia adelante ajustado a los mismosdabs es
 g(x)=f0+s4f0+(s 1)sA2f0, 0zs2donde
 s = (x - x0)/h
 Verifique La equivalencia de las ecuaciones.
 2.22) Es posible escribir una interpolaciOn de Newton hacia atrãs utilizando Ia tabla dediferencias hacia adelante? Explique cómo.
 2.23) Escriba una tabla de diferencias divididas para Ia siguiente tabla de valores.
 Viscosidad del agua(Ns/m2) x iO
 T(C)
 a) i = 1, 2, 3
 b) i = 4, 5, 6
 c) i = 2, 3, 4, 5
 i x f(x)
 1 0.5 1.143
 2 1.0 1.000
 3 1.5 0.828
 4 2.0 0.667
 5 2.5 0.533
 6 3.0 0.428
 0 1.792
 10 1.308
 30 0.801
 50 0.549
 70 0.406
 90 0.317100 0.284

Page 80
                        

60 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 2.24) Obtenga ci poiinomio de interpoiación ajustado a los siguientes puntos delejemplo 2.8.
 Estime el error de las interpolaciones obtenidas en x = 0.3 y x = 0.55.2.25) Demuestre que, Si P0
 I 2.....,,, dado por Ia ecuación (2.5.3) se desarroila en unaserie de potencias con respecto a x, ci coeficiente del término de orden mayor, XN, está dadopor
 fNPo,i rn-iaN N-i[1 (xN - x.)
 donde fN es ci valor de Ia funciôn en XN.2.26) Examine Ia validez de Ia ecuación (2.6.3) introduciendo los siguientes polinomios
 de Chebyshev de Ia ecuacióri (2.6.2):
 T1, T2, T3
 T3, T4, T5
 2.27) a) Desarrolie una aproximaciôn mediante interpoiaciôn de Lagrange para loge(x)en 1 x 2 utilizando cuatro puntos de Chebyshev. b) Estime ci error de Ia aproximaciónpor medio de la ecuación (2.3.9) en x 1, 1.2, 1.3.....1.9 y 2.0. c) Calcule ci error real cuan-do e(x) = 1og(x) - g(.v).
 2.28) Obtenga una formula de interpolación cuadrática para log(x) en el intervalo I <x < 3 utilizando tres puntos de Chebyshev. Escriba Ia eduación para estimar ci error y eva-lOela en x = 2.5.
 2.29) Desarrollc un poiinomio de interpolaciOn de Lagrange ajustando a
 x+1- 1 + 2x + 3x2
 en [1, 3] con tres puntos de Chebyshev.2.30) Repita ci problema del ejemplo 2.2 con los puntos de Chebyshev (use 3 y 5 puntos,
 respect ivamente).
 2.31) Aproxime ek mediante las interpolaciones cübicas de Hermite por partes en ci in-tervalo [0, 2] con dos intervalos. CalcuIe ci error de las interpolaciones de Hermite por partespara cada incremento de 0.2 en x y grafique ci error.
 2.32) Determine ci polinomio ajustado a
 f(0) = 1, f(1) = 2, f'(0) = 0.5
 2.33) Determine ci polinomio ajustado a
 f(0) = 1, f(1) = 2, f'(0) = 0, f'(l) = 1
 a) i = 2, 3, 4
 b) I = 0, 1, 2, 3
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 2.34) Verifique que Ia ecuación (G) del ejemplo 2.10 es el polinomio que se ajusta af, -f1_ if,Yfi.
 2.35) Calcule los valores de las cuatro funciones en Ia ecuación (I) del ejemplo 2. 10 ens = 0 y s = h.
 2.36) Determine el polinomio de interpolaciôn de Hermite de segundo orden (parabôli-co) ajustado a
 f(1) = 2, f(2) = 3, f'(2) = 1.2
 2.37) Defina el polinomio cübico de interpolaciôn de Hermite ajustado a
 f(1) = 2, f(2) = 3, f'(2) = 0.5, f(3) = 0
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Solución de ecuaciones nolineales
 3.1 INTRODUCCION
 Las soluciones de una ecuaciOn no lineal se ilaman raIces o ceros. Los siguientes sonalgunos ejemplos de ecuaciones no lineales:
 a) 1+4x-16x2+3x3+3x4=Ob)f(x)ci=O, a<x<b
 x(2.1 - O.5x)112
 (1 - x)(1.1 - O.5x)"23.69 = 0, 0 <x < 1
 tan (x) = tanh (2x)
 La primera es un ejemplo de ecuación polinomial, que puede aparecer como unaecuaciOn caracteristica para una ecuación diferencial ordinaria lineal, entre otrosproblemas. El segundo ejemplo es equivalente a evaluarf 1( ), dondef(x) es cual-quier funciOn yf' es su función inversa. El tercer ejemplo es un caso especial delinciso b). El cuarto ejemplo es una ecuación trascendental.
 La razOn principal para resolver ecuaciones no lineales por medio de métodoscomputacionales es que esas ecuaciones carecen de solución exacta, excepto paramuy pocos problemas. La solución analItica de las ecuaciones polinomiales existesolo hasta el orden cuatro [Abramowitz/Stegun, pág. 17], pero no existen solucionesen forma exacta para órdenes superiores. Por lo tanto, las raIces de esas ecuacionesno lineales se obtienen mediante métodos computacionales basados en procedimien-tos iterativos.
 Los métodos numéricos diseñados para encontrar las raices son poderosos,aunque cada uno tiene sus propias limitaciones y defectos. Por lo tanto, los estu-
 62
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 Tabla 3.1 Resumen de los esquemas para encontrar raIces
 diantes deben aprender los pros y los contras de cada método en particular susdificultades y familiarizarse con los mêtodos mediante la práctica en una compu-tadora.
 En La tabla 3.1 se resumen las caracteristicas principales de los métodos flume-ricos para ecuaciones lineales descritos en este capitulo. Los primeros tres métodosde la tabla 3.1 (el de bisecciôn, el de la falsa posición y el método de la falsa posiciónmodificado) tienen una caracterIstica en comün; a saber: estos esquemas. puedenencontrar una raIz si se conoce un intervalo de x que contenga a Ia raIz. Por lo tanto,todos estos métodos neceSitan un esfuerzo preliminar para estimar un intervalo ade-cuado que contenga a La rajz deseada. Los métodos de Newton y de La secante-necesi-tan una estimación inicial, pero no es necesaria la estimación de un intervalo. El me-todo de la sustitución sucesiva es un algoritmo iterativo simple, aunque su desventa-ja es que la iteración no siempre converge. El método de Bairstow se limita a los po-linomios. No obstante, al aplicar varias veces este método, se pueden hallar todas Lasraices incluyendo las complejas sin conocimientos previos de cualquier tipo,aunque a veçes La iteración no converja en to absoluto.
 3.2 METODO DE BISECCION
 Este método es el más simple, aunque también el más seguro y sôtido para encontraruna raIz en un intervalo, dado donde se sabe que existe dicha rajz. Su Unica ventajaes que funciona aun para funciones no anaLIticas.
 Nombre
 Necesidad deespecificar
 un intervaloque contenga
 a Ia raIz
 Necesidadde Ia
 continuidaddef'
 Tipos deecuaciones
 Bisección "si" no cualquiera
 Falsaposición
 "Si" "Si" cualquiera
 Falsa posiciônmodificada
 "si" "si" cualquiera
 Método de no "Si" cualquieraNewton
 Método desecante
 no "Si" cualquiera
 Sustituciónsucesiva
 no "si" cualquiera
 Método de no "si" poLinomialBairstow
 OtrascaracterIsticas
 especiales
 Robusto, aplicablea funciones noanaliticas
 Convergencialenta en unintervalo grande
 Más rápido que elmétodo de La falsaposiciôn
 Rápido; senecesita calcularf'; aplicable araIces complejas
 Rápido; no serequiere calcular I'Puede noconverger
 Factorescuadráticos
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 Suponga que el intervalo entre x = a y x = c denotado por [a, c] o equiva-lentemente a x c tiene una sola raiz, como se muestra en la figura 3.1. El me-todo de bisección se basa en el hecho de que, para que un intervalo [a, c] tenga unarajz, basta que Los signos dey(x) en los dos extremos sean opuestos, o bien quef(a)o f(c) se anulen; es decir, f(a)f(c) 0.
 Secuencia de los intervalosy puntos medios
 Primero -SegundoTercero
 -- Cuarto-4--Quinto
 a c
 V = f(x)
 x
 Figura 3.1 Método de bisección
 El primer paso para utilizar este método es bisectar el intervalo [a, c] en dosmitades; a saber, [a, fri y [b, c], donde b = (a + c)/2. Al verificar los signos def(a)f(b) y f(b)f(c), se localiza La mitad del intervaLo que contiene La raiz. AsI, sif(a)f(b) 0, el intervalo [a, fri que incluye ax = a y x = b contiene a La raiz: en Ca-so contrario, el intervalo [b, ci tiene La raIz. El nuevo intervalo que contiene a La raizse bisecta de nuevo. Al repetir este proceso, eL tamano del intervaLo con Ia raiz sevuelve cada vez más pequeno. En cada paso, se toma eL punto medio del intervalocomo La aproximación más actualizada de La raiz. La iteración se detiene cuando lamitad del intervalo está dentro de una tolerancia dada e. El PROGRAMA 3-1 está dise-ñado para encontrar una raiz por el método de bisecciOn.
 EL tamaflo del intervalo después de n pasos de la iteración es
 (c -2
 donde el numerador es el tamaño del intervalo inicial. Esto también representa elmãximo error posible cuando la raiz se aproxima mediante el n-ésimo punto medio.Por lo tanto, si la tolerancia del error está dada por , el nümero de pasos de itera-ción necesarios es el minimo entero que satisface
 (c -2
 o, en forma equivalente
 (c -n log2
 Por ejemplo, si (c - a)0 1 y = 0.0001, entonces n = 14.
 (3.2.1)
 (3.2.2)
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Ejemplo 3.1
 Se sabe que Ia raiz de
 ex -2 = 0
 está en [0, 2]. Hallar un valor aproximado de a raiz con una tolerancia de t =0.01 mediante el método de Ia bisecciOn
 (Soluciôn)
 El càlculo manual del método de bisecciOn se puede Ilevar a cabo elabo-rando una tabla como se muestra abajo. Cuando empieza Ia primera iteraciOn, losvalores de a = 0 y c = 2 y el punto medio b = (0 + 1)12 = 1 se escriben en Iatabla en el rengiOn / = 1. También se caiculan 1(a), f(b) y f(c) y se escriben en elmismo rengiOn. Al examinar los signos de estos tres valores de 1, vemos que Iaraiz se localiza entre a y b. Por lo tanto, a y b del paso I = 1 se convierten res-pectivamente, en a y c para el paso I = 2. Asi, f(a) y f(b) del paso I = 1 se copiana 1(a) y 1(c) para el paso i = 2. La b para el paso I = 2 es b = (a + c)12 = 0.5 yse calcula 1(b), escribiendo su valor en a tabla. La iteraciOn para el resto continuade manera similar hasta que se alcanza Ia tolerancia. El Oltimo valor de b es a res-puesta final.
 La octava aproximación para Ia raiz es b = 0.6953. Su cota de error (máximoerror posible) es 0.0078, que està dentro de a tolerancia especifica.
 Hemos supuesto que el intervalo inicial tiene solo una raIz y quef(a)f(b) 0.Sin embargo, f(a)f(b) zs 0 se satisface siempre que el intervalo tenga un nUmeroimpar de raices, como se ilustra en la figura 3.2. En este caso, el método de bisecciónencontrarã una de las raices separadas en el intervalo dado. El método de bisección nopuede encontrar una pareja de raices dobles, debido a que la funciOn toca el eje x demanera tangencial en las raices dobles, como se muestra en la figura 3.3.
 Un defecto del método de bisección es que éste puede atrapar una singularidadcomo si fuera una raiz, debido a que dicho método no reconoce Ia diferencia entreuna raIz y una singularidad. Un punto singular es aquel en el que el valor de la fun-ción tiende a infinito, lo cual se ilustra en la figura 3.4. Para evitar este problema,el programa debe verificar si If(c) - f(a)I converge a cero cuando se lieva a cabo elmétodo de bisección. Si esta cantidad diverge, el programa estã atrapando una sin-gularidad en vez de una raiz.
 Nümero deiteraciOn, / a b c f(a) f(b) f(c)
 Cota delerror
 1 0 1 2 -1 0.7182 5.3890 1
 2 0 0.5 1 -1 -0.3512 0.7182 0.53 0.5 0.75 1 -0.3512 0.1170 0.7182 0.254 0.5 0.625 0.75 -0.3512 -0.1317 0.1170 0.1255 0.625 0.6875 0.75 -0.1317 -0.0112 0.1170 0.06256 0.6875 0.7187 0.75 -0.0112 0.0518 0.1170 0.031257 0.6875 0.7031 0.7187 -0.0112 0.0200 0.0518 0.0156258 0.6875 0.6953 0.7031 -0.0112 0.0043 0.0200 0.0078125
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 x
 Figura 3.3 Función que toca al eje x en unpunto
 x
 Figura 3.4 Función con una singularidad
 Figura 3.2 Nümero impar de raIces en unintervalo dado
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 Cuando no hay información previa acerca de los valores aproximados de lasraices, una forma sencilla para hallar intervalos de x que contengan una rajz es escri-bir una tabla de la funciôn para valores de x con separación uniforme (véase elPROGRAMA 3-2), o graficar la funciôn mediante computadora (véase ci PROGRAMA3-3). Si el signo del valor de la funciôn cambia a través de un intervalo, existe a! me-nos una raiz en ese intervalo. El enfoque gráfico es ütil para localizar intervalos quecontengan una raIz, en particular cuando la ecuación tenga varias raices.
 Ejemplo 3.2
 Determinar intervalos de tamaño 1 .0, tales que cada uno contenga unao más raIces (impares) de
 y = -19(x - 0.5)(x - 1) + exp(x) - exp(-2x), -10 <x < 10Repita 10 anterior utilizando el PROGRAMA 3-2 con tamaño del intervalo 0.1.
 (Soiuciôn)
 a) Calculamos y para x = - 10, - 9, -8.....10 y hacemos una tabia devalores. Después, marcamos el intervalo en el que Ia funciôn cambia de signo,como se muestra en Ia tabla E3.2.
 labia E3.2 Tabla de valores
 x y
 -10.0 -48.517E + 07-9.0 -65.662E + 06-8.0 -88.876E + 05-7.0 -12.037E + 05-6.0 -16.362E + 04-5.0 -22.653E + 03-4.0 -34.084E + 02-3.0 -66.938E + 01-2.0 -19.696E + 01-1.0 -64.021E + 00
 0.0 -95.000E - 011.0 25.829E - 012.0 -21.129E + 003.0 -74.917E + 004.0 -14.490E + 015.0 -19.359E + 016.0 -11.907E + 017.0 35.563E + 018.0 19.835E + 029.0 68.111E + 02
 10.0 20.402E + 03
 Asi, se encuentran tres intervalos, [0, 1], [1, 2] y [6, 7], cada uno de los cualescontiene al menos una raiz.
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 y
 200
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 El método de bisección encuentra una raiz de una funciôn si se sabe que Ia raIzexiste en un intervalo dado.El método de bisecciôn encuentra una raiz aun cuando [a funciOn no sea anali-tica.Por otro lado, se puede atrapar una singularidad como si fuera una raiz, debidoa que el método no distingue las raices delas singularidades.Una tarea importante que se debe realizar antes de aplicar el método de bisecciónes encontrar un intervalo que contenga a la raIz. La büsqueda de ralces se puedeIlevar a cabo list ando una tabla de valores o graficando Ia funciôn en Ia pantalla.
 3.3 METODO DE LA FALSA POSICION Y METODO DE LA FALSA POSICIONMODIFICADA
 El método de la falsa posiciOn, basado en la interpolación lineal es análogo almétodo de bisección, puesto que el tamaño del intervalo que contiene a Ia raIz se
 7 x
 (Los nümeros se escribieron manualmente)
 Figura E3.2 Muestra de Ia funciôn realizada por el PROGRAMA 3-3 (versiOn BASIC)
 b) Al ejecutar eI PROGRAMA 3-2 para el rango [-1 0, 1 0] con el tamaño delintervalo h = 1, se encuentran tres intervalos, [0, 1], [1, 2] y [6, 7], cada uno delos cuales contiene al menos una raiz, como era de esperarse por lo dicho en a).Al ejecutar el PROGRAMA 3-2 nuevamente para cada uno de estos intervalos con h= 0.1, los tamaños de los intervalos se reducen a [0.4, 0.5], [1.2, 1.3] y [6.4,6.51. (El PROGRAMA 3-2 se puede ejecutar para un rango grande con un intervalopequeño h en una sola ejecuciOn, pero el tiempo de cOmputo crece.) En Ia figuraE3.2 se ilustra Ia gráfica de Ia función, Ia cual se obtuvo mediante el PROGRAMA 3-3.
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 reduce mediante iteración. Sin embargo, en vez de bisectar en forma monôtona elintervalo, se utiliza una interpolaciOn lineal ajustada a dos puntos extremos paraencontrar una aproximaciOn de la raIz. Asi, si Ia función está bien aproximada porla interpolaciôn lineal, entonces las raices estimadas tendrán una buena precision y,en consecuencia, la iteraciOn convergerá más rãpido que cuando se utiliza el métodode bisecciOn.
 Dado un intervalo [a, c] que contenga a Ia raIz, la funciOn lineal que pasa por(a,f(a)) y (c,f(c)) se escribe como
 y = f(a)- f(a)
 (x - a)cao, despejando x,
 cax=a+ (yf(a))f(c) - f(a)
 La coordenada x en donde la linea intersecta al eje x se determina al hacer y = 0 enla ecuaciOn (E.E.2); es decir,
 c - a af(c) - cf(a)b = a - f(c) - f(a) f(a)= 1(c) - f(a) (3.3.3)
 Después de encontrar b, el intervalo [a, c] se divide en [a, b] y [b, c]. Sif(a)f(b)0, la raiz se encuentra en [a, b]; en caso contrario, está en [b, c]. Los extremos delnuevo intervalo que contiene a la raIz se renombran a y c. El procedimiento de inter-polaciOn se repite hasta que las ralces estimadas convergen.
 La desventaja de este método es que pueden aparecer extremos fijos, como lomuestra Ia figura 3.5, en donde uno de los extremos de la sucesiOn de intervalosno se mueve del punto original, por lo que las aproximaciones a la raiz, denotadas porb1, b2, b3,... convergen a la raIz exacta solamente por un lado. Los extremos fijosno son deseables debido a que hacen más lenta la convergencia, en particular cuandoel intervalo inicial es muy grande o cuando la funciOn se desvia de manera significa-tiva de una lInea recta en el intervalo. El método de la falsa posiciOn modificado quese explica a continuaciôn elimina esta dificultad.
 x=aRaiz exacta
 1 a. interpolaciOn2a. interpolaciôn3a. interpolación
 1 a. aproximaciOn2a. aproximaciOn3a. aproximación
 x=c
 Figura 3.5 Método de La falsa posiciôn
 (3.3.1)
 (3.3.2)
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 Entradaa: limite inferior del intervalo de büsquedaC: limite superior del mismo intervaloIL: limite de los pasos de iteración
 EP: criterio de convergencia
 YA = f(a), YC = f(c)
 SI
 IT =0
 Ir
 IT = IT +
 IT> IL0
 ba < EPno
 b - YA(c - a)/(YC - YA) + aYB = f(b)
 (YA)(YB)<0
 Si
 a = a, c = bYA = YA, YC = YBKR = 0, KL = KL + 1SI KL> 1flYA = YA/2
 Figura 3.6 Diagrama de flujo del método de la falsa posición modificada
 En este método, el valor def en un punto fijo se divide a la mitad si este puntose ha repetido mãs de dos veces. El extremo que se repite se llama extremoJ',jo. Laexcepción a esta regla es que para i = 2, el valor def en un extremo se divide entre 2de inmediato si no se mueve.
 Ir lmprimir: "No exiStenraices 0 existe Unnümero par de raices"
 no(YA)(YC)<0
 Alto
 SiAlto
 noV
 a = b, c = cYA = YB, YC = YCKL = 0, KR = KR + 1SI KR> 1OflYC = YC/2
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 y(a)/2
 y=f(x)
 x=a
 Ejemplo 3.3
 Por medlo del método de Ia falsa posiciôn, encontrar Ia minima raiz positiva de
 f(x) = tan(x) - x - 0.5 = 0
 Ia cual se sabe que se encuentra en 0.1 < x < 1.4.
 (Soluciôn)
 Los cálculos se muestran en (a figura E3.3. En el renglôn de Ia primera ite-ración (I = 1), se escriben los valores de a = 0.1, c = 1.4 y los valores calcula-dos de 1(a) y 1(c). El valor b se halla mediante interpolaciôn lineal,
 = af(c) 11(a) f(a)
 y en consecuencia se calcula f(b). Estos dos nümeros se escriben en el mismorenglôn. Al examinar los signos de f(a), f(b) y f(c), se localiza Ia raiz entre b y c.Por lo tanto, los valores b y c de (a primera iteraciOn se copian en a y c para I = 2,respectivamente. El valor de f(b) para I = 1 se copia en f(a) para I = 2, perof(c)12 de I 1 se copia a 1(c) para I = 2. El valor de 1* (c). El valor de b para
 = 2 se encuentra mediante Ia ecuación (3.3.3) de Ia misma forma que en el pa-so I = 1, excepto que se utiliza 1* (c):
 cab=a f(a)f*(c) - f(a)
 1 a. interpolaciOn2a. interpolaciOn
 1 a. aproximaciOn2a. aproximaciôn
 x
 Figura 3.7 Método de Ia falsa posiciOn modificada
 El algoritmo se muestra de manera esquemãtica en La figura 3.6. El efecto dedividir el valor de y es que La solución de la interpolaciOn lineal se hace cada vez máscercana a la verdadera raiz, como lo ilustra Ia figura 3.7.
 Si este método se utiliza con una calculadora de bolsillo, se sugiere trabajarcon un formato de tabla, como eL del ejemplo 3.3.
 lx=c
 (3.3.4)
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 Programa 1.4 Esquema lineal modificado
 COTA INFERIOR A = ?0.1COTA SUPERIOR C =? 1.4.TOLERANCIA EP =? 0.00001LIMITE DE ITERACIONES =? 13ENTRADA: A= .1, C= 1.4, EP= .00001, IL= 13
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 El método de [a falsa posición es esencialmente igual a! método de la bisección,excepto que el segundo método se remplaza por Ia interpolaciôn lineal.El método de Ia falsa posiciôn no necesariamente es más rãpido que ci método debisección, debido a que un extremo puede permanecer fijo.El niétodo de Ia falsa posiciOn modificada elimina los extremos fijos dividiendo aIa mitad los valores de dichos puntos.
 Se ha satisfecho la toleranciaRafz aproximada = .9750172
 Figura E3.3 Procedimiento de cOmputo para el método de Ia falsa posiciOn
 f( c)3.8979E+00$ *0.5
 1.9489E+00t *a 5
 9!7IJ47E-01*0.5
 14!8721E-01
 8.485oE-o2
 81i85oE-o2*0.5
 1!21425E-02
 2.1981E-03
 2!1981E-03
 después de terminar el renglón para i = 2, se examinan los signos de a, b y c; denuevo, Ia raIz se localiza entre b y c. Por 10 tanto, se repite el mismo proceso para= 3 e incluso para / = 4.
 En el renglOn correspondiente a I = 4, Ia raIz se localiza entre a y b, por 0que tanto estos valores como f(a) y f(b) se copian en el siguiente renglOn, para= 5. Sin embargo, f(a) no se divide a Ia mitad porque es a primera vez que a per-
 manece fijo. Después de terminar eI cálculo de b y 1(b) para I = 6, se copian b yc para I = 7 y 1(c) se divide entre 2 antes de copiarlo al renglOn para el paso I = 7.
 Después de modificar f(a), se calcula el valor de b mediante
 c-ab=a f*(a)f(c) - f*(a)
 donde I *(a) es el valor modificado de f(a).
 (3.3.5)
 It.No1
 a1.0000E-01
 b
 2.4771E-01C f( a) f( b)
 11 .4000E+00 - . 9967E-01,,74. 91481E-01
 t.000E+002 2.771E-0II .8102E-01 -1I.981E-01 -)4. 5911E-01
 3 4.8102E-01 7.7533E-01 1.4000E+00 -.)4 5911E-01 -2 .9527E-01
 L 7.7533E-01 1.O11OE+00 1.A4000E+00 -2. 9527E-017 8 .85oE-o2
 $5 7.7533E-01 9.5812E-01 1.O11OE+00 -2. 9527E-01 -3 .L85E-o2
 6 9.5842E-019.737L1E-01 1.O11OE+00 -3. 85E-o2'2 .7664E-03
 7 9.7374E-01 9.7603E-01 l.O11OE+00 -2. 766E-03"2 .1981E-03
 8 9.7374E-01 9.7501E-01 9.7603E-01 -2. 7661E-0316 .1393E-06$
 9 9.7501E-01 9.7502E-01 9.7603E-01 -6. 1393E-06 0 .0000E+00
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 3.4 METODO DE NEWTON
 Este mètodo (también ilamado método de Newton-Raphson) encuentra una raIz,siempre y cuando se conozca una estimación inicial para la raiz deseada. Utiliza lasrectas tangentes que se evalüan analIticamente. El método de Newton se puede apli-car at dominio complejo para hallar raIces complejas. También se puede extender alas ecuaciones no lineales simultãneas (véase una aplicaciOn en la secciôn 3.7).
 El método de Newton se obtiene a partir del desarrollo de Taylor [Press/Flan-nery/Teukoisky/Vetterling; Cheney/Kincaid]. Supôngase que el problema es en-contrar una raiz def(x) = 0. Al utilizar el desarrollo de Taylor def(x) en tomb auna estimación x0, Ia ecuación se puede escribir como
 f(x) = 0 = f(x0) + f'(x0)(x - X) + 0(h2) (3.4.1)
 donde Ii = x - x0. At despejar x en Ia ecuación (3.4.1) no se obtiene el valor exactodebido at error de truncamiento, pero la soluciOn se acerca en mayor medida al xexacto, que to que se aproxima et estimado x0. Por lo tanto, at repetir Ia soluciOnutilizando ci valor actualizado como una nueva estimaciôn, se mejora Ia aproxima-ciôn en forma sucesiva.
 El algoritmo se muestra de manera grãfica en Ia figura 3.8. El valor x0 es unaestimación inicial para La raIz. A continuación se obtiene la función lineal que pasapor (x0, Yo) en forma tangencial. La intersección de Ia recta tangente con el eje x sedenota como x1 y se considera como una aproximación de la raiz. Se repite el mismoprocedimiento, utitizando et valor más actualizado como una estimaciOn para el si-guiente cicto de iteración.
 La recta tangente que pasa por (x0,[(x0)) es
 g(x) = f'(x)(x - x) + f(x0) (3.4.2)
 y
 Figura 3.8 Método de Newton
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 La raIz de g(x) = 0 denotada por x1 satisface
 f'(x0)(x1 - x0) + f(x0) = 0
 Al resolver la ecuaciOn anterior se obtiene
 f(x0)x1 = x0 -
 f'(x0)
 Las aproximaciones sucesivas a la raiz se escriben como
 f(x_ )xi = x_if'(x_ )
 Obtener la primera derivada de una funciôn dada puede ser una tarea difIcil oimposible. En tal caso, se puede evaluar f'(x1) en la ecuación (3.4.4) mediante unaaproximación por diferencias, en vez de la forma analItica. Por ejemplo, se puedeaproximar f'(x1 - i) mediante la aproximación por diferencias hacia adelante,
 f(x_ + h) - f(x1_1)f'(x_ )
 h
 donde h es un valor pequeno como h = 0.001 o mediante Ia aproximación pordiferencias hacia adelante, por
 f(x - - f(x11 - h)f(xL_l)=
 h
 Los errores pequenos en la aproximaciôn por diferencias no tienen un efecto obser-vable en la razón de convergencia del método de Newton. La precision del resultadofinal no se ye afectada por la aproximaciOn por diferencias. Si la función no tienesingularidades en la vecindad de la raIz, ambas aproximaciones por diferencias fun-cionan bien. Sin embargo, debemos elegir una u otra si existe una singularidad cer-cana. (En ci capItulo 5 se analizan más las aproxiinaciones numéricas a las den-vadas.)
 Como se indicó, el método de Newton se puede aplicar para hallar rajcescomplejas. Si el lenguaje de programación permite variables complejas, se puedeaplicar fácilmente al caso de las ralces complejas un programa de computadora dise-ñado solo para raIces reales, el PROGRAMA 3-7 está escrito en FORTRAN y puede en-contrar raIces complejas. El método de Newton se puede aplicar a un conjunto deecuaciones no lineales; en la secciOn 3.7 se proporciona un ejemplo. El método deNewton de segundo orden [James/Smith/Wolford] se obtiene utilizando el términode segundo orden en la ecuaciOn (3.4.1). Converge más rãpido que el método deNewton estándar analizado en esta secciOn, pero se paga ci precio de evaluar la Se-gunda derivada.
 (3.4.5)
 (3.4.6)
 (3.4.3)
 (3.4.4)
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Ejemplo 3.4
 Obtenga un esquema iterativo para encontrar a raiz cübica de un nümero,basándose en el método de Newton. Determine Ia raIz cübica de a = 1 55 me-diante el esquema obtenido.
 (Soluciôn)
 Suponga que deseamos calcular x = Este problema se puede for-mular de nuevo como determinar el cero de Ia funciOn dada por
 f(x) = x3 - aPor el método de Newton, se escribe un esquema iterativo como
 f(x)xn+1 = -
 f'(x)x3an
 2 a= 3Xfl + 32
 Para calcular Ia raIz cübica de 1 55, definimos a = 1 55 y Ia estimaciOn ni-cial x0 = 5. Se obtienen los siguientes resultados iterativos
 =x 3;2
 La soluciOn exacta se obtiene solo hasta después de tres pasos de iteracjOn.Empecemos de nuevo con una estimación más pobre de x0 = 1 0:
 El valor exacto de Pa raIz cObica se obtiene con cinco pasos de iteraciOn.
 Ejemplo 3.5
 Calcule Pa raiz positiva màs pequeña de y = tan (x) - 0.5x mediante elmétodo de Newton.
 (Soluciôn).
 La gráfica de y en Pa figura E3.5 muestra a mInima raiz positiva en una ye-cindad de 4.5, 0 entre 4 y 37t /2. Aunque Ia expresión anailtica de Ia primera
 n x
 0 10
 1 7.1833342 5.7901763 5.4012034 5.3718475 5.371686 (exacto)
 n x
 0 5
 1 5.42 5.3718343 5.371686 (exacto)
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 Tabla E3.5a
 Este problema es muy sensible a Ia elección de una estimación inicial. Si dicha
 estimaciOn inicial se hace igual a 3.6, por ejemplo, Ia iteración converge a un va-lor irrelevante después de que los valores de x varian de forma erràtica, como lo
 muestra Ia tabla E3.5b.
 y = tan(x) - 0.5x
 5
 -5
 I: La menor raiz positiva a encontrarFigura E3.5 Gràfica de y = tan(x) - O.5x
 derivada de tan (x) se puede obtener fácilmente, utilizamos a ecuaciOn (3.4.6)con h = 0.001. Asi, aproximamos y' para tan (x) - 0.5 x mediante
 y'(x)[tan (x) - tan (x - 0.001)]/0.001 0.5
 El método de Newton con una estimación inicial de 4.0 se muestra en a tabla
 E3.5a.
 CSL/F3 -5 ESQUEMA DE NEWTON
 TOLERANCIA?0. 0001ESTIMACION INICIAL DE LA RAIZ?4
 SOLUCION FINAL = 4.274782
 x
 IT.NO. x(N-1) Y(N-1) x(N)1 4. 000O00E-'00 -8.421787E-01 4 .458280E002 4. 458280E'00 1. 621111E+00 4. 352068E+003 4. 352 068E00 4 .781129E-01 4. 288511E-004 4. 288511E00 7 190108E-02 4. 27519 IE+O05 4.27 519 1E+00 2. 075195E-03 4.2747 82E+006 4. 274782E+00 -2. 861023E-06 4 .274782E'0O
 y
 5
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 CSL/F3 -5 ESQUEMA DE NEWTON
 TOLERANCIA?0. 0001ESTIMACION INICIAL DE LA RAIZ?
 SOLUCION FINAL 10 . 81267
 Tabla E3.5b
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 El método de Newton utiliza de forma iterativa las rectas tangentes que pasanpor las aproximaciones consecutivas de Ia raiz.El método requiere una buena estimación inicial. De otro modo, Ia solución ite-rativa puede diverger o converger a una solución irrelevante.La razón de convergencia iterativa del método de Newton es alta, cuando fun-ciona.El método de Newton puede encontrar raices complejas silas variables se definencomo complejas.
 3.5 METODO DE LA SECANTE
 Este método es muy similar al de Newton. La principal diferencia con el método deNewton es que f' se aproxima utilizando los dos valores de iteraciones consecutivasdef. Esto elimina Ia necesidad de evaluar tanto afcomo a en cada iteraciOn. Porlo tanto, el método de la secante es más eficiente, particularmente cuando f es unafunciôn en la que se invierte mucho tiempo a! evaluarla. El método de la secantetambién está Intimamente ligado con el método de la falsa posición, ya que ambos sebasan en la formula de interpolación lineal, pero el primero utiliza extrapolaciones,mientras que el segundo utiliza ünicamente interpolaciones [Press/et al.].
 Las aproximaciones sucesivas para la raIz en el método de la secante están da-das por
 xn_1 - xn_2x, = x,_1 - , n = 2,3...
 Yn_1 - Yn-2
 donde x0 y x1 son dos suposiciones iniciales para comenzar la iteración.
 (3.5.1)
 3.6IT.NO. N x(N-1) Y(N-1) X(N)
 1 3.600000E+00 -1. 306533E+00 5.358891E+002 5.358891E+00 -4. 004476E+00 7 . 131396E+003 7.131396E+00 -2. 431464E+00 8. 494651E+004 8.494651E+00 -5. 588555E+00 1. 092057E+015 1.092057E+01 7.847 680E+00 1.087 581E+016 1.087581E+01 2. 872113E+0O 1. 083419E+017 1.083419E+01 7 .255301E-01 1. 081511E+018 1.081511E+01 7. 328224E-02 1. 081269E+019 1.081269E+01 6. 022453E-04 1. 081267E+01
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 y
 Ejemplo 3.6
 Un proyectil de M = 2 gm ha sido lanzado verticalmente at aire y está des-cendiendo a su velocidad terminal [Shames, pág. 41 7]. La velocidad terminal sedetermina mediante gM = F drag donde g es Ia gravedad y M es Ia masa; toda IaecuaciOn se puede escribir, después de evaluar todas las constantes, como
 (2)(9.81)= 1.4x105v15+ 1.15 x 105v2
 donde y es Ia velocidad terminal en m/seg. El primer término del ado derechorepresenta Ia fuerza de fricciôn y el segundo término representa Ia fuerza de pre-siOn. Determinar a velocidad terminal por medio del método de Ia secante. UnaestimaciOn imperfecta està dada por y 30 m/seg.
 (Soluciôn)
 El problema está definido como Ia determinación de La raIz de
 y = f(v)(2)(9.81)
 1.4 x 105v15 - 1.15 x 105v2 (A)
 x4x3 x2 xlx
 xoFigura 3.9 Método de La secante
 Si los x, - i y x, consecutivos son muy cercanos, entonces también i yy, estánmuy cercanos, por lo que aparece un error de redondeo significativo en la ecuación(3.5.1). Este problema se puede evitar de dos formas: a) cuando y,, es menor que Unvalor fijado de antemano, X, - 2 2 en la ecuación (3.5.1) quedan fijos (o conge-lados) de ahi en adelante, o b) x, - 2 ' - 2 se remplazan por X, - 2 + y y(x - 2+ ) donde es un nümero pequeno prescrito pero lo suficientemente grande co-mo para evitar serios errores de redondeo. El mêtodo de la secante puede convergera una raIz no deseada o puede no converger del todo si la estimación inicial no esbuena.
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 Hacemos y = 30 y y = 30.1 con base en Ia estimación imperfecta,para los que se evalOan Yo ' Y mediante Ia ecuaciOn (A). La soluciôn iterativa Se-gun Ia ecuación (3.5.1) es como sigue:
 RESUMEN DE EsTA SECCION
 El método de Ia secante es una variación del método de Newton. Desde el puntode vista computacional, es más eficiente que el método de Newton.Sin embargo, si dos aproximaciones sucesivas están demasiado cercanas, puedenaparecer errores de redondeo. Se han sugerido dos formas para prevenir losproblemas por errores de redondeo.
 Asi, a velocidad terminal es v = 37.7 m/seg.
 3.6 METODO DE SUSTITUCION SUCESIVA
 Si Ia ecuación f(x) = 0 se rearregla en La forma
 x = f(x)
 entonces se puede escribir un método iterativo como
 = f(x(t - 1))
 (3.6.1)
 (3.6.2)
 donde el Indice t es el nümero de pasos en La iteración y x0 es una estimación inicial.Este método se llama método de sustitución sucesiva o iteración de punto fijo [Con-te/de Boor].
 La ventaja de este método consiste en su gran sencillez y flexibilidad para elegirIa forma de J Sin embargo, Ia desventaja es que La iteración no siempre convergecon cuaLquier forma eLegida def(x). Para garantizar La convergencia de La iteraciôn,se debe satisfacer La siguiente condiciôn:
 < 1 en la vecindad de La raIz (3.6.3)
 La figura 3.10 mueStra cOmo afecta f'(x) la convergencia del método iterativo. Sepuede observar que La convergencia es asintótica si 0 <1' < 1 y osciLatoria si 1
 n v
 0 30.00000 1.9620001E-021 30.10000 6.8889391E - 032 30.15411 6.8452079E-033 38.62414 8.9657493E - 044 37.64323 9.0962276E - 055 37.73358 9.9465251E-076 37.73458 1.8626451E-09
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 Convergente: 0 <f' <1
 y=x
 yf(x)
 Convergente: - 1 <f'< 0
 Figura 3.10 Convergencia del método de sustitución
 < f' < 0. Además, se puede mostrar fácilmente que la razôn de convergencia esmás rápida si f' tiende a cero en la vecindad de la rajz.
 Ejemplo 3.7
 Se sabe que Ia funciôn y = x2 3 x + ex 2 tiene dos raices: una negativa yotra positiva. Hallar Ia menor de éstas mediante el método de sustituciôn sucesiva.'
 (Soluciôn)
 Verificamos el signo de y en x = 1 y x = 0 (a saber, y( 1) = 2.367 y y(0)= 1) para localizar a raiz menor en 1, 0]. Reescribimos a ecuación anteriorcomo
 Divergente: f'< 1
 x = f(x) =
 se puede escribir un método iterativo como
 x(t) = f(x(t - 1))
 y=f(x) y=x
 Divergente: 1 <f'
 x2 + ex 23
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 Un camino sistemático para encontrar una forma de7(x) es hacer que
 f(x) = x - cf(x) (3.6.4)
 por lo que el esquema iterativo queda como
 x,, = x_1 - f(x_1) (3.6.5)
 donde es una constante. Si la iteraciOn converge, el valor x obtenido mediante elesquema anterior satis face f(x) = 0. La constante puede determinarse como si-gue. Al sustituir Ia ecuaciOn (3.6.4) en la ecuación (3.6.3), se ye que La iteración con-verge cuando
 - 1 < 1 - cçf'(x) < 1 (3.6.6)
 o, en forma equivalente,
 0 <cf'(x) < 2 (3.6.7)
 La ecuaciOn (3.6.7) indica que, en primer lugar, debe tener el mismo signo quef'y, en segundo lugar, Ia ecuaciOn (3.6.5) siempre convergerá cuando tienda a cero.La razón de convergencia es Optima cuando 1/f.
 El esquema actual se reduce al método de Newton si se iguala a 1/f' (x -para cada iteración.
 La primera derivada de 1(x) satisface Ia ecuaciOn (3.6.3) en el rango de [-1, 0],por 10 que el método anterior es convergente. Los valores numéricos de Ia itera-ción se dan a continuación:
 Contador de Aproximacióniteraciones sucesiva
 n x
 0 0 (estimaciôn inicial)1 0.3333332 0.3907863 0.3902544 0.3902725 0.390272
 Las ecuaciones alternativas son
 x = J3x - ex + 2 (C)
 y
 x = J3x - ex + 2 (0)
 Sin embargo, las ecuaciones anteriores tienen discontinuidades en Ia vecindadde a raiz menor. Ademàs, las primeras derivadas de ambas ecuaciones violan IacondiciOn de Ia ecuación (3.6.3) en Ia vecindad de a raiz. Por lo tanto, r'ngunade las ecuaciones funciona.
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 Ejemplo 3.8
 El tamaño critico de un reactor nuclear se determina resolviendo una ecuaciónde criticalidad [Lamarsh]. SupOngase que se da una version sencilla de Iaecuaciôn de criticalidad como
 tan (0.lx) = 9.2e (A)
 La soluciôn fisicamente significativa es Ia menor raiz positiva y se sabe que estâen [3, 4] para Ia ecuaciOn (A). Determine Ia minima raiz positiva.
 (Soluciôn)
 Utilizamos el esquema iterativo de Ia ecuaciôn (3.6.5) escribiendo
 f(x) = tan (0.lx) - 9.2e
 Se estima un valor aproximado de f' en [3, 4] como
 [f(4) - f(3)]- (4 - 3)
 = 0.40299
 Por medio de Ia estimaciOn anterior, se hace el parâmetro igual a 1 If'
 de Ia manera siguiente:
 RESIJMEN DE ESTA SECCION
 La sustitución sucesiva es una clase amplia de esquemas iterativos para encontraruna raiz de una funciôn. El método de Newton y el de La secante, descritos en Lasección anterior, son casos especiales de Ia sustitución sucesiva.Se ha anaLizado un criterio para La convergencia, de este método.
 3.7 METODO DE BAIRSTOW
 Pocos mêtodos se especializan en encontrar raIces de polinomios casi automática-mente, entre éstos están eL método de diferencias de cocientes [Gerald/Wheatley], eL
 = 1/0.40299 = 2.4814.La iteraciôn de Ia ecuaciOn (3.6.5) converge
 Contador deiteraciones, n x
 0 4
 1 3.368992 3.285743 3.293844 3.282805 3.292936 3.292927 3.29292
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 método de Bairstow y la aplicación de la iteración QR. Aunque el método de dife-rencias de cociente es sencillo y fácil de usar, por desgracia falla muy a menudo. Eluso de Ia iteración QR el cual se explica en la secciôn 7.5 es ci menor de los tres,pero no se puede utilizar sin comprender los valores propios de una matriz. El méto-do de Bairstow tiene un problema de exactitud y a veces falla, pero es más confiableque ci método de diferencias de cocientes.
 El método de Bairstow es un esquema iterativo para encontrar un factorcuadrático de un polinomio en cada aplicación sin que se tenga ningün conocimientoprevio. Al aplicar varias veces el método de Bairstow a Los polinomios reducidos, sepueden calcular todos los factores cuadráticos de un polinomio.
 Las ralces complejas de un polinomio con coeficientes reales siempre aparecenen parejas de complejos conjugados. Si un factor cuadrático, x2 + px + quetiene una pareja de raIces conjugadas complejas se factoriza del poiinomio, la pa-reja de raices complejas se puede calcular resolviendo x2 + j3)c + = 0. AsI, sepueden calcular todas las raIces de un polinomio, sin utilizar variables complejas.Una desventaja del método de Bairstow es que la precision de los resultados suele serpobre, por lo que La precision de las ralces calculadas se debe verificar o mejorar poralgOn otro medio, como el método de Newton.
 Cuaiquier po!inomio dado de orden N, escrito como
 y=a0+a1x+ a2x++aNx (3.7.1)
 se puede reescribir en Ia forma
 y = (x2 + px + q)G(x) + R(x) (3.7.2)
 donde p y q son valores arbitrarios, G(x) es un polinomio de orden N - 2 y R (x) esel residuo, que es un polinomio de orden 1, es decir, a lo más una funciOn lineal. Sipy q se escogen de forma que ci residuo R (x) se anule, entonces (x2 + px + q) es unfactor cuadrático. Las raIces de un factor cuadrático están dadas por la conocidafOrmula
 p ± \/P - 4q2
 Escribimos el polinomio de orden N - 2 y el residuo como
 G(x) = b2 + b3x + b4x2 + + bNxN_2 (3.7.3)
 R(x) = b0 + b1x (3.7.4)
 respectivamente. Los valores de b0 y b1 dcpenden de los valores elegidos de p y q,por lo que se pueden considerar como funciones de p y q:
 b0 = b0(p, q)(3.7.5)
 b1 =b1(p,q)
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 Nuestro propósito es encontrar p = jii y q = q tales que b0(p, q) = b1 (p, q) = 0,to que R(x) = 0. AsI (x2 + px + ) será un factor cuadrático.
 Para obtener una fOrmula explicita de Ia ecuaciOn (3.7.5), sustituimos (3.7.3) y(3.7.4) y reescribimos la ecuaciOn resultante como una serie de potencias. Puesto queIa ecuación asi obtenida debe ser igual a Ia ecuaciOn (3.7.1), los coeficientes deiguales potencias de x en las dos ecuaciones deben ser idénticos. Al igualar los coefi-cientes para los mismos órdenes, encontramos las relaciones:
 aN = bN
 aN_l =bN_l +pbN
 aN_2 = bN_2 + pbNl + qb
 a2 = b2 + ph3 + qb4
 a1 = b1 + pb2 + qb3
 a0=b0 +qb2
 Al reescribir la ecuación (3.7.6), los coeficientes bN hasta b0 se pueden calcular enorden descendente como
 bN = a
 bN_l = aN_1 pbN
 bN_2 = aN_2 - pbN_i - qb
 b2 = a2 - ph3 - qb4
 = a1 - ph2 - qb3
 b0 = a0 - qb2
 Consideremos ahora p y q en Ia ecuación (3.7.5) como estimaciones arbitrariaspara los valores exactos 15y Los términos de b0(, ) y b1(, 7) se pueden de-sarrollar en una serie de Taylor alrededor de p y q:
 b0(, ) = b0(p, q) + + Aq(0) +... (3.7.8a)
 = b1(p,q) + Ap(1 + Aq() +... (3.7.8b)
 donde
 i\p=j5p, Aq=jq
 (3.7.6)
 (3.7.7)
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 y las derivadas parciales se evalüan en p y q. Obsérvese que los lados izquierdos deLas ecuaciones (3.7.8a) y (3.7.8b) se anulan, debido a quey son valores exactos.Si truncamos Los Lados derechos de las ecuaciones (3.7.8a) y (3.7.8b) después de Lostérminos de las derivadas de primer orden obtenemos
 + A('0) = b0(p, q) (3.7.9a)
 Ap(0b1) + = b1(p, q) (3.7.9b)
 Los valores numéricos de los lados derechos de las ecuaciones (3.7.9a) y (3.7.9b)se evalüan mediante Las ültimas dos ecuaciones de la ecuación (3.7.7). Si se conocenlas derivadas parciales, se pueden resolver las ecuaciones (3.7.9a) y (3.7.9b) paraApy Aq.
 Las derivadas parciales de las ecuaciones (3.7.9a) y (3.7.9b) se evalüan en for-ma recursiva, calculando las derivadas parciales de todas las ecuaciones que apare-cen en la ecuación (3.7.7):
 (bN)P = 0
 (bN- 1)p = - bN - p(bN)
 (bN- 2)p = - bN -1 - p(b - i),, - q(bN)
 (3.7.10)
 (b2) = b3 - p(b3) - q(b4)(b1) = b2 - p(b2) - q(b3)(b0) = - q(b2)
 y
 (bN)q = 0
 (bN_l)q = 0
 (bN_2)q = bN
 (3.7.11)
 (b2)q = P(b3)q b4 - q(b4)q
 (bi)q P(b2)q - b3 - q(b3)q
 (bo)q = - - q(b2)q
 donde los subindices p y q denotan las derivadas parciales con respecto a p y q, res-pectivamente. Las iiltimas dos ecuaciones de (3.7.10) y las ültimas dos ecuaciones de(3.7.11) dan los valores de las derivadas parciales en Ia ecuación (3.7.9).
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 Se hace una implantación del método de Bairstow como sigue:
 Se efectüa una estimación inicial para p y q y se calculan b0 y b1 mediante laecuación (3.7.7).Se calculan (b0), (b1), (bo)q Y (bi)q mediante las ecuaciones (3.7.10) y (3.7.11) (to-das las ecuaciones deben evaluarse en forma recursiva).Se resuelve la ecuación (3.7.9) en términos de Ap y ,q.Se obtienenymediante = p + Ap y q + Aq, respectivamente.
 Se itera todo el proceso desde a) hasta d) utilizando Los valores 5y deL paso ante-rior como estimaciones actualizadas para p y q.
 Una ventaja significativa del método de Bairstow es que en La mayoria de Losproblemas, la iteración converge a uno de los factores cuadráticos, independiente-mente de La estimación inicial para p y q, aunque a veces La iteración no converja.También se obtienen de manera automática los coeficientes del polinomio reducidoG(x). AsI, para encontrar otro factor cuadrático, se puede aplicar nuevamente elmétodo de Bairstow al polinomio reducido G(x). Si se repite esto hasta que eL ordendel polinomio reducido sea menor que 2, se pueden encontrar todos Los factorescuadráticos. Por otro Lado, una desventaja es que La precision de las raices encontradaspor el método quizá no sea buena. Por lo tanto, es recomendabLe mejorar La preci-sión aplicando el método de Newton para cada raIz. La precision es pobre, particu-Larmente si eL polinomio tiene raices multiples. Se cuenta con el método de Bairstowmediante el PROGRAMA 3-7. Para obtener más informaciOn véase Isaacson/Keller;Shoup; Gerald/Wheatley.
 La iteraciOn QR explicada en la secciOn 7.4 también se puede utiLizar paraencontrar las raices de un polinomio.
 Ejemplo 3.9
 Por medio del PROGRAMA 3-7, encuentre los factores cuadráticos de IaecuaciOn:
 y = 3.3 + O.5x + 2.3x2 - 1.1x3 + x4
 (Soluciôn)
 En Ia figura E3.9 se presenta Ia salida del PROGRAMA 3-7 para este proble-ma. La salida muestra que: 1) P = 0.9 y Q = 1 .1, por to que el factor cuadráticoes x2 + O.9x + 1.1; 2) las raices del factor cuadràtico son 0.45 ±0.94736iy 3) el polinomio reducido es
 x2 - 2x + 3
 el cual es otro factor cuadràtico.Los factores exactos son (x2 + O.9x + 1 .1) y (x2 - 2x + 3). Asi, el pri-
 mer factor cuadrático hallado es exacto, pero el segundo tiene cierto error. En
 general, el primer factor cuadràtico hallado es el más preciso, mientras que lospolinomios reducidos se vuelven cada vez menos precisos.
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 RESIJMEN DE ESTA SECCIÔN
 El método de Bairstow encuentra un factor cuadrático de un polinomio, a partirdel cual se calculan una pareja de ralces.Puesto que las ralces complejas siempre aparecen como una pareja de complejosconjugados (cuando todos los coeficientes de un polinomio son ralces), se pue-den calcular las raices complejas sin algebra compleja.Al repetir la aplicaciOn del método al polinomio reducido, se pueden hallar todoslos factores cuadráticos.Los errores de los polinomios reducidos y los factores cuadrãticos aumentan alaplicar el método repetidamente.La precision de las ralces encontradas puede ser pobre, por lo que ésta debe me-jorarse mediante otro método.La iteración tal vez no converja para ciertos problemas.
 PROGRAMAS
 PROGRAMA 3-1 Método de bisecciôn
 A) Explicaciones
 El PROGRAMA 3-1 encuentra una raIz de una ecuación mediante el método de bisec-ción.
 CSL/F3 -7 ESQUEMA DE BAIRSTOW
 ORDEN DEL POLINOMIO?4A( 0)?3.3
 0.5
 2.3
 -1.1
 1TOLERANCIA?0. 00001
 P = 0.900000 Q = 1.100000FACTOR CUADRATICO= X**2 + ( 0.90000 X) 1.10000)
 LAS RAICES DEL FACTOR CUADRATICO SON-0.450000 + 0.947365 I-0.450000 - 0.947365 I
 COEFICIENTES DEL POUNOMIO REDUCIDOORDEN COEFICIENTES
 0 3.0000001 -2.0000002 1.000000
 Figura E3.9 Ejemplo de salida del PROGRAMA 3-7
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 Antes de ejecutar el programa, hay que definir Ia ecuación a resolver en la fun-ciOn FUN, Ia cual tiene un polinomio cUbico como ejemplo en el listado que semuestra. Cuando el programa se ejecuta, se pide Ia entrada. Después de que el con-tador de Ia iteración se inicializa en cero, se encuentran los valores dey parax = A y
 = C liamando a FUN, Ia cual detiene Ia ecuación a resolver: YA y YC son los valo-
 res de la funciOn en x = A y x C, respectivamente. Sin embargo, si F = 0 para x= A o x = B, el programa se detiene. Si el producto YA * YC es positivo, el progra-ma se va a S-200 y se detiene después de imprimir un mensaje. Esto se debe a que nohay una rajz a encontrar cuando los signos de Ia funciOn en los dos puntos extremosson iguales. Si el producto tiene un signo negativo en S-50, el programa pasa a S-60donde el contador de las iteraciones IT se incrementa en uno. El punto medio B secalcula en S-70. Se ericuentra el valor de Ia función para x = B y se guarda en YB.En S-90 se determina en cuál de los intervalos [A, B] o [B, C] se encuentra Ia rajz: Siel producto YA * YB no es positivo, el intervalo [A, B] contiene Ia raiz; en casoconirario, el intervalo [B, C] Ia contiene. De cualquier manera, el valor de C o A seact ualiza en S-lOO o S-I 10 y el programa regresa a S-60 para el siguiente paso de ite-ración.
 B) Variables
 A, C: valores de x en los puntos extremos actualesEP: toleranciaIL: máximo nümero de pasos de iteración permitidosIT: contador de pasos de iteraciOn
 YA, YC: valores de Ia funciôn en dos puntos extremos actualesF: valor funcional en x
 C) Listado
 C CSL/F3 -1 . FOR ESQUEMA DE BISECCIONPRINT *PRINT *, 'CSL/F3 -1 ESQUEMA DE BISECCION
 16 PRINT *, COTA INFERIOR: A ?PJ *
 PRINT *, 'COTA SUPERIOR: C ?READ *
 PRINT *, TOLERANCIA: EP ?READ *,EpPRINT 'LIMITE DE ITERACIONES: IL ?
 *
 PRINT *, IT. A B C
 * F(C) ABS(F(C)-F(A))/2'
 Tolerancia
 Lmniite de iteracionesF(A) F(B)
 IT=0 Inicialización del contador de iteraciones30 YA=FUN(A)
 YC=FUN (C)50 IF (YA*YC .GT. 0) GOTO 20060 IT=IT+170 B= (A+C) /2 B es el punto medio
 YB=FUN(B)PRINT 80, IT,A,B,C,YA,YB,YC,ABS(YCYA) /2
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 80 FORMAT (14, 3F9.4, lx, 1P3E1O.2, 2X, 1PE1O.3)IF (IT .GT. IL) THEN El nümero de iteraciones debe compararse con el ilmite
 PRINT *, 'SE HA EXCEDIDO EL LIMITE DE ITERACIONESGOTO 205
 ENDIF71 IF (ABS(B-A) .LT. EP) THEN
 PRINT *, SE HA SATISFECHO LA TOLERANCIAGYTO 205
 ENDI F90 IF (YA*YB .LE. 0) THEN
 C=BYC=YB
 ELSE110 A=B
 YA=YBENDI F
 GOTO 60C200 PRINT *, 'YA*YC ESPOSITIVO'
 GOTO 210205 PRINT *
 PRINT *, 'RESULTADO FINAL: RAIZ APROXIMADA = ', BPRINT *PRINT *
 210 PRINT *, 'OPRIMA 1 PARA CONTINTJAR 0 0 PARA TERMINARREAD *,KSIF(KS.EQ.1) GOTO 16STOPEND
 C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
 FUNCTION FUN(x)FtJ1\I=X*X*X 3*X*XX+3RETURflEND
 D) Ejemplo de salida
 CSL/F3 -1 ESQUEMA DE BISECCIONCOTA INFERIOR: A ?0COTA SUPERIOR: C ?3
 TOLERANCIA: EP ?o. 0001LIMITE DE ITERACIONES: IL ?
 Define la función a resolver
 20
 IT. A B C F(A) F(B) F(C) ABS(F(C)-F(A))/21 0.0000 1.5000 3.0000 3.00E+00 -1.88E+00 0.00E+00 1.500E+002 0.0000 0.7500 1.5000 3.00E+00 9.84E-01 -1.88E+00 2.438E+003 0.7500 1.1250 1.5000 9.84E-01 -4.98E-01 -1.88E+00 1.430E+004 0.7500 0.9375 1.1250 9.84E-01 2.50E-01 -4.98E-01 7.412E-015 0.9375 1.0313 1.1250 2.50E-01 -1.25E-01 -4.98E-01 3.739E-016 0.9375 0.9844 1.0313 2.50E-01 6.25E-02 -1.25E-01 1.874E-017 0.9844 1.0078 1.0313 6.25E-02 -3.12E-02 -1.25E-01 9.373E-02
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 SE HA SATISFECHO LA TOLERANCIA
 RESULTADO FINAL: RAIZ APROXIMADA = 1.0000310PRIMA 1 PARA CONTINUAR 00 PARA TERMINAR
 PROGRAMA 3-2 BUsqueda de raices
 Explicaciones
 Este programa busca intervalos que contengan raIces de una funciOn. La entradaconsiste en los lImites inferior y superior de x para la büsqueda y un tamaño del in-tervalo /1. Los intervalos en donde cambia el signo de la función (que contienen unao un nUmero impar de ralces) se imprimen. El programa FUNC define la ecuación aresolver y se puede cambiar para los problemas propios del lector.
 Antes de ejecutar el programa, el usuario debe definir la ecuación a resolver enFUNC, que por el momento tiene el problema del ejemplo 3.2. Cuando se ejecuta elprograma, la computadora pide en forma interactiva tres parámetros de entrada, A,B y H. Asi, el valor de X se designa como el limite inferior para la büsqueda y el con-tador de intervalos es I = 0. En el subprograma se calcula el valor de Ia funciôn parael valor actual de x. Para I = 1 el programa brinca a S-40. Para I > 1, se verifica elproducto de Y y YB, donde YB es el valor de Y para el valor anterior de X. Si el pro-ducto es negativo, se imprimen los valores de X - H y X como un intervalo que con-tiene un nümero impar de raices. En la linea siguiente a S-40, se remplaza YB por elactual Y; X se incrementa en H a continuación el programa va a S-20. El programase detiene si X excede a B, el limite mãximo.
 Variables
 limite inferior de x para la büsquedalimite superior de x para Ia büsquedatamaflo de los intervalos, h
 Y: valor de la funciôn en xYB: valor de la función en x - h
 contador de intervalos
 8 0.9844 0.9961 1.0078 6.25E-02 1 .56E-02 -3.12E-02 4.687E-029 0.9961 1.0020 1.0078 1.56E-02 -7 .81E-03 -3.12E-02 2.344E-02
 10 0.9961 0.9990 1.0020 1.56E-02 3 .91E-03 -7 .81E-03 1.17 2E-0211 0.9990 1.0005 1.0020 3.91E-03 -1 .95E-03 -7 .81E-03 5.859E-0312 0.9990 0.9998 1.0005 3.91E-03 9 .76E-04 -1 .95E-03 2930E-0313 0.9998 1.0001 1.0005 9.76E-04 -4 .88E-04 -1 .95E-03 1.465E-0314 0.9998 0.9999 1.0001 9.76E-04 2 .44E-04 -4. 88E-04 7 .323E-0415 0.9999 1.0000 1.0001 2.44E-04 -1.22E-04 -4. 88E-04 3.662E-04
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 Listado
 C CSL/F3 -2 FOR BUSQUEDA DE RAICESprint *PRINT *, 'CSL/F3 -2 BUSQUEDA DE RAICES'PRINT *PRINT *, 'INICIAL X ?
 pj) *,PRINT *, 'FINAL X ?
 PEAD *,BPRINT *, 'INCREMENTO DE X ?'
 REAl) *,HPRINT *
 1=0 ! Injcialización del nümero de intervalosX=A
 20 1=1+1IF (X .GT. B) THENGOTO 45ELSE
 Y = FUNC(X)IF (I.EQ.1.OR.Y*YB .GT. 0) GOTO 40PRINT *PRINT 90, X-H,X
 END IF90 FORMAT (' UN INTERVALO QUE PUEDE CONTENER UNA RAIZ: [',
 F10.6,','F10.6,']')40 YB=Y
 X=X+HGOTO 20
 45 PRINT *PRINT *, FINDELABUSQUEDA'PRINT *PRINT *, 'OPRIMA 1 PARA CONTINUAR 00 PARA TERMINAR'READ *,KSIF(KS.EQ.1) GO TO 1STOPEND
 C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
 FUNCTION FUNC (X) ! Define la ecuación a resolver.FUNC = -19*(X-.5)*(X-1)+EXP(X)-EXP(-2*X)RETURNEND
 Ejemplo de salida
 CSL/F3 -2 BUSQUEDA DE RAICES
 INICIAL X ?-10FINAL X ?10INCREMENTO DE X ?1UN INTERVALO QUE PUEDE CONTENER UNA RAIZ:UN INTERVALO QUE PUEDE CONTENER UNA RAIZ:UN INTERVALO QUE PUEDE CONTENER UNA RAIZ:
 ','' FINDELABUSQUEDA
 0.000000, 1.000000]1.000000, 2.0000001
 1 6.000000, 7.000000]
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 INICIAL X?0FINAL X?1INCREMENTO DE X?0.001UN INTERVALO QUE PUEDE CONTENER UNA RAIZ: [ 0.405998, 0.4069981
 * * * FIN DE LA BUSQUEDA
 PROGRAMA 3-3 Graficaciôn de una función en BASIC
 Explicaciones
 Este programa está diseñado para graficar una función en la pantalla de una micro-computadora y está escrito en BASIC. Para ejecutar el programa, hay que definir lafunciOn en la lInea 910. Al realizarse, el programa pide los datos de entrada comosigue:
 Xmin: ,mInimo de x de la figura?Xmáx: ,máximo de x de la figura?YmIn: mInimo de y de la figura?Ymáx: ,mâximo de y de la figura?M: nümero de intervalos para graficar la curva?
 La curva se grafica uniendo dos puntos consecutivos mediante IIneas rectas. Sici valor de M dado en Ia entrada es pequeno, se dibujará una curva no lisa, pero si elnümero es muy grande se desperdiciará tiempo de cómputo. De cualquier forma, aveces será necesario un nümero muy grande, particularmente cuando una porciôn deIa curva tenga una pendiente muy grande. El valor predeterminado para el nümerode intervaios es 50, por to que si esta entrada se deja en blanco, se conectarãn 50puntos de la curva mediante lIneas rectas.
 Variables
 cota izquierda de Ia abscisacota derecha de Ia abscisa
 Ymin: cota inferior de Ia ordenadaYmáx: cota superior de Ia ordenadaY, X: coordenadas
 PASOI: intervalo entre las marcasM: nümero de intervalos; en cada uno de los cuales la curva se aproxima por
 una lInea recta
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 C) Listado
 1 PRINT: PRINT "CSL/B3 -3 GRAFICACION (BASIC, IBM PC)2:11 PRINT12 PRINT" * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ** * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ** * * * * * * * * * * * * * *13 PRINT" Para regresar a la pantalla norma' después de gra.ficar, oprima la tecla FlO.14 PRINT" * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ** * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ** * * * * * * * * * * * * * *15 PRINT18 PRINT"INTRODUZCA A CONTINTJACION LA FRONTERA IZQUIERDA, DERECHA, INFERIOR Y SUPERIOR20 INPUT "Xxnin ";A DE LA GRAFICA"25 INPUT "Xmax ";B30 INPUT "Ymin ";YMIN35 INPUT "Ymax ";YMAX40 INPUT "NUMERO DE INTERVALOS"60 DOTX=4 00: DOTY=250: SCREEN 0: SCREEN 270 PRINT "xlrL{n=" ;A;" xm.x=" ;B: PRINT"ymin=" ;YMIN;" ymx=" ;YMAX80 SCREEN 290 DX(B-A)/M :X=A:GOSUB 900: XOX:YOY95 GOSUB 870100 FOR X= A+DX TO B STEP DX105 X1=X110 GOSUB 900: Y1 Y220 GOSUB 800230 XOX1:YOY1240 NEXT250 X0=0:X1=0:Y0=YMIN:Y1=YMAX:GOSUB 800260 Y00:Y10:XOA :X1B :GOSUB 800265266 PRINT: PRINT" Distancia entre las marcas de los intervalos:"270 1X1 INT(A) :1X21NT(B) :PASOI: IF (1X2-IX1)>20 THENPASO=10275 FOR 1= IX1 TO 1X2 STEP PASO: X01:X11: Y00: Y1(YMAX-YMIN)/50276 GOSUB 800277 NEXT :PRINT" x:";ISTP278280 IX1 INT(YMIN) :1X2=INT(YMAX) :PASOI: IF (1X2-IX1)>20 THEN ISTP=10285 FOR 1= IX1 TO 1X2 STEP PASO: Y01:Y1'I: X00: X1(B-A)/100290 GOSUB 800291 NEXT: PRINT" y:"; PASO:PRINT295300 FOR WW=1 TO 10000:NEXT:STOP310800 REM SUBRUTINA para trazar una linea810 XXI=(X0-A) *z+30820 XX2=(X1-A)*AX+30830 YYI=DOTY*1.1- (Y0-YMIN)*AY840 YY2DOTY*1 .1- (Yl-YMIN) *Ay: LINE (XX1,YY1) - (XX2,YY2)850 RETURN855860 REM870 AX=]XYTX/(B-A)880 AY=DO'I'Y/ (YMAX - YMIN): RETURN885900 REM SUBRUTINA para definir la funciOn910 YSIN(X) : RETURN
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 D) Ejemplo de salida
 CSL/B3-3 GRAFICACION (BASIC)
 Si desea regresar a la pantalla normal después de graficar, oprima la tecla FlU.******* ******* *********************************************************
 INTRODUZCA A CONTINUACION LA FRONTERA IZQUIERDA, DERECHA, INFERIOR Y SUPERIOR DEXmIn? 1 LA GRAFICA
 Xmáx ? 11YmIn ? 5Ymx ? 5Nümero de intervalos? 100
 xmIn=-i xnx 11n1n=-5 5
 Distancia entre las marcas de los intervalosX: 1
 y: 1
 3LOADN 4SAUE' 5CO1ITF 6,'LPTI 7TROtIF 8TROFFF 9XEY SCRETh
 Figura 3.11 Ejemplo de una gráfica realizada por el PROGRAMA 3-3
 PROGRAMA 3-4 Método de Ia falsa posicion modificada
 A) Explicaciones
 Este programa encuentra Ia raiz de una funciôn mediante el método de La faisa posi-ción modificada.
 El usuario debe definir Ia ecuación a resolver en el subprograma FUNC, La cuales actuaimentef(x) = tan (x) - x -0.5. El flujo del cálcuio es muy similar aide!
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 PROGRAMA 3-1, excepto que YA o YC se dividen a la mitad cuando los contadores deextremos fijos, KI o KD, respectivamente, se vuelven mayores que uno.
 Variables
 Las mismas del PROGRAMA 3-1 excepto
 KI: contador del extremo fijo izquierdoKD: contador del extremo fijo derecho
 Listado
 C CSL/F3 -4. FOR ESQUEMA DE LA FALSA POSICION MODIFICADAPRINT *PRINT *, 'CSL/F3 -4. FOR ESQUEMA DE LA FALSA POSICION MODIFICADA'PRINT *, 'COTA INFERIOR: A ?'
 p]) *,APRINT * 'COTA SUPERIOR: C ?'
 READ *CPRINT *, 'TOLERANCIA: EP ?'
 p *,EpPRINT *, 'LIMITE DE ITERACIONES: IL ?'
 *,ILPRINT *YA=FUNC (A)YC=FUNC (C)PRINT 10
 10 FORMATit (' IT.NO.',6X,'A',11X,'B',I1X,'C',IIX,'YA',1OX,'YB',1OX,'YC')IT=0KI=1KD1
 30 IT=IT+1IF (IT .GT. IL) THEN
 PRINT * SE HA EXCEDIDO EL LIMITE DE ITERACIONES'GO TO 110
 END IFGR= (YC-YA) I (C-A)BB=BB=-YA/GR+AYB= FUNC(B)PRINT 70,IT,A,B,C,YA,YB,YC
 70 FORMAT(I3,3X,1P6E12.4)C
 IF(ABS(BB-B) .LT. EP) GOTO 100IF (YA*YB . LE. 0) THEN
 YC=YBC=BKI=KL+1KDOIF( XL .GT. 1) YA=YA/2GOTO 30
 ELSEYA'YBA=BKD = KD + 1K10IF (KD .GT. 1) YC=YC/2GOTO 30
 END IF
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 100 PRINT *' SE HA SATISFECHO LA TOLERANCIA'PRINT *PRINT *,'
 110 PRINT *,' RAIZ APROXIMADA ',PRINT *,'PRINT *STOPEND
 C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *FUNCTION FUNC (X) ! - - Define la ecuacióna resolverFtJNCTPN(X)-X-.5
 EVR1END
 D) Ejemplo de salida
 CSL/F3 -4. FOR ESQUEMA DE LA FALSA POSICION MODIFICADACOTA INFERIOR: A ?0COTA SUPERIOR: C ?1.5TOLERANCLA: EP ?0. 0001LIMITE DE ITERACIONES: IL ?20
 IT.NO. A B C YA YB YC1 0.0000E00 5.9517E-02 1.5000E+00 -5.0000E-01 -4.9993E-01 1.2101E+012 5.9517E-02 1.6945E-01 1.5000E+00 -4.9993E-01 -4.9836E-01 6.0507E+003 1.6945E-01 3.5763E-01 1.5000E+00 -4.9836E-01 -4.8393E-01 3.0254E+004 3.5763E-01 6.3451E-01 1.5000Ei-00 -4.8393E-01 -3.9846E-01 1.5127E+005 6.3451E-01 9.3315E-01 1.5000E+00 -3.9846E-01 -8.3427E-02 7.5634E-016 9.3315E-01 1.0356E00 1.5000E+00 -8.3427E-02 1.5097E-01 3.7817E-017 9.3315E-01 9.6961E-01 1.0356E+00 -8.3427E-02 -1.1622E-02 1.5097E-018 9.6961E-01 9.7433E-01 1.0356E+00 -1.1622E-02 -1.4935E-03 1.5097E-019 9.7433E-01 9.7552E-01 1.0356E+00 -1.4935E-03 1.0919E-03 7.5485E-0210 9.7433E-01 9.7502E-01 9.7552E-01 -1.4935E-03 -1.6689E-06 1.0919E-0311 9.7502E-01 9.7502E-01 9.7552E-01 -1.6689E-06 1.7881E-07 1.0919E-03
 SE HA SATISFECHO LA TOLERANCIA
 RAIZ APROXIMADA = 0 .9750172
 PROGRAMA 3-5 Método de Newton
 A) Explicaciones
 Este programa calcula una raiz real con una estimaciOn inicial.La ecuaciOn a resolver y su primera derivada se definen en el subprograma
 FUNC. Se da como entrada la estimaciôn inicial para x. En S-20, el contador de ite-ración se incrementa en uno. En cada iteración se encuentran X y XD liamando aFUNC, y a continuación se actualiza X mediante el método de Newton. La iteración
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 termina si la diferencia entre dos valores consecutivos de x es menor que la toleran-cia especificada como entrada; el programa se detiene.
 B) Variables
 valor de xXB: valor anterior de x
 valor de y para el valor actual de xYD: y' para el valor actual de x
 I: contador de pasos de iteración
 C) Listado
 C CSL/F3 -5. FOR ESQUEMA DE NEWTONC LA ECUACION A RESOLVER Y SU DERIVAD4 SE DEFINENC EN LA SUBRUTINA FUNC
 PRINT*PRINT*, 'CSL/F3 -5 ESQUEMA DE NEWTON'PRINT*PRINT*, 'TOLERANCIA?'READ *,EpPRINT *
 5 pPINT* '.ESTIMACION INICIAL PARA LA RAIl?'READ *, xXBX1=0PRINT *PRINT *, IT.NO. N X(N-1) Y(N-1) X(N)'
 20 1=1+1CALL FUNC(X,Y,YD)X = X - Y/YD - - Esquema de Newton: encuentra la nueva z.PRINT 30, I,XB,Y,X
 30 FORMAT(1X,15,3X,1P4E14.6)IF (ABS (X - XB) . GE. EP) THEN 1 - - Prueba de convergencia
 XB=XGO TO 20END IF
 PRINT *40 PRINT*,'
 PRINT*,' SOLUCION FINAL' , xPRINT*,'PRINT *PRINT*PRINT*, 'PARA CONTINUAR, OPRIMA 1'READ *,KIF(K.EQ.1) GOI'O 5PRINT*END
 C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ** *
 SUBROUTINE FONC(X,Y,YD) I - - Calculayyy'.Y=X**3 - 5.0*X**2 + 6.*XYD=3.0*X**2-10.0*X + 6.RETUR1END
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 D) Ejemplo de salida
 CSL/F3 -5 ESQUEMA DE NEWTON
 TOLERANCIA?0. 00001ESTIMACION INICIAL PARA LA RAIZ?
 SOLUCION FINAL = 3.000000
 ESTIMACION INICIAL PARA LA RAIZ?
 SOLUCION FINAL= 2.000000
 PROGRAMA 3-6 Método de Newton para races complejas
 Explicaciones
 Esta es otra version del método de Newton para determinar las raIces de un polino-mio. Puesto que se utiliza el algebra compleja, este programa también puede calcu-lar raIces complejas. Sin embargo, para encontrar una raiz compleja, hay que dar unvalor complejo como estimaciOn inicial.
 El orden del polinomio (N) y los coeficientes del polinomio se definen en la ins-trucciOn DATA. La entrada interactiva de los datos necesarios para cada ejecuciOnson las partes real e imaginaria de la estimaciOn inicial.
 Variables
 N: orden del polinomioA(I): coeficientes de los términos de un polinomio
 X: variable independiente (valor complejo)F: valor k la funciOn (variable compleja)
 FD: derivada (variable compleja)
 1.4IT.N0. N X(N-1) Y(N-1) X(N)
 1 1.400000E+00 1. 344000E+00 2. 033962E+002 2.033962E+O0 -6.67 3241E-02 1. 999361E+003 1.999361E+00 1.2779 24E- 03 2. 000000E004 2.000000E+00 9. 536743E- 07 2. 000000E+00
 40IT.N0. N X(N-1) Y(N-1) x(N)
 1 4.000000E+00 8.000000E+00 3.42857 1E+002 3.428571E+00 2.099123E+00 3.127 820E+003 3.127820E+00 4.508972E-01 3.017 077E+O04 3.017077E+00 5.240059E-02 3.00037 6E+005 3.000376E+00 1.127243E-03 3. 000000E+006 3.000000E00 1.907349E-06 3. 000000E+0O
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 C) Listado
 C CSL/F3 -6 . FOR METODO DE NEWTON PARA ENCONTRAR LAS RAICES COMPLEJASC DE UN POLINOMIOC
 COMPLEX F,FD,X,XBDIMENSION A(10)DATA N/2/ ! - - N es ci orden del polinomioDATA A/4 . 0, -1. 0, 1 . 0, 7 * 0. 0/ ! - - Coeficientee de las potenciasPRINT *PRINT *,ICSL/F3-6PPRINT * 'METODO DE NEWTON PARA ENCONTRAR LAS RAICES COMPLEJAS DE UNPRINT* POLINOMIO'NP=N+1PRINT * ESTIMACION INICIAL PARA X:'PRINT *, i--- ,PARTE REAL?READ *, XRPRINT *, - - - PARTE IMAGINARIA (DISTINTA DR CERO)?'READ *, XIX=CMPLX (XR, XI)ITO - - Se inicializa ci contador de las iteracioneePRINT *PRINT *,PRINT *,' IT.NO. X FUNCION'PRINT *,
 30 IT=IT+1XB=XCALL FFD (N, A, X, F, FD)X=X - F/ED ! - - Actualizax mediante ci método de NewtonPRINT 40,IT,XB,F
 40 FORMPT(I4, ' (',1P2E12.5,') (',1P2E11.4,')')IF (CABS (X-XB) .LT.0.00001) GOTO 60IF(IT.GT.50) GOTO 60
 50 GOTO3O60 PRINT *,'
 PRINT*, 'RESULTADO FINAL =' , XPRINT *,lPRINT*PRINT*,I OPRIMA 1 PARA CONTINUAR 00 PARA TERMINAR'READ *IF (K.EQ.1) THEN
 PRINT*PRINT*, 'SIG(JIENTE ESTIMACION DE X?GOTO 1
 END IFPRINT *END
 C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
 SUBROUTINE FFD(N,A,X, F, ED) ! - - Encuentra los valoree defy fpaia xCOMPLEX F, ED, XDIMENSION A(1)F=CMPLX (A (1) , 0. 0)
 FENPLX (0. 0, 0. 0)DO 10 I=1,N
 F=F+Q4PLX(A(I+1),0.0)*X**IC=A(I+1) *FTAT(I)FD=FD+CMPLX(C, 0.0) *X** (I-i)
 10 CONTINUERETUR1END

Page 120
                        

100 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 D) Ejemplo de salida
 CSL/F3-6METODO DE NEWION PARA ENCONTRAR LAS RAICES COMPLEJAS DE UN POLINOMIO
 ESTIMACION INICIAL PARA X:- - .PARTE REAL?1.0- - - PARTE IMAGINARIA DISTINTA DE CERO)?1.0
 RESULTADO FINAL = (0.5000000,1.936492)
 PROGRAMA 3-7 Método de Bairstow
 Explicaciones
 Este programa calcula un factor cuadrático de un polinomio y en seguida encuentralas ralces del factor cuadrático.
 Todos los datos de entrada se dan en forma interactiva. Los datos de entradanecesarios incluyen el orden del polinomio, los coeficientes del polinomio en ordencreciente de potencias, asi como la tolerancia de convergencia.
 La parte principal del programa comprende desde S-70 hasta S-300. Antesde entrar a esta parte por primera vez, las estimaciones iniciales parap y q son cero.(Dichas estimaciones iniciales pueden cambiarse a otros valores, particularmente siaparece un error aritmético.) En S-300 se verifica la convergencia de la iteración: sila suma de los valores absolutos de Ap y Lq son mayores que la tolerancia, elprograma regresa a S-70 para repetir los cálculos con los valores revisados dep y q.Si la prueba de convergencia es positiva, el programa imprime el resultado final.
 Si aparece en S-280 "division entre cero" (un incidente raro pero impredeci-ble), se vuelve a ejecutar el programa con un conjunto diferente de estimaciones mi-
 ciales para p y q.
 Variables
 A(I): coeficientes del polinomio, a (entrada)B(I): coeficientes b, en las ecuaciones (3.7.3) y (3.7.4)
 BP(I), BQ(I): (b1) y (q,)q, respectivamenteTL: tolerancia de la convergencia
 IT.NO. X FUNCION
 1 ( 1.00000E+00 1.00000E+00) 3.0000E+00 1.0000E+00)2 ( 0.00000E+00 2.00000E+00) 0.0000E+00-2.0000E+00)3 ( 4.70588E-01 1.88235E+00) 2.0761E-01-1.1073E-01)4 ( 5.00854E-01 1.93703E+00) (-2.0733E-03 3.3094E-03)5 ( 5.00000E-01 1.93649E+00) 7.1526E-07 9.5367E-07)
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 N: orden del polinomio (entrada)P, Q: p y q, respectivamente
 DN: determinante de los coeficientes de Ia ecuación (3.7.9)DP, DQ: p y q, respectivamente
 C) Listado
 C CSL/F3 -7. FOR ESQUEMA DE BAIRSTOW
 DIMENSION A(0:10),B(0:1O),Bp(0:10)BQ(O:10)PRINT *PRINT *, 'CSL/F3 -7 ESQUEMA DE BAIRSTOW'DO 10 1=0,10
 A(I)=0B(I)=0BP(I)=0BQ(I)=0
 10 CONTINUEPRINT *PRINT *, 'ORDEN DEL POLINOMIO?'READ *, N
 ! Lee los coeficientesDO 15 1=0, N
 WRITE (6,20) IREAD *, A(I)
 15 CONTINUE20 FORMAT (' A(', 12,')?')
 PRINT *, 'TOLERANCIA?'READ (5,*) TLP0 ! Imcializa P y Q (valores arbitrarios)Q=0
 70 DO 78 IN, 1, -1! Comienza ci esquema de Bairstow
 B(I)=A(I) -P*B(I+1) -Q*B(I+2)78 CONTINUE32 B(0)=A(0)-Q*B(2)
 DO 140 I=N,1, -1BP(I) = -B(I+1)P*BP(I+1)Q*Bp(I+2)BQ(I)=-P*BQ(I+1) -B(I+2) -Q*BQ(I+2)
 140 CONTINUEBP(0)=-Q*BP(2)BQ(0)=-Q*BQ(2)B(2)DN= BP(0)*BQ(1)BP(1)*BQ(o)DP=(B(0)*BQ(1)B(1)*BQ(o))/DNP=P-DPD(B(1) *Bp(0) -E(0) *Bp(1) ) /DNQ=Q-DQ
 300 IF (ABS(DQ)+ABs(Dp) .GT.TL) GOTO 70PRINT *
 ! Pasa la prueba de convergenciaPRINT *,'PRINT 310,P,Q
 310 FORMAT(' P ',F12.6, Q = ',F12.6)PRINT *PRINT 340, P,Q
 340 FORMAT (' FACTOR CUADRATICO = X-2 + (',FlO. 5,' X) + (',FlO .5,PRINT *PRINT *' LAS RAICES DEL FACTOR CUADRATICO SONZZP*P-4*Q
 ') ')
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 IF (ZZ.GE.0) THENRT=SQRT(ZZ)PRINT 350, (- P+RT) /2, (- P -RT) /2 ! Impnme una pareja de ralces reales
 350 FORNT( 2X,1P2E14.6)GO TO 322
 END IFIF (ZZ.LT.0) THEN
 RT=SQRT ( - ZZ)
 PRINT 360 , - P/2, RT/2 ! Imprime las raices conjugadas complejas360 FORMPT( F12.6,' +',F12.6,' I')
 PRINT 390 , -P/2, RT/2390 FORM.T( F12.6,' -',F12.6,' I')
 END IF322 PRINT *
 PRINT *, 'COEFICIENTES DEL POLINOMIO REDUCIDO'PRINT *' ORDEN COEFICIENTES'DO 325 I=2,N
 PRINT 380, 1-2, B (I) ! Imprime los coeficientes del polinomio reducido325 CONTINUE380 FORMAT( I10,F12.6)
 PRINT *,PRINT *PRINT*PRINT*,' OPRIMA 1 PARA CONTINUAR 00 PARA TERMINARREAD *,KIF(K.EQ.1) GOTO 1PRINT*END
 D) Ejemplo de salida
 Véase el ejemplo 3.9.
 PROBLEMAS
 3.1) Determine La raIz positiva de x2 - 0.9x1.52 = 0 en eL intervalo [1, 2] nflediante el
 método de bisección, con una tolerancia de 0.001.3.2) Encuentre Ia raIz de
 x sen (x) - 0.1 = 0, 0 < x < 1.0
 mediante eL método de bisección, con una toLerancia de 0.001.
 3.3) Calcule la raIz de tan(x) = 3.5 en el intervalo [0, it] mediante el método de bisec-
 ciôn, con una tolerancia de 0.005.3.4) a) Determine un intervalo de tamaño 0.5 para cada raiz positiva de Las siguientes
 ecuaciones, utilizando eL PROGRAMA 3-2:
 f(x) = 0.5e3 - senx = 0, x > 0
 f(x) = 1og(1 + x) - = 0
 b) Grafique las funciones definidas anteriormente en el piano xy, utilizando el PROGRA-
 MA 3-3 y verifique los resultados de a).
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 3.5) a) Determine un intervalo de tamano 0.5 para cada raiz de las ecuaciones siguientesutilizando el PROGRAMA 3-2 y una modificaciôn a! subprograma:
 f(x) = ex - 5x2 = 0
 f(x) = x3 - 2x - 1 0
 iii)f(x)=+2x=OGrafique las funciones antes definidas en el piano xy utilizando el PROGRAMA 3-3 y
 verifique los resultados de a).Calcule la maxima rajz de cada uno de los problemas de 3.5) mediante el método de
 bisecciôn, con una tolerancia de 0.0001.3.6) Encuentre La raiz de
 x(2.1 - 0.5x)"2(1 x)(1.1 - 0.5x)'12
 = 3.69, 0 < x < 1
 en el intervaio [0, 1] por medio del PROGRAMA 3-1 y cambiando el subprograma, con una tole-
 rancia de 0.001.3.7) Encuentre todas las raices positivas de las ecuaciones siguientes mediante el método
 de bisecciôn con una tolerancia de 0.001. (Primero determine un intervalo apropiado para ca-da raIz mediante el PROGRAMA 3-3 o enlistando los valores de La función para valores escogi-dosdex.)
 a)'tan(x)x+l=O, 0<x<3icsen(x) - 0.3ex = 0, x > 0
 x3+x+1=O16x-2Qx3+x2+5x-0.5O
 3.8) Calcule intervalos apropiados para las raices de las siguientes ecuaciones y determi-ne después las raIces mediante el método de bisecciôn (utilice el PROGRAMA 3-1) con una tole-
 rancia de 0.001:
 0.1x3_5x2_x+4+e_x=0loge(x) - 0.2x2 + 1 = 0
 c)x+ 1 =0(x + 3)x
 3.9) Un proyectil de M = 2 gm se ha lanzado en forma vertical al aire y está descendien-do a su velocidad terminal. Dicha velocidad se determina mediante La ecuaciôn gM = Ddragdonde g es La gravedad y M es Ia masa; esta ecuaciOn se puede escribir después de evaluar lasonstantes como
 (2)(9.81)- 1.4 x 105v15 + 1.15 x 105v2
 1000
 donde v es la velocidad terminal en m/seg. El primer término del lado derecho representa la
 fuerza de fricciôn y eL segundo La fuerza de la presiôn. Determine la velocidad terminal me-diante el método de bisecciôn, con una tolerancia de 0.001.
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 3.10) La configuraciOn superficial de Ia aeronave NACA 0012 de longitud de arco 1 m ycon espesor máximo de 0.2 m está dada por
 y(x) ±[0.2969/i - 0.126x - 0,3516x2 + 0.2843x3 - 0.1015x4]
 donde los signos más y menos se refieren a las superficies superior e inferior, respectivamente.Determine x, donde el espesor del aparato es 0.1 m por medio del método de bisecciôn. Hagala tolerancia igual a 0.00001. (Existen dos soluciones.)
 3.11) Una masa de 1 kg de CO está contenido en un recipiente a T = 215°K yp = 70bars. Calcule el volumen del gas utilizando la ecuación de estado de van der Waals para ungas no ideal, dada por [Moran/Shapiro]
 P + - (v - b) = RT
 donde R = 0.083 14 bar m3/(kg mol °K), a = 1.463 bar m6/(kg mol)2 y b = 0.0394 m3/kg. De-termine el volumen especifico v (en m3/kg) y compare los resultados con el volumen calculadopor la ecuaciôn del gas ideal, Pv = RT.
 3.12) Encuentre la raIz de f(x) = sen (x) - x + 1 que se sabe está en 1 < x <3, median-te el método de la falsa posición modificada. Detenga los cálculos después de cuatro itera-ciones.
 3.13) Determine las raIces de las siguientes ecuaciones mediante el método de la falsa po-siciOn modificada:
 f(x) = 0.5 exp (x/3) - sen (x), x > 0f(x) = log (1 + x) - x2
 f(x) = exp (x) - 5x2
 d)f(x)=x3+2x-1=Oe) f(x) = Jx + 2
 3.14) La funciôn de transferencia para un sistema está dada por
 F(s)H(s)
 - 1 + G(s)H(s)donde
 G(s) = exp (-0. is), H(s) = K
 Busque las raIces de Ia ecuaciôn caracteristica 1 + G(s)H(s) = 0 para K = 1, 2 y 3 medianteel método gráfico y evalüelas después mediante el método de la falsa posición modificada.
 3.15) Encuentre Ia raIz de
 tan (x) - 0.lx = 0
 en it < x <i.Sir mediante el método de Newton con una calculadora de bolsillo (la tole-rancia es de 0.0001).
 3.16) Encuentre las raices de las ecuaciones del problema 3.7 mediante el método deNewton, con una tolerancia de 0.0001.
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 3.17) Las frecuencias naturales de vibraciOn de una varilia uniforme sujetada por unextremo y libre por ci otro [Thomson] son soluciones de
 cos (/3!) cosh (/3!) + 1 = 0 (A)
 donde
 /3 = pw2/EI= 1 (longitud de la varilia en metros)= frecuencia en scg1
 El = rigidez de flexiOn [Byars/Snyder/Plants]p = densidad dci material de la variiia
 Busque las raIces de Ia ecuaciOn (A) primero mediante ci método gráfico, y determine despuêslos tres vaiores mãs pequcños de /3 quc satisfagan Ia ccuación (A) mediante ci método deNewton.
 3.18) Las frecuencias naturaies de vibraciôn dc una variila sujeta en ambos extremos sa-is facen
 tan(/31)=tanh(f31), /3>0
 donde se supone que I es 1, como en ci probiema (3.17). Utilicc ci método de Newton con baseen una aproximación por diferencias para evaluar la derivada, y determine los vaiorcs máspequcños dc /3> 0 quc satisfagan Ia ccuación anterior. No incluya a /3 = 0 como respuesta.Sugerencia: tanh(x) = [exp(x) - exp(x)]/[cxp(x) + exp(x])
 3.19) Repita ci probiema (3.12) con ci método de Newton.3.20) Encuentre todas las raIces de ia ecuaciôn del problema (3.13) mediante ci método
 de Newton.
 3.21) Dos rakes compiejas de
 y = 2 - x + 2x2 + x4
 son 0.5 + 1 .5i y 0.5 - 0.7i, aproximadamcnte. Utilice cstos valores como suposiciones mi-ciales y encuentre los vaiorcs cxactos dc las dos raIccs compiejas mcdiantc cl método deNewton (use el PROGRAMA 3-6).
 3.22) Una mezcia cquimoiar de monóxido dc carbono y oxigcno aicanza ci cquiiibrio a300°K y a una presión dc 5 atm. La rcacciOn tcórica es
 CO+02 Co2
 La reacción quimica real se escribe como
 CO +02 xC0+(1 +x)02 +(1 x)CO2
 La ecuación dc cquiiibrio quimico para determinar ia fracciôn dci CO restante, x, se escribecomo
 K(1 - x)(3 + x)'12
 = 0<x<1'x(x + 1)112P112
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 donde K,, = 3.06 es la constante de equilibrio para CO + ½ 2 = CO2 a 3000° K y P = 5 esIa presión (Wark, pág. 608]. Determine el valor de x por medio del mëtodo de Newton.
 3.23) Considere la misma reacción quimica del problema anterior, pero que ocurra conla presencia de N2 a Ia presión atmosférica. La reacción real es
 CO+02+3.76N2 xCO+(1 +x)02+(1 x)CO2 +3.76N2
 La ecuaciôn de equilibrio es
 3.06(1 - x)(10.52 + x)1/2
 x(1 + x)'12
 Determine el valor de x por medio del método de Newton.
 3.24) Repita el problema 3.7) con el método de la secante.3.25) Repita el problema 3.8) con el método de la secante.3.26) La ecuaciOn x2 - 2x - 3 = 0 se puede reformular mediante el método de sustitu-
 ción sucesiva como sigue
 (x2 - 3)a)x2
 x = J2x + 3
 (2x + 3)x =
 x=x-0.2(x2-2x-3)
 Las soluciones de La ecuación son x = 3 y x = - 1. Determine en forma gráfica cuáles de lasformulas anteriores convergen cuando se utilizan con la sustituciOn sucesiva para encontrar laraiz x = - 1. Verifique los resultados del enfoque gráfico utilizando el criterio dado por LaecuaciOn 3.7.3). Repita el mismo análisis para x 3.
 3.27) Encuentre todas las soluciones de las ecuaciones del problema 3.4 utilizando IasustituciOn sucesiva en Ia forma
 x = x - cxf(x)
 Sugerencia: determine usando el gradiente de Ia interpolaciOn Lineal ajustada a los dosextremos del intervalo encontrados en el problema 3.4.
 3.28) El coeficiente de La fricciôn f para el flujo turbulento en un tubo estã dado por
 9.35-- = 1.14 - 2.0 loio( +
 ReJj)(correlaciOn de Colebrook)
 donde Re es el nümero de Reynolds, e es la rugosidad de La superficie del tubo y D es eldiámetro del tubo [Shamesj. a) Escriba un programa de computadora para resolver estaecuaciOn en términos def, utilizando el método de sustituciOn sucesiva. b) EvalOeflievando acabo el programa para Los siguientes casos:
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 D = 0.lm, e = 0.0025, Re = 3 X iO
 D = 0.lm, e = 0.0001, Re = 5 x 10
 (Sugerencia: primero reescriba Ia ecuación en la siguiente forma:
 f = (i.i - 2.0 loio[935])_2
 Introduzca una estimación inicial parafen el lado derecho. Reintroduzca de nuevo lafcalcu-lada en el lado derecho y repita esta iteración hasta quefconverja. La estimación inicial puedeigualarse a cero. Los resultados de estos cálculos se pueden verificar con una tabla de Moodyque se puede encontrar en cualquier libro usual sobre mecánica de fluidos.)
 3.29) For medio del método de Bairstow, encuentre todos los factores cuadráticos de:
 x4 - 5x2 + 4 = 0
 2x3 + x2 - x - 7 = 0x4-4x3-7x2+x-3=0x3+9x3-18x+16=0x4 - 16x3 + 72x2 - 96x + 24 = 0
 x6-6x5+14x4-18x3+14x2-6x+1=0
 3.30) Si un polinomio tiene más de un factor cuadrático idéntico, la convergencia delmétodo de Bairstow es pobre y los resultados poco precisos. Los siguientes polinomios tienenraiz sextuple en x 1
 x6-6x5+15x4--20x3+15x2-6x+1=OIntente encontrar todos los factores cuadrãticos mediante el método de Bairstow.
 3.31) Encuentre las raIces de las siguientes ecuaciones por medio del método de Bairstow:
 a) y = 2 - x + 2x2 + x4'b) y=2+4x+3x2+x3
 y = 1.1 - 1.6x - 1.7x2 + x3
 y = 11.55 + 0.325x - 9.25x2 + 1.1x3 + x4
 y=x4-6x3+13x2-12x+43.32) Los siguientes polinomios tienen raices dobles:
 y= 8+12x---2x2-3x3+x4y=4-12x+13x2-6x3+x4
 Encuentre valores aproximados de las raIces de los polinomios anteriores mediante el métodode Bairstow.
 3.33) A continuaciôn se muestra el diagrama de bloques de un sistema dinãmico:
 H H(s)
 0 Salida+
 Entrada -*0 G(s)
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 donde las funciones de transferencia están dadas por
 s+2G(s) -
 s(s + 3)
 KH(s) 2 --s +2s+2Por tanto, La funciOn de transferencia total estã dada por
 G(s)Y(s)
 - 1 + G(s)H(s)
 La respuesta transitoria del sistema está caracterizada por los polos de Y(s), es decir, los cerosde La ecuaciOn caracterIstica
 1 + G(s)H(s) = 0
 Encuentre todos los polos de Y(s) para K 0, 1 y 10 por el mêtodo de Bairstow.3.34) Modifique el PROGRAMA 3-7 para que encuentre en forma automática todos los
 factores cuadráticos.
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4Integracion numérica
 4.1 INTRODUCCION
 Los métodos de integración numérica se pueden utilizar para integrar funcionesdadas, ya sea mediante una tabla o en forma analitica. Incluso en el caso en que seaposible Ia integración analitica, la integración numérica puede ahorrar tiempo y es-fuerzo si solo se desea conocer el valor numérico de la integral.
 Este capitulo analiza Los métodos numéricos que se utilizan para evaluar in-tegrales de una variable:
 I fbf(x) dx
 asi como integrales dobles:
 i = s: f f(x, y) dy dx
 donde las funcionesf(x) yf(x, y) pueden estar dadas en forma analitica o medianteuna tabla.
 Los métodos de integración numérica se obtienen al integrar los polinomios deinterpolaciOn. Por consiguiente, las distintas formulas de interpolación darán porresultado distintos métodos de integración numérica. Los métodos que se estudianen las secciones 4.2 hasta La 4.5 se refieren a las fOrmulas de Newton-Cotes, que sebasan en las fOrmulas de interpolaciOn con puntos de separación uniforme y se de-ducen al integrar las fOrmulas de interpolaciOn de Newton hacia adelante y haciaatrás, asi como la fOrmula de interpolación de Lagrange. A su vez, las formulas deNewton-Cotes se subdividen en las de tipo cerrado y las de tipo abierto. Las reglasdel trapecio y las dos reglas de Simpson pertenecen al tipo cerrado de las fOrmulas de
 109
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 Newton-Cotes. Las cuadraturas de Gauss, analizadas en Ia sección 4.6, se basan enLa interpoLación polinomial, usando Las raices de un polinomio ortogonal, como lospolinomios de Legendre. Los métodos de integración examinados en la secciôn 4.7se apLican a integraLes con lImites infinitos y a las integrates de funciones singulares.La ültima sección describe la integración numérica para integrates dobles.
 En la tabla 4.1 aparece un resumen de las ventajas y desventajas de los méto-dos de integración numérica que se estudian en este capItulo.
 Tabla 4.1 Resumen de los métodos de integraciOn numérica
 Regla del trapecio
 Regla de 1/3 de Simpson
 Regla de 3/8 de Simpson
 Formulas de Newton-Cotes
 Cuadraturas de Gauss
 4.2 REGLA DEL TRAPECIO
 Esta regla es un método de integración numérica que se obtiene at integrar La fôrmu-La de interpolaciôn lineal. Se escribe en la forma siguiente:
 I = lab f(x) dxb - a
 [f(a) + f(b)] + E (4.2.1)
 donde el primer término del lado derecho es la regta del trapecio (formula de integra-ciOn) y Erepresenta su error. En la figura 4. Lse muestra grãficamente la integraciOnnumérica por medio de la ecuaciOn (4.2.1). El area sombreada por debajo de la rectade interpolaciOn (la cual puede denotarse como g(x)) es igual a la integral calculadamediante la regla del trapecio, mientras que el area por debajo de la curvaf(x) es elvalor exacto. Por to tanto, el error de la ecuaciOn (4.2.1) es igual at area entre g(x)yf(x).
 La ecuaciOn (4.2.1) se puede extender a varios intervalos y se puede apticar Nveces at caso de N intervalos con una separaciOn uniforme h (como se muestra en lafigura 4.2) para asI obtener la regla extendida del trapecio:
 I = f f(x) = [f(a) + 2 f(a + jh) + f(b)] + E
 Sencillez. Optima paraintegrales impropias.
 Sencillez. Más precision que Iaregla del trapecio.
 El mismo orden de precisionque La regla de 1/3.
 Utiliza puntos con igualseparaciOn. Se dispone deformulas abiertas y cerradas.
 Más precisiOn que las fórmutasde Newton-Cotes. No se utilizanlos valores de la función en losextremos.
 TransformaciOn exponencial Buena precisiOn para lasdoble integrales impropias.
 Necesita un gran nOmero desubintervalos para una buenaprecisiOn.
 SOlo con un nOmero par deintervalos.
 SOlo con intervalos cuyonOmero sea mOltiplo de tres.
 Las fOrmulas de ordensuperior no necesariamente sonmás precisas.
 Los puntos no están separadosuniformemente.
 Requiere de un cuidado especialpara evitar el desbordamiento oLa division por nOmeros muypequenos.
 Mêtodo Ventajas Desventajas

Page 131
                        

Cap. 4 lntegración numérica 111
 donde h (b - a)/N. La ecuación anterior se puede escribir en la siguiente formaequivalente:
 I=(f0+2f1 +2f2++2fN1 +fN)+E (4.2.2)
 dondefo=f(a),f1=f(a-f-h), y J=f(a+ih).
 Ejemplo 4.1
 El cuerpo de revoluciOn que se muestra en Ia figura E4.1 se obtiene al gi-rar a curva dada por y =- 1 + (x/2)2, 0 x 2, en torno al eje x. Calcule el vo-
 Figura 4.1 Regla del trapecio
 xo xl x2 xi XN Figura 4.2 Regla extendida del trapecio
 x=2 Figura E4.1 Un cuerpo de revoluciOn
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 lumen utilizando Ia regla extendida del trapecio con N 2, 4, 8, 16, 32, 64 y1 28. El valor exacto es! = 11 .7 286. Evalüe el error para cada N.
 (SoIuciôn)
 El volumen estâ dado por
 = f(x)dx
 donde/ /x\2\2
 f(x)=lry +))A continuación aparecen los cálculos para N = 2 y 4:
 N=2: h=2/2=1
 I = [f(0) + 2f(1) + f(2)] = 0.5ir[1 + 2(1.5625) + 4]
 = 12.7627
 N=4: h=2/4=O.5= (0.5/2)[f(0) + 2f(0.5) + 2f(1) + 2f(1.5) + f(2)] = 11.9895
 Las integraciones con los demás valores de N se evalüan mediante el PROGRAMA
 4-1. Los resultados se resumen en Ia tabla E4.2.
 Tabla E4.2
 Valor exacto 11 .7286
 Se puede observar que el error decrece en forma proporcional a h2.
 El error de la regla del trapecio se define como
 b-aE = $a' f(x) dx - 2
 [f(a) + 1(b)] (4.2.3)
 donde ci primer término es la integral exacta y el segundo es la regla del trapecio: Pa-ra analizar la ecuación (4.2.3), utilizaremos los desarrollos en serie de Taylor def(x),f(a) yf(b) en tomb a = (a + b)/2, con la hipôtesis de quefes analitica en a
 x b.
 N h Eh
 2 1. 12.7627 -1.03414 0.5 11.9895 -0.26098 0.25 11.7940 -0.0654
 16 0.125 11.7449 -0.016332 0.0625 11.7326 -0.004064 0.03125 11.7296 -0.0010
 128 0.015625 11.7288 -0.0002
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 El desarrollo de Taylor para f(x) se escribe como
 f(x) = f(i) + zf'() + f"() + (4.2.4)
 donde
 z=xx-Por lo anterior, el primer término de la ecuaciôn (4.2.3) se puede escribir como
 lab f(x) dx = f2 [f() + zf'() + f"() + dz (4.2.5)
 donde z = h/2 para x = a y z = h/2 para x = b. Al integrar obtenemos lo si-guiente:
 fb1(x) dx = hf(x) + hf" + (4.2.6)
 Por otro lado, el segundo término de la ecuación (4.2.3) se escribe
 b - a [f(a) + f(b)] = [i - +()2
 + f() + +(/)2
 =hf(x) +h3f"(x)+ (4.2.7)
 Por lo que al sustituir las ecuaciones (4.2.6) y (4.2.7) en la ecuación (4.2.3) obtene-mos
 E=fbf(X)dX ba[fHf(b)]
 hf"() (4.2.8)
 en donde se han truncado los términos de orden superior. La ecuación indica que elerror de la regla del trapecio es proporcional af" y decrece en forma proporcional ah3 cuando h = b - a se reduzca. Como se señaló anteriormente, el análisis se basaen la hipôtesis de quef(x) es analItica en el intervalo. Si éste no es el caso, el error noes proporcional a h3.
 El error de la regla extendida del trapecio es la suma de los errores en todos losintervalos. Supongamos que se aplica Ia regla del trapecio a un intervalo [a, b], elcual se divide en N intervalos mediante los N + 1 puntos x0, x1, x2,..., XN, dondex0 = a y xN = b. Puesto que el error para cada intervalo está dado por (4.2.5), elerror de la regla extendida del trapecio está dado por
 E12
 (4.2.9)
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 donde h = (b - a)/N y x1 es el punto medio entre x, y x, + . Si definimosf" como elpromedio def", es decir,
 N
 =
 La ecuación (4.2.9) se puede reescribir como
 E _1,(b_a)h2fF (4.2.10)
 La ecuación (4.2.10) muestra que el error de Ia regla extendida del trapecio es pro-porcional a h2 para un intervalo fijo [a, b]. (Esto coincide con la observación hecha enel ejempLo 4.1).
 En el análisis del error para La regla del trapecio, se tiene como hipótesis quef(x) es analitica en [a, b]. De otra forma, el error no seria proporcional a h2. Porejemplo, si se integraf(x) = en [0, 1] por medio de la regla extendida del trape-cio, el error decrece muy lentamente aL disminuir el tamaño de Los intervalos. Esto sedebe a que f = no es analItica en x = 0. En ci caso de Las funciones con unasingularidad, se recomienda ci uso de La transformación exponenciaL doble (see-ción 4.7).
 Una apLicación importante del anáLisis del error para La regla del trapecio es Iaintegración de Romberg. Supongamos que 'h es el resuLtado de Ia regla extendida deltrapecio con intervalos de longitud h = (b - a)/N y que '2h es el resultado de otrocálcuLo con h' = 2h. Puesto que el error de La regla extendida del trapecio es propor-cional a h2, Los errores con los intervalos h y 2h se pueden escribir respectivamentecomo
 Eh Ch2 y E2h C(2h)2 = 4Ch2 (4.2.11)
 donde C es una constante. Por otro Lado, La integral exacta se puede escribir como I= 'h + Eh = '2h + E2h, de lo cuaL obtenemos
 Eh - E2h = '2h - (4.2.12)
 Al sustituir La ecuación (4.2.1) en Ia ecuación (4.2.12) y despejar C obtenemos
 C = - '2h)
 Asi, La primera ecuación de (4.2.8) da el siguiente valor aproximado de E,7
 1
 Eh (Ih - '2h) (4.2.13)
 Si conocemos Los valores de 'h '2h a partir de Los cáicuLos hechos, obtenemos la si-guiente integral, la cual es más precisa:
 1
 = 'h + Eh 'h ± (Ih '2h) (4.2.14)
 El valor anterior de / no es exacto, puesto que tampoco lo es La ecuación (4.2. 11), pe-ro el error de La ecuación (4.2.14) es proporcional a h4, término que tiene un orden
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Ejemplo 4.2
 En el ejemplo 4.1, Ia regla extendida del trapecio da como resultado '0511 .9895 ' '0.25 = 11 .7940. Determine un valor màs exacto utilizando Ia in-tegraciOn de Romberg.
 (Soluciôn)
 Si definimos h 0.25 en las ecuaciones (4.2.11) ala (4.2.1 4), el valor deE025 dado por Ia ecuaciOn (4.2.13) es
 E025 (11.7940 - 11.9895) = 0.0652
 Por lo tanto, se obtiene el siguiente valor mâs exacto de I, dado por Ia ecuación(4.2.14)
 = '0.25 + E025 11.7940 - 0.0652 = 11.7288Este resultado coincide con el resultado para N 1 28 (con h = 0.01 56) en elejemplo 4.1.
 Otra aplicaciôn importante de la regla extendida del trapecio es la integraciónde una función desde - w a w. El método óptimo para este tipo de problema es laregla extendida del trapecio. Al transformar un intervalo finito en toda la recta infini-ta, se puede integrar con exactitud cualquier funciOn mediante la regla extendida deltrapecio. Este enfoque se explica con mayor detalle en la sección 4.7.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 La regla del trapecio se basa en la integración de las interpolaciones lineales.La regla extendida del trapecio se obtiene al repetir la regla del trapecio.Para un dominio de integración dado, el error de La regla extendida del trapecioes proporciona! a h2.
 La integración de Romberg se basa en el hecho señalado en el inciso c). Pormedio de los resultados de Ia regla extendida del trapecio para dos conjuntos dedatos con distintas separaciones, se eva!üa una integral con mayor exactitud.Véase La secciôn 4.7 para un método de integración más avanzado basado en Laregla extendida del trapecio.
 4.3 REGLA DE 1/3 DE SIMPSON
 La regla de 1/3 de Simpson se basa en Ia interpolación polinomial cuadrática (de se-gundo grado, véase La figura 4.3). El polinomio de Newton hacia adelante ajustado a
 Cap. 4 lntegración numérica 115
 dos veces mayor a! de Por lo tanto, La ecuación (4.2.14) da un resultado másexacto que el de 1,, o el de '2h Esta técnica se llama integración de Romberg. Paramás aplicaciones de Ia integración de Romberg, véase [James/Smith/Wolford; Fer-ziger y Gerald/Wheatley].
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 X0 = a xl x2= Figura 4.3 Regla de Simpson
 tres puntos, x0, x1, x2, está dado por La ecuaciôn (2.4.7). Al integrar esta ecuaciónhaciendo ci cambio de variable adecuado desde x0 a hasta x = b se obtiene laregia de 1/3 de Simpson:
 i = f f(x)dx = [1(a) + 4f() + 1(b)] + E (4.3.1)
 donde h = (b - a)/2 yx = (a + b)/2. La ecuación (4.3.1) se puede escribir en Laforma equivalente
 I = [f + 4f1 + f2] + E
 dondef, = f(x1) = f(a + ih). Se mostrará posteriormente que el error es
 h5E __fiV()
 El error se anuia sif(x) es un poiinomio de orden menor o igual que 3. La regla de1/3 de Simpson es fácil de aplicar con una caiculadora. Su precision es suficiente pa-ra muchas aplicaciones, como se ilustra en el ejempio 4.3.
 La regla extendida de 1/3 de Simpson es una apiicación repetida de ia ecuaciOn(4.3.2) para un dominio dividido en un nOmero par de intervalos. Si denotamosci nümero total de intervaios por N (par), La regia extendida de 1/3 de Simpson seescribe como
 h Ni N-2I = - [f(a) + 4 f(a + ih) + 2 f(a + ih) + f(b)] + E (4.3.4)
 3 j=i i=2impar i par i
 donde h = (b - a)/N; La primera suma es Unicamente sobre Las I impares y la segun-da es sOlo sobre las i pares. La ecuaciOn (4.3.4) se puede escribir en La forma equiva-lente
 = 5 f(x)dx
 = [f + 4f1 + 212 + 4f3 + 2f4 + ... + 21N-2 + 4fNi +IN] + E (4.3.5)
 (4.3.2)
 (4.3.3)
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 El término del error está dado por
 E f)=(b a)0f"() (4.3.6)
 donde
 = (a + b)/2
 Para un dominio fijo [a, b}, el error es proporcional a h4.
 Ejemplo 4.3
 Repita el problema del ejemplo 4.1 utilizando Ia regla extendida de 1/3 deSimpson con N 2, 4, 8, 16, 32.
 (Soluciôn)
 El tamaño del intervalo es h = 2/N. Los cálculos para N 2 y 4 son comosigue:
 N = 2: I = [f(0) + 4f(1) + f(2)]
 = n[1 + (4)(1.252) + 22] = 11.7809
 N = 4: I = [f(0) + 4f(0.5) + 2f(1) + 4f(1.5) + f(2)]
 = ir[1 + 4(1.0625) + 2(1.25)2 + 4(1.5625)2 + 22]
 = 11.7318
 Los cálculos para N mayores se pueden realizar de manera análoga. Los resulta-dos y evaluaciones del error se muestran a continuación.
 Al comparar los resultados anteriores con los del ejemplo 4.1 se puede ver queIa regla extendida de Simpson es mucho más precisa que Ia regla extendida deltrapecio, utilizando el mismo nümero de intervalos. Por ejemplo, Ia exactitud de Iaregla extendida del trapecio con 32 intervalos es equivalente a Ia de Ia regla
 N h Eh
 2 1. 11.7809 0.05234 0.5 11.7318 0.00328 0.25 11.7288 0.0002
 16 0.125 11.7286 0
 32 0.0625 11.7286 0
 64 0.03125 11.7286 0
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 extendida de Simpson con tan sOlo 4 intervalos. El error de Ia regla extendida deSimpson es proporcional a h4, por 0 que es dos Ordenes màs grande que elde Ia regla extendida del trapecio. Debido al alto orden del error, Ia regla extendi-da de Simpson tiende a a soluciOn exacta en forma más râpida que Ia reglaextendida del trapecio cuando h se reduce.
 PodrIamos intentar obtener el término del error at integrar el error de Ia inter-polación cuadrática dada por Ia ecuación (2.3.7), pero el resultado de Ia integraciónse anula y no representa el verdadero error. La razón para esta errónea consecuenciaproviene de la aproximación = Por to tanto, necesitamos un enfoque mãs pre-ciso para obtener el término del error.
 Utilizaremos el desarrollo de Taylor para la regla de 1/3 de Simpson. Los de-sarrollos de Taylor paraf0 Yf2 en torno de x1, o en forma equivalente, = (a +b)/2, se escriben como
 f0 =f - hf +h2f hf" +hf" -12 =f + hf +h2f +hf'' +hf" +
 Al sustituir estos desarrollos en la ecuación (4.3.2), obtenemos
 Por otro lado, el desarrollo de Taylor def(x) airededor de x1 es
 f(x) = f1 + zf'1 + z2f + zf' + zf" +
 dondeX = X1 + z 0 equivalentemente, z = x - x1.
 La integracion analitica de este desarrollo en [a, b] da comoresu1tado
 Jaf(x)dx = 2hf1 + + hf"
 (4.3.7)
 (4.3.8)
 (4.3.9)
 que se considera como Ia integral exacta de la forma del desarrollo de Taylor. Rest a-mos (4.3.7) de (4.3.9) y truncamos después del término principal, con to que el errorde la ecuación (4.3.7) está dado aproximadamente por
 E hf" (4.3.10)
 dondef1 " = f"(x1). Puesto que x1 = = (a + b)/2, este resultado ya apareclaen la ecuación (4.3.3).
 Una desventaja de Ia regla extendida de Simpson es que el nUmero total de in-tervalos debe ser par. Por otro lado, la regla de 3/8 de Simpson, descrita en la
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 siguiente secciOn, se aplica L nicamente a un nümero de intervalos que sea mültipo detres. For lo tanto, a! combinar las reglas de 1/3 y 3/8, se puede considerar el casotanto par como impar de intervalos.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 La regla de 1/3 de Simpson se obtiene a! integrar una formula de interpolaciOncuadrática.Al aplicar repetidas veces Ia regla de 1/3 a un ni:imero par de intervalos, se ob-tiene la regla extendida de 1/3 de Simpson. Su error es proporcional a h4.
 4.4 REGLA DE 3/8 DE SIMPSON
 La regla de 3/8 de Simpson se obtiene a! integrar una fOrmula de interpolaciOn poli-nomial de tercer grado. Para un dominio [a, b] dividido en tres intervalos, se escribecomo
 I =f:XX =h[f0 + 3f1 + 3f2 +f3]+ E (4.4.1)
 donde
 h=(ba)/3,fL=f(a+ ih)
 y E representa el error. El término del error se escribe como
 E hf"c) (4.4.2)
 donde
 = (a + b)/2
 La expresiOn anterior para el error se puede deducir utilizando el desarrollo deTaylor de manera análoga a Ia descrita en el caso de la regla de 1/3 de Simpson.
 Como se explicó antes, Ia regla extendida de 1/3 se aplica a un nümero par deintervalos, mientras que Ia regla extendida de 3/8 se aplica a un nümero de interva-los que sea mOltiplo de tres. Cuando el ntimero de intervalos es impar pero sin sermtiltiplo de tres, se puede utilizar Ia regla de 3/8 para los primeros tres o los ültimostres intervalos, y luego usar Ia regla de 1/3 para los intervalos restantes, que son unnOmero par. Puesto que el orden del error de Ia regla de 3/8 es el mismo que el de Iaregla de 1/3, no se gana mayor exactitud que con Ia regla de 1/3 cuando uno puedeelegir con libertad entre ambas reglas.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 La regla de 3/8 de Simpson se obtiene a! integrar un polinomio cübico de inter-polación. El orden de su error es el mismo que el de Ia regla de 1/3.Esta regla se puede extender a un nOmero de intervalos que sea mOltiplo de tres.
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 c) La regla de 3/8 de Simpson es importante en combinación con La regla extendidade 1/3.
 4.5 FORMULAS DE NEWTON-COTES
 Los métodos de integración numérica que se obtienen al integrar las formulas de in-terpolaciOn de Newton reciben el nombre de formulas de integraciOn de Newton-Cotes. La regla del trapecio y Las dos reglas de Simpson son casos de Las fOrmulasde Newton-Cotes, las cuales se dividen en fOrmulas cerradas y abiertas.
 Escribimos las fOrmulas cerradas de Newton-Cotes en la forma:
 ff(x)dx=h[wofo+wifi +W2f2++WNfN]+E (4.5.1)
 donde c y las w son las constantes que aparecen en la tabla 4.2 y
 = f(xj, x,, = a + nh, y h = (b - a)/N
 La ecuación (4.5.1) recibe el nombre defórmula cerrada, debido a que el dominio deintegraciOn está cerrado por el primer y ültimo datos.
 Por otro lado, La integración de la ecuaciOn (4.5.1) se puede extender más alláde los puntos extremos de los datos dados. Las formulas abiertas de Newton-Cotes
 Tabla 4.2 Constantes para las fOrmulas cerradas de Newton-Cotes
 N a w,i=0,1,2.....N E
 1 1/2 1 1 hf"2 1/3 1 4 1
 3 3/8 1 3 3 1
 4 2/45 7 32 12 32 7 __!_h7f'945
 5 5/288 19 75 50 50 75 19275
 h7f12096
 6 1/140 41 216 27 272 27 216 41 h9f1400
 7 7/17280 751 3577 1323 2989 2989 1323 8183h9
 3577 751 518400
 8 14/14175 989 5888 928 10946 4540 10946 2368 hf'467775928 5888 989
 9 9/89600 2857 15741 1080 19344 5788 5788 173h1 if
 14620 '19344 1080 15741 2857
 10 5/299376 16067 106300 48525 272400 260550 1346350h13f'
 326918592427368 260550 272400 48525 106300
 16067
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 y
 Figüra 4.4 FOrmula abierta de Newton-Cotes(N = 1)
 se obtienen a! extender La integraciOn hasta un intervalo a La izquierda del primer da-to y un intervalo a la derecha del ültimo dato (véase la figura 4.4). Dichas formulasse escriben como
 5bfh[f I] (4.5.2)
 donde h = (b - a)/(N + 2). Las constantes a y w se listan en la tabla 4.3, endonde W0 y WN + 2 se igualan a cero debido a que corresponden a los extremos deldominio. Puesto que W0 y WN + 2 se anulan, fo YIN + 2 son datos ficticios, que enrealidad no son necesarios.
 Tabla 4.3 Constantes para las fOrmulas abiertas de Newton-Cotes
 Si comparamos una fOrmula abierta con una cerrada utilizando el mismo nOmeroN de datos, el error de La fOrmula abierta es significativamente mayor que el de lafOrmula cerrada. Por otro lado, se pueden utilizar las fOrmulas abiertas cuando no sedispone de Los valores de la funciOn en los lImites de integraciOn.
 Tanto en La tabLa 4.2 como en la tabla 4.3 se observa que los valores de w paraN grande tambiên son grandes Y cambian de signo. La resta de nOmeros grandespuede provocar errores de redondeo. Por esta razOn, no son recomendables lasfOrmuLas de Newton-Cotes de orden superior. Esta tendencia se ilustra en el ejem-plo 4.4.
 N w.,i=0,1.....N+2 E
 1 3/2 0 1 1 0
 2 4/3 0 2 1 2 0
 3 5/24 0 11 1 1 11 0 h5f i144
 4 6/20 0 11 14 26 14 11 0140 '
 5 7/1440 0 611 453 562 562 453 611 0 5257hf'8640
 6 8/945 0 460 954 2196 2459 2196 954 460 03956
 h9f14175
 X0=a x1 x3 = b
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 Ejemplo 4.4
 La longitud de arco de una curva en coordenadas polares (véase Ia figuraE4.4) está dada por
 L = j J +((1)2
 dO
 Calcular Ia longitud de arco de a curva dada por r = 2(1 + cos 0), 0 <0 < itutilizando cada una de las fOrmulas cerradas de integraciOn de Newton-Cotesque aparecen en Ia tabla 4.2.
 ds = sJ (rdO)2 + dr2
 = r + (dr/dO)2 dO
 Figura E4.4 AproximaciOn lineal deuna curva
 (Solución)
 Hacemos a = 0 y b = it y utilizamos el PROGRAMA 4-2. A continuaciOn semuestran los resultados computacionales:
 Orden IntegralN L
 2 8.01823
 3 8.008034 7.99993
 5 7.999966 8.000007 8.00000
 8 8.000009 8.00197
 10 7.99201
 Valor exacto 8.00000
 Estos resultados ilustran el efecto de los errores por redondeo. Es decir, cuandoN crece, este resultado tiende el valor exacto, 8.00000. Sin embargo, despuésde N = 8, el error vuelve a crecer de manera gradual. El crecimiento de los erro-res se atribuye a los errores de redondeo en las sumas y restas de los nOmerosdemasiado grandes de las fOrmulas.

Page 143
                        

Cap. 4 IntegraciOn numérica 123
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Las formulas cerradas y abiertas de Newton-Cotes se obtienen at integrar polino-mios ajustados a datos con separación uniforme.La regla del trapecio y las dos reglas de Simpson pert enecen a las formulas cerra-das. Las formulas de Newton-Cotes de orden superior no son precisas debido alos errores de redondear provocados por los coeficientes grandes de signovariable.
 4.6 CUADRATURAS DE GAUSS
 4.6.1 Cuadraturas de Gauss-Legendre
 Las cuadraturas de Gauss-Legendre (o simplemente de Gauss) son métodos de in-tegración numérica que utilizan puntos de Legendre (raices de polinomios deLegendre). Las cuadraturas de Gauss no se pueden utilizar para integrar una funciOndada en forma de tabla con intervalos de separaciOn uniforme debido a que los pun-tos de Legendre no están separados de esa manera; sin embargo, son más adecuadaspara integrar funciones analiticas. La ventaja de las cuadraturas de Gauss es que suprecisiOn es mayor que Ia de las formulas de Newton-Cotes.
 Antes de analizar Ia expresiOn general de las cuadraturas de Gauss, revisemoslos términos del error en las formulas de Newton-Cotes. La ecuaciOn (4.2.8) indicaque el error de Ia regla del trapecio es proporcional af". Si se usa la regla del trapeciopara integrar cada una de las funcionesf = 1, x, x2, x3.....entonces los resultadosserán exactos paraf = 1 yf = x, pero existirán errores para x2 y las potencias supe-riores de x. El error de Ia regla de Simpson dado por Ia ecuaciOn (4.3.6) es propor-cional a7, por lo que es exacta si integramosf = 1, x, x2 y x3. En términos másgenerales, Ia fOrmula cerrada de Newton-Cotes de orden impar N es exacta si el poli-nomio tiene orden menor o igual que N, pero cuando N es par, Ia fOrmula resultaexacta cuando el integrando es un polinomio de orden menor o igual que N + 1.
 Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra que una integraciOn numérica condos puntos se puede hacer exacta para el caso de los polinomios de orden tres, si seoptimizan los valores .v de los datos.
 Ejemplo 4.5
 La fOrmula de integraciOn con dos puntos se puede hacer exacta cuandose integra un polinomio de orden tres. Determine los puntos.
 (Soluciôn)
 Consideremos
 i = f(x)dx (A)
 y escribamos una fOrmula de integraciOn con dos puntos, como sigue
 I = wf(x1) + w2f(x2) + E (B)
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 donde Wk, k = 1, 2, son pesos, Xk son puntos indeterminados y E es el términode error.
 Ya que WkyXkSOfl ambos indeterminados, requerimos que E = 0 (de mo-do que I es exacto) para f(x) = 1, x, x2 y x3. Introduciendo cada uno de los f(x)= 1, x, x2, y x3 en a ecuaciOn (B) obtenemos cuatro ecuaciones:
 2 = w1 + w2
 o = w1x1 + w2x2
 = w1x + w2x
 o = w1x + w2x32
 donde en el lado izquierdo aparecen los valores exactos.Los limites de integraciOn son 1 y 1 y simétricos con respecto a x = 0,
 por lo que hacemos x2 = x1 y requerimos que los puntos estén situados enforma simétrica. De a primera y segunda ecuaciOn obtenemos
 w1 = w2 = 1
 Con estos valores, Ia cuarta ecuaciôn se satisface automáticamente. La terceraecuación es
 - = x3
 de Ia cual se obtiene
 == 0.577350269
 y
 x2 = x1 = 0.577350269
 Con estos pesos y puntos, Ia ecuación (B) es exacta para un polinomio deorden menor 0 igual a tres. Aunque consideramos el intervalo [-1, 1] por simpli-cidad, puede cambiarse por cualquier intervalo arbitrario mediante una transfor-macion de coordenadas.
 La fOrmula de integraciOn que se deriva del Ejemplo 4.5 es el miembro mássimple de las cuadraturas de Gauss.
 No es sencillo derivar la cuadratura de Gauss con más de dos puntos por mediode la extensiOn del enfoque de este ejemplo. Por lo tanto, en lo que resta de esta sec-ciOn, se da una fOrmula general de las cuadraturas de Gauss y se mostrará entoncesque Ia cuadratura de Gauss de orden N es exacta cuando se integra un polinomio deorden menor o igual a 2N - 1.
 Las cuadraturas de. Gauss difieren en forma significativa de las formulas deNewton-Cotes ya que los N puntos de la reticula (liamados puntos de Gauss) se ob-tienen mediante las raIces del polinomio de Legendre PN(x) = 0, donde PN(x) es elpolinomio de Legendre de orden N. Sin duda alguna, x1 y x2 determinados en elejemplo 4.5 son raIces de P2(x) = 0. En el apéndice B aparecen más detalles acercade los polinomios de Legendre.
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 La cuadratura de Gauss que se extiende sobre el intervalo [-1, 1] está dada por
 f 1f(x) dx= k1 Wkf(Xk) (4.6.1)
 donde N es el nümero de puntos de Gauss, Los w1 son Los pesos y las x son los punt osde Gauss dados en La tabLa 4.4. Los signos ± en La tabla significan que los valores dex de los puntos de Gauss aparecen son pares, uno de los cuales es positivo y el otronegativo. Por ejemplo, si N = 4, la ecuación (4.6.1) es
 $ f(x)dx = O.34785f(-O.86113) + O.65214f(-O.33998)
 + O.65214f(O.33998) + O.34785f(O.86113) (4.6.2)
 Tabla 4.4 Puntos de Gauss y pesos"
 ±xi W1
 N = 2 0.577350269 1.00000000
 N = 3 0 0.8888888890.774596669 0.555555556
 N = 4 0.339981043 0.6521451550.861136312 0.347854845
 N = 5 0 0.5688888890.5384693 10 0.4786286700.906179846 0.236926885
 N = 6 0.238619186 0.4679139350.661209387 0.3607615730.932469514 0.171324492
 N = 8 0.183434642 0.3626837830.525532410 0.3137066460.796666478 0.22238 10340.960289857 0.101228536
 N = 10 0.148874339 0.2955242250.433395394 0.2692667190.679409568 0.2190863630.865063367 0.1494513490.973906528 0.06667 1344
 "Véase Abramowitz y Stegun para unatabla más completa.
 La fOrmula de integraciOn de Gauss puede aplicarse a cualquier intervalo ar-bitrario [a, b] con la transformación
 2z - a - bx= b- a
 donde z es la coordenada original en a <z < b y x es la coordenada normalizada en
 (4.6.3)
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 - 1 x 1. La transformaciôn de x en z es
 (b - a)x + a + b2
 For medio de esta transformaciOn, Ia integral se puede escribir como
 a N
 f f(z) dz5
 1f(z)(dz/dx) dxb
 2 k1 wkf(zk)
 donde dz/dx = (b - a)/2. Los valores de Zk se obtienen al sustituir x en la ecuación(4.6.4) por los puntos de Gauss; a saber,
 Zk -(b - a)xk + a + b
 2(4.6.6)
 Por ejemplo, supongamos que N = 2, a = 0 y b = 2. Puesto que los puntos deGauss Xk para N = 2 en la coordenada normalizada x, - 1 x 1, son ± 0.57735(de Ia tabla 4.4), los puntos correspndientes en z son
 = [(2 - 0)(-0.57735) + 0 + 2] = 0.42265
 = [(2 - 0)(0.57735) + 0 + 2] = 1.57735
 La derivada es dz/dx = (b - a)/2 = 1. Por lo tanto, Ia cuadratura de Gauss seescribe como
 f1(z)dz = J" f(z)(dz/dx)dx = (1)[(1)f(0.42264) + (1)f(1.57735)] (4.6.8)
 Mostramos que sif(x) es un polinomio de orden menor o igual que 2N - 1, lacuadratura de Gauss de orden N es exacta.
 Supongamos quef(x) en Ia ecuación (4.6.1) es un polinomio de orden menor oigual que 2N - 1 y que se va a integrar en [- 1, 1]. Mediante el polinomio deLegendre de orden N - a saber PN(x) - f(x) se puede escribir como
 f(x) = c(x)PN(x) + r(x) (4.6.9)
 donde c(x) y r(x) son polinomios de orden menor o igual que N - 1. Las doscaracteristicas de esta expresión que se presentan en seguida, serán importantes másadelante. En primer lugar, al integrar Ia ecuación (4.6.9) en [-1, 1] se obtiene
 j"1f(x)dx = r(x)dx (4.6.10)
 (4.6.7)
 (4.6.4)
 (4.6.5)
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 donde el primer término de la ecuación (4.6.9) se anula después de integrar, debido aque PN(x) es otorgonal a cualquier polinomio de orden menor o igual que N - 1(vase ci apéndice B). En segundo lugar, si hacemos x igual a una de las raices dePN(x) = 0, ci primer término de la ecuación (4.6.9) se anula, con lo que La ecuación(4.6.9) se reduce af(x1) = r(x,).
 El integrando r(x) en la ecuación (4.6.10) es un polinomio de orden menor oigual que N - 1, por lo que se puede expresar de forma exacta mediante la interpo-laciOn de Lagrange de orden N - 1 (véase la ecuación (2.3.3))
 r(x) = [fi x - Xi](4.6.11)
 i=1 j=1 Xi - xiiidonde fl denota una producto multiple tomado con el subIndicej. De la ecuación(4.6.9), podemos ver que, debido a que x,, i = 1, 2,..., N, son las raices de PN(x) yr(x,) f(x,), La ecuación (4.6.11) se puede escribir como
 r(x) = [fi x - xJ]f()i=1 j=1 xi - xii
 La cuadratura de Gauss se obtiene a! sustituir la ecuación (4.6.12) en laecuación (4.6.10):
 5'1f(x)dx= f(x)J1[fl X_Xjldi=1 [j=1 xi - x]
 i
 La ecuación (4.6.13) se convierte en la ecuación (4.6.1) si definimos
 = 1 [f= ] dx
 ii
 (4.6.12)
 (4.6.13)
 (4.6.14)
 Como hemos visto de La deducciôn anterior, la cuadratura de Gauss es exacta si el in-tegrando f(x) es un poiinomio de orden menor o igual que 2N - 1.
 La tabia 4.4 indica que todos lcs pesos son positivos. Una ventaja de la cuadra-tura de Gauss es que no existen probiemas con el error de redondeo, a menos que elintegrando cambie de signo a mitad del dominio, debido a que no se realizan restasde nümeros grandes como en ci caso de las formulas de Newton-Cotes. Otra ventajade las cuadraturas de Gauss es que se puede integrar una función con una singulari-dad en uno o ambos lIthites de integraciOn, debido a que no se necesitan los valoresen los limites.
 En un intervalo de integración grande, el dominio se puede dividir en ciertonümero de intervalos pequenos y aplicar varias veces Ia cuadratura de Gauss en cadasubintervalo. La idea es La misma que en las reglas extendidas del trapecio y deSimpson.
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 4.6.2 Otras cuadraturas de Gauss
 Las cuadraturas de Gauss analizadas en la sección anterior se Ilaman cuadraturas deGauss-Legendre porque se basan en la ortogonaLidad de los polinomjos deLegendre. Existen cuadraturas análogas con base en los polinomios de Hermite,de Laguerre [Froeberg] y de Chebyshev, Las cuales reciben Los nombres de cuadratu-ras de Gauss-Hermite, Gauss-Laguerre y Gauss-Chebyshev, respectivamente.
 Las cuadraturas de Gauss-Hermite son adecuadas para
 exp (x2)f(x) dx (4.6.15)
 y están dadas por
 N
 exp (x2)f(x) dx = wkf(xk) (4.6.16)k= 1
 En La ecuación (4.6.16), los Xk son raices del polinomio de Hermite de orden Ny losWk son los pesos, algunos de los cuales se muestran en La tabla 4.5.
 Tabla 4.5 Puntos de Hermite y sus pesos
 Las cuadraturas de Gauss-Laguerre son adecuadas para
 exp (- x)f(x) dx (4.6.17)
 y están dadas por
 exp (- x)f(x) dxk1 wkf(xk) (4.6.18)
 donde Los Xk son Las rakes del polinomio de Laguerre de orden N y Los Wk son lospesos, algunos de los cuaLes se muestran en La tabla 4.6.
 Las cuadraturas de Gauss-Chebyshev son adecuadas para
 f(x)dx (4.6.19)
 ±xi Wi
 N=2 0.70710678 0.88622692
 N=3 0.00000000 1.181635901.22474487 0.29540897
 N=4 0.52464762 0.804914091.65068012 0.08131283
 N= 5 0.00000000 0.945308720.95857246 0.393619322.02018287 0.01995324
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y están dadas por
 Cl IJ-1 Ji - f(x) dx
 = k1 Wkf(Xk) (4.6.20)
 En la ecuación (4.6.20), los Xk son las raices del polinomio de Chebyshev de orden Ny los Wk son los pesos. Las ralces del polinomio de Chebyshev de orden N son
 Xk =k 1/2;
 k = 1, 2,.. . , N (4.6.2 1)
 Los pesos son
 Wk = para toda k
 Asj, la ecuación (4.6.20) se reduce a
 5i1
 N
 i ji x2dx = Nkl f(xk)
 (4.6.22)
 (4.6.23)
 Los lImites de integración de [- 1, 1] se pueden cambiar a un dominio arbitrario [a,fri mediante la ecuación (4.6.4).
 Las tres cuadraturas de Gauss explicadas en esta subsección son exactas sif(x)es un polinomio de orden menor o igual que 2N - 1. Para más detalles de lascuadraturas de Gauss véase [Carnahan/Luther/ Wilkes y King].
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 a) Las cuadraturas de Gauss (- Legendre) se basan en la integración de un polino-mio ajustado a los puntos dados por las raices de un polinomio de Legendre.
 Cap. 4 Integraciôn numérica
 Tabla 4.6 Puntos de Laguerre y sus pesos
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 xi w
 N=2 0.58578643 0.853553393.4142 1356 0.14644660
 N=3 0.41577455 0.711093002.29428036 0.2785 17736.28994508 0.10389256E - 1
 N=4 0.32254768 0.603 154101.74576110 0.3574 18694.53662029 0.38887908E - 19.39507091 0.53929470E - 3
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 El orden de exactitud de una cuadratura es aproximadamente el doble del de laformula cerrada de Newton-Cotes, a! utilizar el mismo nümero de puntos.Debido a que los coeficientes son positivos, no existen errores graves de redon-deo, siempre y cuando el integrando no cambie de signo dentro de los limites deintegraciOn.Existen otras cuadraturas de Gauss adecuadas para integrales especiales.
 4.7 INTEGRACION NUMERICA CON LIMITES INFINITOS 0 SINGULARIDADES
 En esta secciOn estudiaremos los siguientes tipos de integrales, los cuales merecen unaatención especial:
 I = exp (x2)dx (4.7.1)
 I dx (4.7.2a)° .J'i(ex + 1)
 = x°7 cos (x)dx (4.7.2b)
 En la ecuación (4.7.1), la integral se extiende en un dominio infinito. La ecuación(4.7.2a) involucra una singularidad del integrando en x = 0 (la funciOn tiende a infi-nito cuando x tiende a 0). La ecuaciOn (4.7.2b) parece no tener una singularidad; noobstante, no es un problema trivial para ninguno de los métodos descritos en las sec-ciones anteriores. De hecho, si aplicáramos las reglas extendidas del trapecio y deSimpson, la respuesta cambiará conforme dupliquemos el nUmero de intervalos. Larazón para este comportamiento es que la funciOn no es analItica en x = 0.
 Esta secciOn analiza los métodos que se basan en la regla del trapecio y la trans-formación exponencial doble, métodos que son robustos y funcionan sin muchosproblemas, en una amplia variedad de problemas. Sin embargo, para estudiar losenfoques más tradicionales, existe un resumen en Stoer y Burlish.
 Una función integrable en un dominio infinito o semi-infinito es casi nula, ex-cepto en cierta parte del dominio. La contribución principal a la integral proviene deun dominio relativamente pequeno, en donde la funciOn es distinta de cero en formasignificativa.
 Se ha demostrado [Takahashi/Mori; Mori/Piessens] que sif(x) es analitica en(w, co), el método más eficiente para la integraciOn numérica de
 I = f(x) dx (4.7.3)
 es la regla extendida del trapecio
 M
 I = h f(x) (4.7.4)i=-M
 donde x1 = ih y M es un entero suficientemente grande.

Page 151
                        

Ejemplo 4.6
 Evalüe numéricamente
 i=)1_f exp( x2)dx
 mediante Ia regla extendida del trapecio, con h 0.5, 0.1 y 0.01.
 (Soluciôn)
 Remplazamos los lImites de integración por 1 0 y 10, que son valores su-ficientemente grandes para este problema:
 1 Cia 2I = exp ( x)dx
 Por medio de Ia regla extendida del trapeclo en el PROGRAMA 4-1, obtenemos lossiguientes resultados:
 donde N es el nUmero de intervalos. El valor exacto es 1 .0, por lo que Ia aproxi-macion es muy buena con N = 20.
 A continuaciOn, consideremos el problema de integrar una funciOn en un do-minio finito, pero singular en uno o ambos lImites. Vêase la ecuación (4.7.2) comoejemplo. El dominio finito de integraciOn, [a, b] se puede transformar en (w, w)mediante una transformaciôn de coordenadas. Una vez que se reduce el problema ala ecuación (4.7.1), se aplica La regla extendida del trapecio.
 Sea
 '= s: f(x) dx (4.7.5)
 donde a y b son finitos. La transformaciôn se puede escribir como
 z = z(x)
 o, en forma equivalente
 x = x(z) (4.7.6)
 N I
 20 1.00010440 1.000001
 80 1.000000
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 De hecho, el ejemplo 4.6 muestra que la regla extendida del trapecio produce resul-tados muy precisos con un nümero relativamente pequeno de puntos.
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 donde z es una transformaciOn que satisface
 z(a) = -z(b) =
 Por lo tanto, la ecuación (4.7.5) se puede escribir como
 i=5 f[x(z)]f)dz\dzj
 Un ejemplo de tal transformación es La transformación exponencial dada por
 x=[a+b+(ba)tanh(z)] (4.7.9)
 o en forma equivalente
 72x - a - bz=tanh_l(\ baSin embargo, La exactitud de la integración numérica se ye afectada por La eLec-
 ción de La transformación. La transformación exponencial doble dada por
 x = [a + b + (b - a) tanh ( senh(z))] (4.7.11)
 se ha propuesto como La elección optima. Con esta elecciOn, dx/dz es
 (b - a) cosh (z)
 dx/dz =cosh2 [ senh (z)]
 Al sustituir las ecuaciones (4.7.11) y (4.7.12) en La ecuación (4.7.8) y aL aplicar Laregla extendida del trapecio se tiene
 1= h kiN f(xk)() (4.7.13)
 donde N es un entero suficientemente grande y
 Zk = kh (4.7.14)
 (4.7.10)
 (4.7.12)
 (4.7.7)
 (4.7.8)
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 (dx/dz)k =
 Xk = + b + (b - a) tanh ( senh(ziJ)]
 (b - a) cosh (zk)
 cosh2 [ senh(ziJ]
 En la ecuación (4.7.13), cabria preguntarse cuãn grande debiera ser la N, locual se puede contestar examinando el denominador de Ia ecuación (4.7.16). CuandoZk crece, tiende a
 i r2
 cosh2 [ senh(ziJ] p exp (zJ]ex
 lo cual crece de una forma doblemente exponencial y provoca un desbordamiento.Con variables de precision simple en la IBM PC y en una computadora VAX estoocurre cuando
 1 [itexp exp (Zk)] = 2 x 1038
 o, en forma equivalente, Si Zk es mayor que 4.0, aproximadamente. Este criterio de-termina el máximo N que puede utilizarse. En la IBM PC es
 Nh <4 (IBM PC) (4.7.19)
 En una mainframe de IBM, el máximo valor de punto flotante en FORTRAN-77 es7.5 x 1075 por lo que el criterio para N es
 Nh < 4.7 (mainframe de IBM) (4.7.20)
 Otro problema es el error de redondeo en la ecuación (4.7.15) que aparece cuan-do el término con la tangente hiperbOlica se acerca mucho a 1 o 1. Para evitaresto, primero nos percatamos que el térmjno con la tangente hiperbOlica se puedeescribir como
 tanh (p) = ( - )/( +!) (4.7.21)
 donde s = exp(p). Por medio de la ecuación (4.7.21), la ecuaciôn (4.7.15) se escribeen Ia forma
 Xk( aI/ 1"= bs+)I(s+)SJ/\ SJ
 (4.7.15)
 (4.7.16)
 (4.7.17)
 (4.7.18)
 (4.7.22)
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 donde
 s = exp [ senh (ZiJ]
 Puesto que la ecuación (4.7.22) no tiene la operación de sustracción, se eliminan loserrores serios de redondeo.
 El PROGRAMA 4-5 ileva a cabo la integración por medio de la transformación ex-ponencial doble. Para los limites infinitos (m, w), se utiliza en forma directa laregla del trapecio en el PROGRAMA 4-1 en vez del PROGRAMA 4-5.
 Ejemplo 4.7
 La longitud de Ia curva dada por y = g(x), a < x < b, es
 fb i + (g'(x))2dx
 Calcule Ia longitud del arco parabOlico y2 = 4x en 0 < x < 2.
 (Soluciôn)
 Puesto que g(x) 2Tx, su derivada es g'(x) = 1ifx. La integral es
 2/1=10 J1
 El integrando en Ia ecuaciôn anterior es singular en x = 0.El cálculo se Ileva a cabo utilizando Ia versiOn en BASIC del PROGRAMA 4-5
 en una IBM PC. En el programa, los limites de integraciôn en Ia coordenada,transformada se hacen iguales a z 4 y z = 4. Los resultados obtenidos son:
 donde N es el nümero de intervalos utilizados en Ia regla extendida del trapecio.
 RESUMEN DE ESTA SECCÔN
 La regla extendida del trapecio es la optima para integrar una funciOn analIticaen (- w, w).La integraciOn de una funciôn con una singularidad se puede lievar a cabo me-diante La regla extendida del trapecio con Ia transformaciOn exponencial doble.
 N. I
 10 3.60071020 3.59570630 3.595706
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 4.8 INTEGRACION NUMERICA EN UN DOMINIO BIDIMENSIONAL
 Consideremos un dominio como el que se muestra en la figura 4.5, en el que lasfronteras izquierda y derecha son segmentos de recta verticales y las fronteras infe-rior y superior estãn dadas por curvas y = d(x) y y = c(x), respectivamente. Ladoble integral en el dominio se escribe como
 ('b [ d(x)
 1=1 IJ' fix,da [ c(x) Y)dY]dX
 Sin embargo, los problemas de dobles integrates no siempre se pueden escribir en laforma de la ecuación (4.8.1). A menudo tienen formas distintas como
 b rd(x)1= 1 i f(x,y)dydxja ,c(x)
 b ('d(x)1= 1 dx I dyf(x,y),ja 3c(x)
 0 incluso
 I = ISA f(x,y)dxdy
 donde A representa el dominio. En cualquiera de estos casos, el problema debe re-escribirse en la forma de la ecuación (4.8.1) antes de proseguir con Ia integración nu-mérica. Se deben intercambiar x y y en caso necesario.
 El principio general de la integración numérica de la ecuación anterior es redu-cirla a una combinación de problemas unidimensionales. Si definimos
 ('d(x)G(x) I f(x,y)dy
 ,Jc(x)
 entonces, la ecuación (4.8.1) queda
 = SbG(x)dx (4.8.3)
 a
 a la cual se puede aplicar cualquiera de las formulas de cuadratura numéricas descritaanteriormente y se expresa en la forma:
 I=
 wG(x) (4.8.4)
 donde w1 son los pesos y los x, son los puntos de la cuadratura particular. Los valo-res numéricos de G(x1) también se evalüan en forma numérica. Si hacemos x = x1, laecuación (4.8.2) queda
 G(x1)Jc(x1)
 f(x, y) dy('d(x1)
 (4.8.5)
 (4.8.1)
 (4.8.2)
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 que es un problema unidimensional ya que la ünica variable del integrando es y. Laecuación (4.8.5) se puede evaluar mediante alguna de las cuadraturas numéricas.
 Para ejemplificar, aplicamos la regla extendida del trapecio al problema de in-tegración doble:
 b[ d(x)= iff(x,[c(x) y) dY] dx
 El rango de integración [a, bJ se divide en N intervalos con igual separación,con un tamaño del intervalo dado por h = (b - a)/N(véase la figura 4.5, en dondese supone N = 4). Los puntos de Ia reticula se denotarãn como x0, x1, x2,..., XN.Al aplicar la regla del trapecio en el eje x, obtenemos
 h d(x0) ('d(x1)
 2 [XO c(x)f(x0, y) dy + 2 I f(x1, y) dy
 (d(x2) ('d(xN)+ 2 I f(x2, y) dy +.. + I f(x, y) dy
 jc(x2) .Jc(XN)
 La ecuación (4.8.7) se puede escribir en forma mãs compacta como
 I = (hj2)[G(xo) + 2G(x1) + 2G(x2) + + G(xN)]
 donde
 Sd(x)G(xj= f(x,y)dy (4.8.9)c(x)
 Al evaluar Ia ecuaciOn (4.8.9), el dominio de integración [c(x1), d(x)] se divideen N intervalos con un tamaño de
 h = [d(x) - c(x)]
 Figura 4.5 Dominio bidimensional para Ia doble integracion
 (4.8.6)
 (4.8.7)
 (4.8.8)
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 Los valores y de los puntos de Ia retIcula se denotan como ' y, , y, 2'S..' .y,, NEntonces, La integración mediante Ia regla extendida del trapecio da como resultado
 Pd(x!)G(x1) = Jc(xj) f(x, y) dy
 = [f(x, y ) + 2f(x1, y, ) + 2f(x, y, 2) + + f(x, y, N)]
 La regla del trapecio utilizada en las integrales anteriores puede remplazarse porcualquier otro método de integraciOn numérica, incluyendo las cuadraturas deGauss y las reglas de Simpson [Press/Flannery/Teukoisky/Vetterling, pág. 126].
 Ejemplo 4.8
 Evalüe Ia siguiente integral doble
 i = f [J sen(x + Y)dY]dX
 mediante Ia regla de 1/3 de Simpson. Los limites de integraciOn son
 a=1, b=3c(x) = In (x)
 d(x) = 3 + exp (x/5)
 (Soluciôn)
 Para Ia regla de 1/3 de Simpson, los puntos de Ia reticula en el eje x son
 x0=1, x1=2, x2=3En Ia figura E4.8 aparecen el dominio de integración y los puntos de Ia reticula.Al aplicar Ia regla de 1/3 de Simpson a Ia primera integral obtenemos
 hI = [G(x0) + 4G(x1) + G(x2)]
 donde h = (b - a)/2 = 1 y
 ('3 + exp(xi5G(x,)
 = JIn(x,) sen(x1 + y)dyo más explicitamente
 c(x).b[ d(x)
 = $ sen(x+Y)dY]dx
 h [ 3+exp(1/5)
 - 3 [Jn sen(1 + y) dy + 4$3±exp(2/5)
 sen(2 + y) dy
 ('3 + exp (3/5)+ JIn(3) sen(3 + y) d]h [ 4.2214 4.4918 4.8221
 = - [$0 sen(1 + y) dy + 4 $06931 sen(2 + y) dy + $10986 sen(3 + y) dY]
 (4.8.10)
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 y
 Con Ia regla de 1/3 de Simpson, Ia primera integral del renglôn anterior queda
 r4.2214
 Jo sen(1+y)dy
 2.11070[sen(1 + 0) + 4sen(1 + 2.11070) + sen(1 + 4.2214)]
 2.11070
 =[0.84147 + (4)(0.03088) + (-0.87322)]
 = 0.064581
 Câlculos análogos dan por resultado
 $8sen(2 + y)dx = 2.1086
 sen(3 + y)dx = 0.67454
 Asi, el valor final de Ia integral doble es
 I = [0.064581 + (4)(-2.1086) - 067454]
 = 3.0148
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 La doble integraciôn numérica es la doble aplicaciôn de un método de integra-ción numérica para las integrales de una sola variable, una vez para la dirección yy otra vez para Ia dirección x.Cualquier método de integración numérica para integrates de una sola variable sepuede apticar a las integrales dobles.
 xx2 bx0=a x1= (a+b)/2
 Figura E4.8 Reticula para Ia integraciOn doble
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 PROGRAMAS
 PROGRAMA 4-1 Reglas extendidas del trapecio y de Simpson
 Explicaciones
 El PROGRAMA 4-1 integra una funciôn analitica, ya sea mediante La regla extendidadel trapecio o mediante la regla extendida de Simpson, segün la elecciôn del usuario.Antes de correr el programa, el usuario debe definir el integrando en el subprogramaFUNC. El usuario puede dar como entrada la elecciOn de un método de integración,los lImites de integraciOn y el nUmero de intervalos, en forma interactiva desde elteclado. Si el nümero de intervalos para Ia regla de Simpson es impar, se utiliza laregla de 3/8 para los primeros tres intervalos de la reticula y despuês se utiliza laregla extendida de 1/3 para el resto del dominio.
 Cuando se corre ci programa, La computadora envIa un mensaje para recordara! usuario que la función a integrar debe definirse en el subprograma FUNC, des-puês le pregunta ci método que usarã para integrar; si es el de SIMPSON La entradadebe ser 1. A continuaciôn, el programa pregunta los valores de N, A y B.
 Variables
 ISIMP: especificaciOn del métodoISIMP = 0 (Regla del trapecio)ISIMP = 1 (Regla de Simpson)
 A, B: limite inferior y superior de integración, respectivamenteN: nümero de intervalos en Ia retIculaH: espaciamiento, H = (B - A)/NW: valores de Los pesos en las formulas de integración
 5, SS: integralII: Oltimo punto de La reticula para Ia regla de 3/8
 Listado
 C CSL/F4 -1. FOR REGLAS DEL TRAPECIO Y DE SIMPSONCOMMON A,B,HCHARACiR SIMP*6PRINT *PRINT *, 'CSL/F4 -1 REGLAS DEL TRAPECIO Y DE SIMPSON'PRINT *PRINT * 'LA FUNCION A INTEGRAR SE DEBE CODIFICAR ENPRINT ', 'EL SUBPROGRAMA LLAMADO FUNCPRINT *
 10 PRINT *, 'OPRIMA 0 PARA EL TRAPECIO, 1 PARA SIMPSONREAD *, ISIMPPRINT *, 'NUMERO DE INTERVALOS?p *,N
 135 IF (N .GT.0.AND. ISIMP.EQ.0) GOTO 140IF (ISIMP.EQ.1.AND.N.GT.1) GOO 140
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 PRINT *, LA ENTRADA NO ES VALIDA, REPITA'GO TO 10
 140 PRINT *, ,LIMITE INFERIOR DE INTEGRACION?p *,A
 150 PRINT *, LIMITE SUPERIOR DE INTEGRACION?READ *B
 160 H=(B-A)/NIF (ISIMP.EQ.0) THEN
 CALL TRAPZ (S. N) ! - - Se eligio la regla del trapecio.GOTO 200ELSECALL SIMPS (S. N) I - - Se eligio la regla de Simpson.
 END IF200 PRINT *,210 PRINT *, 'RESULTADOFINAL',S220 PRINT *,
 PRINT *PRINT*PRINT*, 'OPRIMA 1 PARA CONTINUAR 00 PARA TERMINARREAD *KIF(K.EQ.1) GOTO 10PRINT*END
 C* ** * * *** * * *** **** * *** ** ** ****SUBROUTINE TRAPZ (S,N) ! - - Regla del trapecioCOMMON A,B,HS=0DO 10 I=0,N
 XA+I*HW=2IF(I.EQ.0 .OR. I.EQ.N) W = 1S=S+W*FUNC (X)
 c PRINT *,I,X,H,FrJNC(X),W10 CONTINUE
 S=S*H/2RETURNEND
 * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ** *
 SUBROUTINE SIMPS (SS , N)COMMON A,B,HS=0Ss=0IF (N/2*2.EQ.N) THEN
 LS = 0GOTO 35
 END IFLS=3DO 30 1=0,3 ! Regla de 3/8 de Simpson siN es impar
 X=A+H*IW=3IF (I.EQ.0 .OR. I.EQ.3) W=1SS=SS+W*FU1C' x)
 30 CONTINUESS=SS*H*3/8IF (N.EQ.3) RETURN
 35 DO 40 1=0, N- LS ! Regla de 1/3 de SimpsonXA+H* (I+LS)W=2IF (INT(I/2)*2+1.EQ.I) W=4IF (I.EQ.O .OR. I.EQ.N-LS) W=1S=S+W*FUNC (x)
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 40 CONTINUESSSS+S*H/3RETURNEND
 C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * *FUNCTION FUNC (X) ! - - Evalua la función a integrarFUNC = (1 + (X/2)**2)**2*3.14159RETURNEND
 D) Ejemplo de salida
 CSL/F4 -1 REGLAS DEL TRAPECIO Y DE SIMPSONLA FUNCION A INTEGRAR SE DEBE CODIFICAR EN EL SUBPROGRAMA LLAMADO FUNCOPRIMA 0 PARA EL TRAPECIO, 1 PARA SIMPSON0,NUMERO DE INTERVALOS?10LIMITE INFERIOR DE INTEGRACION?
 0LIMITE SUPERIOR DE INTEGRACION?
 2
 RESULTADO FINAL 11 .77047
 OPRIMA 1 PARA CONTINUAR 00 PARA TERMINAR'
 OPRIMA 0 PARA EL TRAPECIO, 1 PARA SIMPSON1NUMERO DE DATOS?5
 LIMITE INFERIOR DE INTEGRACION?0LIMITE SUPERIOR DE INTEGRACION?2
 RESULTADO FINAL 11 .73095
 OPRIMA 1 PARA CONTINUAR 00 PARA TERMINAR
 PROGRAMA 4-2 Formulas cerradas de Newton-Cotes
 Explicaciones
 El PROGRAMA 4-2 ileva a cabo la integración numérica utilizando las fOrmulas cerra-das de Newton-Cotes, mientras que el PROGRAMA 4-3 utiliza las fOrmulas abiertas.
 Antes de correr el programa, el usuario debe definir la función a integrar en elsubprograma FUN, donde aparece F = SIN (X) como ejemplo. Las instruccionesDATA contienen los valores de W, Q y R copiados de la tabla 4.2. El programa pre-gunta por el orden del método y los limites de integraciOn.
 Variables
 N: orden de la fOrmula de Newton-Cotes, 2 10
 A y B: limites inferior y superior de la integral
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 W(J, N): J-ésimo factor de peso en Ia formula de orden N (tablas 4.2 y 4.3)Q, R: numerador y denominador de c = Q/R (tablas 4.2 y 4.4)
 espaciamiento, (B - A)/Nintegral (respuesta final)
 C) Listado
 C CSL/F4 -2. FOR FORMULA CERRADA DE NEWTON-COTESDIMENSION W(0:20,10)PRINT *PRINT * 'CSL/F4 -2 FORMULA CERRADA DE NEWTON COTESPRINT *DATA (w(I,1) ,I=0,3)/1,1,1,2/DATA (w(I,2) ,I=0,4)/1,4,1,1,3/DATA (w(I,3),I=0,5)/1,3,3,1,3,8/DATA (W(I,4) ,I=0,6)/7,32,12,32,7,2,45/DATA (w(I,5) ,I=0,7)/19,75,50,50,75,19,5,288/DATA (W(I,6) ,I=0,8)/41,216,27,272,27,216,41,1,140/DATA (w(I,7),I=0,7)/751,3577,1323,2989,2989,1323,3577,751/DATA (w(I,7) ,I=8,9)/7,17280/DATA (W(I,8),I=0,8)/989,5888,-928, 10946 ,-4540, 10946 ,-928,5888,989/DATA (W(I,8) ,I=9,10)/4,14175/DATA (W(I,9),I=0,7)/2857,15741,1080,19344,5788,5788,19344,1080/DATA (W(I,9),I=8,11)/15741,2857,9,89600/DATA (w(I,10),I=0,5)/16067, 106300,--48525 ,272400, -260550, 427368/DATA (W(I,10),I=6,10)/-260550,272400,-48525,106300,16067/DATA (W(I,10),I=11,12)/5,299376/PRINT *, ,NUMERO DE DATOS? (2 - 10)pjjj *,KPRINT *, 'A (LIMITE INFERIOR DE INTEGRACION) ?'P.EAD *,APRINT *, 'B (LIMITE SUPERIOR DE INTEGRACION) ?p7J) *,BPRINT *N=K -1Q=W(N+1,N)R=W(N+2,N)PRINT 10,Q,R
 10 FORMAT(' Q=',1PE14.6, ' R=', 1PE14.6)PRINT *AL=Q/R ! aMa
 H (B-A) /N ! Intervalo de la retIculaPRINT*,'PRINT*,' N X F(X) WPRINT*,'
 220 ANS=0 ! Inicialización de la iórniula do Newton-CotesDO 240 J0, N ! - J es el Indice de los puntos do la reticula
 X=A+J*HF=FUN(X)PRINT 250, JIX,F,W(J,N)ANS=ANS+F*W (J, N) - - Formula de Newton-Cotes
 240 CONTINUE250 FORMAT(1X,I5,1P2E15.6, F13.4)
 ANS=ANS*H*ALPRINT *
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 PRINT*,'PRINT*,' RESULTADO FINAL 1=', ANSPRINT*,'PRINT*PRINT*,' OPRIMA 1 PARA CONTINUAR, 00 PARA TERMINAR
 *,KIF(K.EQ.1) GOTO 1PRINT*ENDC* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
 FUNCTION FUN (X) ! - - Evaltia la iunción a mtegrarFtJN=SIN(X)RETURNEND
 D) Ejemplo de salida
 CSL/F4 -2 FORMULA CERRADA DE NEWTON-COTES
 NUMERO DE DATOS? (2 - 10)6
 A (LIMITE INFERIOR DE INTEGRACION) ?0B (LIMITE SUPERIOR DE INTEGRACION) ?2
 RESULTADO FINAL 1= 1 . 416117
 OPRIMA 1 PARA CONTINUAR 0 0 PARA TERMINAR
 PROGRAMA 4-3 Formulas abiertas de Newton-Cotes
 A) Explicaciones
 El PROGRAMA 4-3 desarrolla Ia integración numérica utilizando las fOrmulas abiertasde Newton-Cotes. La estructura del PROGRAMA 4-3 es muy similar a la del PROGRAMA4-2. Véase CSL para los detalles.
 PROGRAMA 4-4 Cuadratura de Gauss
 A) xplicaciones
 El PROGRAMA 4-4 es para cuadratura de Gauss y contiene la tabla de cuadratura deGauss.
 Q= 5.000000E+00
 N X
 R= 2.880000E+02
 F(X) W
 0 0.000000E+00 0.000000E+00 190.00001 4.000000E-01 3.894183E-01 750.00002 8.000000E-01 7.173561E-01 500.00003 1.200000E+00 9.320391E-01 500.00004 1.600000E+00 9.995736E-01 750.00005 2.000000E+00 9.092974E-01 l9O.000p
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 Antes de ejecutar el programa, el usuario debe definir el integrando en el sub-programa FUN. Al ejecutarse el programa pide a! usuario que proporcione los valo-res de N, A y B por medio del teclado.
 B) Variables
 N: nUmero de puntos utilizados en La retIcula (el orden de La formula menosuno)ljmite inferior de integraciónlImite superior de integraciOn
 XA(I): coordenada x de los puntos de La retIculaW(I): pesos de integraciOn
 F: integrandoXI: resultado caLculado
 C) Listado
 C CSL/F4 -4. FOR CUADRATURA DE GAUSSDIISION W(0:10),XA(0:10)PRINTPRINT *, 'CSL/F4 -4 CUADRATURA DE GAUSSPRINT *
 17 PP.INT *, 'LOS ORDENES DE CUADRATURAS DISPONIBLES SON: N2, 3,4, 5,6,8,10'PRINT *pRflfl' *,'N Vp *,NPRINT *IF (N .LT. 0) STOPIF ((N.EQ.7) .OR. (N.EQ.9)) PRINT *, 'N = 7 Y 9 NO ESTAN DISPONIBLESIF ((N.EQ.7) .OR. (N.EQ.9)) GOTO 17PRINT *, EL LIMITE INFERIOR A?'PAD *,APRINT *, ',EL LIMITE SUPERIOR B?'p *,BIF (N .NE.2) GOI'O 45XA(2)= 0.5773502691W (2) =1
 GOTO 20045 IF (N .NE.3) GOTO 65
 XA() 0
 XA(3)= 0.7745966692W(2)=0 .8888888888W(3)=0 .5555555555GOTO 200
 65 IF (N.NE.4) GOTO 85XA(3)=0. 3399810435XA(4)0 .8611363115W(3)=0 .6521451548W(4)=0 .3478548451GOTO 200
 85 IF (N.NE.5) GOTO 115XA (3) =0

Page 165
                        

Cap. 4 Integración numérica 145
 XA(4)=0 .5384693101XA(5)=0.9 061798459w(3)=0 .5688888888W(4)=0 .47862867 04w(5)=0 .2369268850GOTO 200
 115 IF ( N.NE.6) GOTO 135XA(4)=0 .2386191860XA(5)=0 .661209 3864XA(6)=0 .932469 5142W(4)=0 .4679139 345W ( 5) =0 . 36 07 6157 30
 W (6) =0 . 17 13244923GOTO 200
 135 IF (N.NE.8) GOTO 175XA(5)=0 .1834346424XA(6)0 .5255324099XA (7) =0 .79 66664774
 XA(8)=0 .9602898564W ( 5) =0 . 3626837 833
 W (6) =0 . 3137 066458
 W(7)=0 .2223810344W(8)=0 .1012285362GOTO 200
 175 IF (N.NE.10) GOTO 17XA(6)=0 .1488743389XA(7)=0 .4333953941XA(8)=0 .6794095682XA(9)= 0.8650633666XA ( 10) =0 . 97 39 065285
 w(6)=0 .2955242247W (7 ) =0 . 2692667 193
 w(8)=0 .2190863625W (9) =0 . 1494513491w(10)=0 .0666713443
 200 P1=3.1415927DO J=1,INT(N/2)
 W(J)=W (N+1 -J)XA(J)=-XA(N+1-J)
 END DOPRINT *PRINT*,'PRINT*,I N XPRINT*,'DO J=1,N
 XA(J)=(XA(J) * (B-A) +A+B) /2END DO
 300 XI=0DO J1,N
 X=XA (J)CALL FUN(F,X)XI=XI+F*W (J)PRINT 20, J,X,F,W(J)
 20 FORNAT(1X,15,3F15.8)END DOXI=XI* (B-A) /2
 325 PRINT *PRINT *,PRINT *,'RESULTADOI[NAL I =',XI
 340 PRINT *,
 Inicialización de la formula
 F(X)
 Puntos de Gauss
 de cuadratura de Gauss
 Cálculo de los valores de la funciónFormula de cuadratura de Gauss
 w
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 350 PRINT *PRINT*PRINT*, 'PARA CONTINIJAR, OPRIMA 1'pD *,KIF(K.EQ.1) GOTO 17PRINT*END
 * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
 SUBROUTINE FUN (F, X) ! Evalüa la función a integrarF=SIN(X)RETUR1END
 D) Ejemplo de salida
 CSL/F4 -4 CUADRATURA DE GAUSS
 LOS ORDENES DE CUADPLATURA DISPONIBLES SON: N2, 3,4,5,6,8,10
 N?6EL LIMITE INFERIOR A?
 0,EL LIMITE SUPERIOR B?2
 RESULTADO FINAL I = 1.416147
 PARA CONTINUAR, OPRIMA 1
 PROGRAMA 4-5 lntegración de una funciôn singular
 Explicaciones
 El PROGRAMA 4-5 integra mediante Ia regla extendida del trapecio, una funciOn que essingular en uno o ambos ilmites de integración, después de aplicar la transformaciônexponencial doble. La función a integrar se define en el subprograma FUN.
 Variables
 limite inferior de integración de xlImite superior de integración de x
 DXDZ: dx/dz
 N X F(X) w
 1 0.06753051 0.06747920 0.171324492 0.33879060 0.33234668 0.360761583 0.76138079 0.68992162 0.467913934 1.23861921 0.94533461 0.467913935 1.66120946 0.99591553 0.360761586 1.93246949 0.93530613 0.17132449
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 H: tamaño del intervalo en la coordenada zH: nümero de intervalos en la coordenada z
 SS: resultado de Ia integral
 C) Listado
 C CSL/F4 -5. FOR INTEGRACION DE UNA FUNCION SINGULARCC REGLA DEL TRAPECIO CONC TRANSFORMACION EXPONENCLAL DOBLE
 DOUBLEPRECISION SS, P,W, Z, EXZ,HCOS, HSIN, S. PAI,DXDZ, X, FUNPRINT *PRINT * 'CSL/F4 -5 INTEGRACIOIN DE UNA FUNCION SINGULAR MEDIANTEPRINT *,' LA TRANSFORMACION EXPONENCLAL DOBLEPRINT *PRINT *,' (LA FUNCION ESTA DEFINIDA EN EL SUBPROGRAMA "FUN")'PRINT*PRINT*, ',NUMERO TOTAL DE INTERVALOS, N?'pfl *,PRINT*, 'LIM1TE INFERIOR DE INTEGRACION, A?'READ* , APRINT*, ',LIM1TE SUPERIOR DE INTEGRACION, B?'READ*,BNN/ 2 ! La mitad de los puntos en la reticulaH=4 . 0/N ! determinan a h; el numerador puede ser más grande
 C ! silos exponentes de la computadora asf lo permitenPAI=3 . 1415927ss=0DO K=-N,N
 Z=H *KEXZ=DEXP (Z)HCOS= (Exz1 . 0/EXZ) /2.HSIN= (Exz-1 . 0/EXZ) /2.SDEXP (PAI*0 5*HSIN)X= (B*S+A/S) / (S1 .0/s)IF (X.NE.A.AND.x.NE.B) ThEN
 P=PAI/2 . 0'HSINW=DEXP (P)DXDZ=(B-A) *PAI/2 0*HCOS/ ( (W+1. o/w) /2.0) **2 .0/2.0SS=SS + H*FUN(X)*DXDZ
 END IFEND DOPRINT*,'PRINT *, 'RESULTADO FINAL 1= ',SSPRINT* I
 PRINT*PRINT*PRINT*, 'OPRIMA 1 PARA CONTINUAR, 00 PARA TERMINARpj *,KIF(K.EQ.1) GOTO 1PRINT*END
 C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * *FUNCTION FUN (X) ! Evahia la función a integrarDOBLE PRECISION X, FUNFUN= DSQRT(1.0+1/X)RETUR1END
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 D) Ejemplo de salida
 CSL/F4 -5 INTEGRACION DE UNA FTJNCION SINGULAR MEDIANTELA TRANSFORMACION EXPONENCIAL DOBLE
 ,NUMERO TOTAL DE INTERVALOS, N?10
 LIMITE INFERIOR DE INTEGRACION, A?0,.LIM1TE SUPERIOR DE INTEGRACION, B?1
 RESULTADOFINAL 1= 2.297836480119168
 OPRIMA 1 PARA CONTINUAR, 00 PARA TERMINAR
 PROGRAMA 4-6 lntegración doble
 A) Explicaciones
 El PROGRAMA 4-6 calcula una integral doble por medio de la regla de Simpson. Elusuario debe definir tres funciones en el programa antes de ejecutarlo: el integrandoen el subprograma FUNC3, la curva lImite inferior en FUNC1 y la curva limite supe-rior en FUNC2. Al ejecutarse, el programa pregunta el nümero de intervalos que seutilizarán en las direcciones x y y. También pregunta por A y B.
 B) Variables
 limite inferior de integración de xlimite superior de integración de xcurva limite inferiorcurva limite superior
 F: integrandoHX, HY: intervalos de la reticula en las direcciones x yy, respectivamente. (HY de-
 pende del valor de x)W: pesos de integración en la regla de Simpson
 resultado de la integral en la dirección de yresultado total de La integral
 C) Listado
 C CSL/F4 -6 . FOR INTEGRACION DOBLE MEDIANTE LA REGLA DE SIMPSONPRINT *PRINT *, 'CSL/F4 -6 INTEGRACION DOBLE MEDIANTE LA REGLA DE SIMPSON'
 1 PRINT *PRINT *, ',NUMERO DE INTERVALOS EN LA DIRECCION X?'
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 READ *,MPRINT *, NUMERO DE INTERVALOS EN LA DIRECCION Y?'REJ *,NIF (M/2*2.NE.M .OR. N/2*2.NE.N) THEN
 PRINT * EL NUMERO DE INTERVALOS DEBE SER PAR. REPITA.'GO TO 1
 END IFPRINT *, ',LIMITE INFERIOR EN EL EJE X, A?'pj *,APRINT * ',LIMITE SUPERIOR EN EL EJE B?'READ *BPRINT *PRINT * ' PUNTO EN INTEGRAL EN LA PESO'PRINT *, EL EJE X DIRECCION DE YPRINT *,' I-Y'HX=(B-A) /MT=0DO 1=0, M
 X=A+I*HXCALL FtJNCT1 (C, X) ! Encuentra el lInute inferior de los valores de yCALL FUNCT2 (D, X) ! Encuentra el limite superior de los valores de yHY= (D- C) /N ! Tamaño del intervalo en la dirección de ys=0DO J0,N
 Y=C+J*HY ! Valor en y de los puntos de la reticulaCALL FUNCT3 (F, X, Y) ! Encuentra el valor deW=4IF (INT(J/2)*2.EQ.J) W=2IF((J.EQ.0).OR.(J.EQ.N)) W=1SS+W*F ! Integracion en la dirección de y
 END DOSS*HY/3W=4IF (INT(I/2)*2 .EQ.I) W=2IF((I.EQ.0).OR.(I.EQ.M)) w=1PRINT 330,I,S,W
 330 FORMAT(3X,12,7X,IPE14.7,6X, OPF1O.4)T=T+W*S - - Integracion en la dirección de
 END DOTT*HX/3 ! - - Resultado de la integraciónPRINT *PRINT *,'PRINT *,' RESULTADO FINAL = ', TPRINT *,'PRINT *PRINT*PRINT*, 'OPRIMA 1 PARA CONTINUAR, 00 PARA TERMINAR'READ *,KIF(K.EQ.1) GOTO 1PRINT*END
 C* * * * * * * * * * * *-* * * * * * * * * * * * * * * *
 SUBROUTINE FUNCTI (C,X) ! Curva limite inferior200 C= LOG(X)
 RETUR1END
 C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ** *
 SUBROUTINE FUNCT2 (D, X) ! Curva limite superior210 3+)(p (x/5)
 RETURNEND
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 * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *SUBROUTINE FUNCT3 (F, X, Y) ! Evalia la función a integrar
 220 F=SIN(X+Y)RETURNEND
 D) Ejemplo de salida
 CSL/F4 -6 INTEGRACION DOBLE MEDIANTE LA REGLA DE SIMPSON
 1NUMERO DE INTERVALOS EN LA DIRECCION X?6
 NUMERO DE INTERVALOS EN LA DIRECCION Y?6
 LIMITE INFERIOR EN EL EJE X, A?1
 LIME SUPERIOR EN EL EJE X, B?3
 PUNTO EN INTEGRAL EN LA PESOEL EJE X DIRECCION DE yI I-Y' W
 0 5.3062823E-02 1.00001 -8.5075313E-01 4.00002 -1.5474440E+00 2.00003 -1.8811973E+00 4.00004 -1.8000411E+00 2.00005 -1.3400741E+00 4.00006 -6.0834056E-01 1.0000
 RESULTADO FINAL I = -2 . 615372
 OPRIMA 1 PARA CONTINUAR, 00 PARA TERMINAR
 PROBLEMAS
 4.1) Evalüe las siguientes integrales utilizando la regla extendida del trapecio cdn inter-valos de N = 2, 4 y 8 (también 16 y 32 si se utiliza un programa de computadora).
 3x3+5x-1 [0,1]
 x3-2x2+x+2 [0,3]
 x4+x3x2+x+3 [0,1]
 tan (x) [0, ir/4]
 [0, 1]
 1/(2+x) [0,1]
 4.2) Calcule Ia integral
 I=J° sen(x)dx
 mediante La regla extendida del trapecio con N = 2, 4, 8, 25 y 100 intervalos. Evahie después elerror de los resultados numéricos comparándolos con sus valores exactos.
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 Evalüe la integral
 5°8(
 dx
 por Ia regia extendida del trapecio con h = 0.4, h = 0.2 y h = 0.1.4.4) Aplique Ia integración de Romberg a los resuitados de Ia regia del trapecio con h
 0.1 y h = 0.2 del problema 4.3 para hacer una mejor estimaciOn de Ia integral.4.5) La siguiente es una tabla de valores:
 Caicule
 = 5°' f(x) dx
 utilizando Ia regla extendida del trapecio con h = 0.25 y h = 0.5.Aplique Ia integración de Romberg a los resultados del inciso a) para estimar un valor
 más preciso de I.4.6) Repita ci problema del ejemplo 4.1 utilizando Ia regla extendida de 1/3 de Simpson
 con N = 2, 4, 8, 26, 50 y 100.4.7) Repita ci problema 4.1 utilizando Ia regla de Simpson con N = 4, 8 y 16.4.8) Obtenga la regla de 1/3 de Simpson integrando el polinomio de interpolaciôn de
 Newton hacia adelante ajustado en x0, x0 + h y x0 + 2h.4.9) Demuestre que Ia integraciOn de Romberg basada en '2n e 'h de Ia regla extendida
 del trapecio es idéntica al resultado de Ia regla de Simpson, utilizando h como ci tamano delintervalo.
 4.10) Evahie Ia integral de las siguientes funciones en ci intervalo indicado, utilizando Iaregla de Simpson con N = 2, 4,8, 16 y 32:
 a)2+cos(x)
 [0, ir]
 i x, f(x1)
 1 0 0.91622 0.25 0.8109
 3 0.5 0.69314 0.75 0.55965 1.0 0.4055
 4.3) A conhinuaciOn se da una labia de vaiores
 x f(x)
 0.0 00.1 2.12200.2 3.02440.3 3.25680.4 3.13990.5 2.85790.6 2.51400.7 2.16390.8 1.8358
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 1og(1 + x)y -x
 y -1 +sen2(x)
 4.11) Evalüe Ia integral de las siguientes funciones en el intervalo indicado, utilizando Iaregla de Simpson con N 2, 4, 8, 16 y 32.
 y=xexp(2x)y=x_x
 y = exp (2x) sen2 (x)
 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 [1,2]
 [0, it/2]
 4.12) Repita el problema del ejemplo 4. 1, utilizando la regla extendida de Simpson conN = 3, 7 y 11 intervalos.
 4.13) Suponga que usted es un arquitecto y planea utilizar un gran arco de forma para-bólica dado por
 v = O.lx(30 - x) metros
 donde y es Ia altura desde el piso y v estã en metros. Calcule la longitud total del arco utilizan-do Ia regla extendida de Simpson. (Divida el dominio desde x = 0 hasta x = 30 metros en 10intervalos de la misma longitud). La longitud total del arco está dada por
 L = 5° /1 + (dy/dx)2 dx
 4.14) Un automóvil con masa M = 5400 kg se mueve a una velocidad de 30 m/seg. Elmotor se apaga sibitamente a los t = 0 seg. Suponga que Ia ecuación de movimiento despuésde = 0 está dada por
 5400v = - 8.276v2 - 2000dx
 donde v = v(1) es Ia velocidad (m/seg) del automóvil al tiempo t. El lado izquierdo representaMv(dv/dx). El primer término del lado derecho es la fuerza aerodinámica y el segundo térmi-no es Ia resistencia de las Ilantas al rodaje. Calcule Ia distancia que recorre el auto hasta que lavelocidad se reduce a 15 m/seg. (Sugerencia: Ia ecuación de movimiento se puede integrarcomo
 C° 5400vdvJ15 8.276v2 + 2000 - f dx = x
 Evalie Ia ecuación anterior mediante Ia regla de Simpson.)4.15) Si f(x) es un polinomio de orden menor o igual que N, Ia formula cerrada de
 Newton-Cotes de orden N (que utilizan N + I puntos) es exacta. Explique la razOn.4.16) La longitud de una curva definida por x = 0(t), y = ii(t), a < t < b, está dada
 por
 = fab ([0'(t)]2 + [(t)]2)1I2 dt
 Use las cuadraturas de Gauss con N = 2, 4 y 6 para encontrar la longitud de la cicloide defini-da por
 x=3[tsen(t)], y=2-2cos(t), 0<t<2ir
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 4.17) Si f(x) es un polinomio de orden menor o igual que 2N 1, la cuadratura deGauss con N puntos de Legendre es exacta. Explique por qué.
 4.18) Evalüe Ia siguiente integral mediante Ia cuadratura de Gauss de N = 4 y N = 6.
 x)dx
 in (1+
 4.19) Evalüe Ia siguiente integral impropia en forma tan exacta como sea posible, utili-zando la regla extendida del trapecio.
 ' exp(x2)j dx(1+x)
 4.20) Evalüe las siguientes integrales impropias, lo más exacto que sea posible, utilizan-do Ia regla extendida del trapecio con Ia transformación exponencial doble.
 i tan (x)J° 07 dx
 i exp(x)
 - 2dx
 4.21) Repita el problema 4.18 con el PROGRAMA 4-5.
 4.22) Calcule las siguientes integrales con Ia cuadratura de Gauss de N 6:
 a) f 2 + cos (x)dx
 ('2 ln (1 + x)b)j1x
 dx
 Jx exp (2x) dx
 j x'dx4.23) Calcule Ia siguiente integral utilizando Ia regla extendida del trapecio en cada di-
 rección:
 ('2 ('1J1 dx J° dy sen (x + y)
 (Use solo dos intervalos en cada dirección; Ia función seno esta en radianes.)
 4.24) EvalOe Ia siguiente integral mediante la regla de 1/3 de Simpson:
 I=SS:x+ydydx4.25) El area de un cIrculo unitario es it . La precisiOn de un esquema numérico para La
 integración doble se puede examinar mediante el siguiente problema:
 = SSD dy dx
 donde D significa que Ia integral se toma en el interior de
 x2 + y2 2x
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 el cual es un circulo unitario. Realice Ia evaluaciOn numêrica de Ia doble integral anterior me-diante Ia regla extendida de Simpson en ambas direcciones, con 2 x 2, 4 x 4, 8 x 8, 16 x 16,32 x 32 y 64 x 64 intervalos.
 4.26) Utilice Ia regla extendida de Simpson con 10 intervalos en cada dirección para eva-luar Ia integral doble
 It Sen (v) 2 21= exp(x y)dydx4.27) Evalüe Ia siguiente integral doble mediante Ia regla de 1/3 de Simpson:
 = f ,/x + ydydx
 4.28) Repita el problema del ejemplo 4.8 utilizando Ia cuadratura de Gauss con N = 3.
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5Diferenciaciôn numérica
 5.1 INTRODUCCION
 La diferenciación numérica, o aproximación por diferencias, se utiliza para evaluarlas derivadas de una funciôn por medio de sus valores dados en los puntos de unaretIcula. Las aproximaciones por diferencias son importantes en Ia soluciôn deecuaciones diferenciales ordinarias y parciales.
 Para ilustrar Ia diferenciaciOn numérica, consideremos una funciOnf(x) comola que se muestra en Ia figura 5. 1. Supongamos que Se desea evaluar la primera den-vada def(x) en x = x0. Si se conocen los valores def en x0 - h, x0 y x0 + h, dondeh es el tamaño del intervalo entre dos puntos consecutivos en el eje x, entonces sepuede aproximar f' (x) mediante el gradiente de la interpolación lineal A, B o Cmostradas en la figura 5.1. Estas tres aproximaciones se ilaman respectivamente lasaproximaciones por diferencias hacia adelante, hacia atrás y central. Sus formulasmatemáticas son como sigue:
 AproximaciOn que utiliza A (aproximaciOn por diferencias hacia adelante)
 f(x0 + h) - f(x0)h
 Aproximación que utiliza B (aproximaciOn por diferencias hacia atrás)
 f(x0) - f(x0 - h)f'(x0)
 h
 (5.1.1)
 (5.1.2)
 155
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 fHacia adelante Hacia atrás
 f(x) f(x)
 f(x )
 x0 x+h x0h x0
 Desarrollo de Taylor Los términos del error seobtienen en forma explIcita. Sepuede aplicar a reticulas nouni formes.
 Operador de diferencias Bastante similaridad entre lasderivadas y las aproxtmacionespor diferencias.
 Derivación de Se pueden obtener, en formapolinomios de sistemática, muchas formulas de
 interpolaciOn aproximaciOn por diferencias.
 f'(x0) se aproxima mediante el gradiente deuna recta que pasa por f(x0) (x0)
 Figura 5.1 Explicaciôn gráfica de las aproximaciones por diferencias de f' x0).
 c) Aproximación que utiliza C (aproximaciôn por diferencias central)
 f(x0+h)f(x0h)2h
 Existen tres tipos de enfoques para obtener aproximaciones por diferencias. Elprimero se basa en el desarrollo de Taylor de La funciôn airededor de un punto de lareticula, el segundo utiliza los operadores de diferencia y el tercero deriva los po1inomios de interpoLación. En La tabla 5.1 se resumen Las ventajas y desventajas de cadaenfoque. El PROGRAMA 5-1 genera Las fOrmulas de aproximaciOn por diferencias (yea-se La sección 5.3 para más detalLes).
 5.2 USO DEL DESARROLLO DE TAYLOR
 Cuando una funciOn se representa numéricamente en puntos discretos, ésta se apro-xima mediante La interpolación. Asi, la integraciôn numérica de La función se calcula
 Tabla 5.1 Breve resumen de los tres métodos para obtener fOrmulas de diferenciaciónnumérica
 x0h x0 xc+h
 (5.1.3)
 Método deobtenciOn Ventajas Desventajas
 SOlo se puede obtener unaformula a la vez.
 Necesita el desarrollo de Taylorpara analizar el error.
 Dificil de aplicar en reticulas nouniformes.
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 integrando La formula de interpolación, como se explicO en el capitulo 2. De La mis-ma forma, se pueden obtener formulas de diferenciaciOn numérica a! diferenciar lasfOrmulas de interpolación.
 Comenzaremos obteniendo fOrmulas mediante el desarrollo de Taylor, ya quees equivalente a La diferenciaciOn de una interpoLación y conduce exactamente a losmismos resuLtados. En esta sección se expLica, de manera adecuada, La obtención dela aproximación por diferencias utilizando el desarrollo de Taylor. A continuación,en la siguiente secciOn se explica un punto de vista más genérico. Entre labibliografIa para el uso de los desarrollos de Taylor estãn [Hornbeck y James, Smithy WoLford].
 Para una derivada de orden p, el mInimo nOmero de datos necesario para obte-ner una aproximaciOn por diferencias es p + 1. Por ejemplo, una aproximación pordiferencias para La primera derivada de una funciOn necesita al menos dos puntos.
 Empecemos a deducir La aproximaciOn por diferencias paraf,' = f' (x1) utili-zandof1 = f(x1) yf1 + = f(x + i). Los valores defen todos Los puntos distintos dex, se desarrolLan en una serie de Taylor. El desarrollo de Taylor def1 + aLrededorde x1 es
 f+h2 h3 h4
 (5.2.1)
 Al despejarf' en La ecuación (5.2.1) se obtiene
 hhf' _h2fF - (5.2.2)
 Si truncamos después del primer término, La ecuación (5.2.2) es La aproximaciOn pordiferencias hacia adeLante que ya se conocIa como La ecuaciOn (5.1.1). Los términostruncados conforman el error de truncamiento. Este se puede representar por mediodel coeficiente principal (1 - (h/2)f," en este caso) debido a que los demás términosse anulan mãs rápido que éste cuando h decrece. La aproximación por diferenciashacia adelante se expresa, incLuyendo el efecto del error por truncamiento como sigue:
 f+1 +0(h)h
 (5.2.3)
 donde
 0(h) = hf'
 El término 0(h) indica que el error es aproximadamente proporcional al intervalo hde La retIcula. El error también es proporcional a la segunda derivada f".
 La aproximación por diferencias hacia atrás de La primera derivada, utilizandof y se obtiene de manera similar. El desarrollo de Taylor def1_1 es
 J-1h2 h3 h4
 (5.2.4)
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 Al despejarff, se obtiene la aproximación por diferencias hacia atrás como
 + 0(h) (5.2.5)
 donde
 0(h) =
 La aproximación por diferencias centrales utilizandof, + yf1 se puede oh-tener mediante los desarrollos de Taylor def1 + yf_i ya dados en las ecuaciones(5.2.1) y (5.2.4), respectivamente. Si restamos Ia ecuación (5.2.4) de Ia (5.2.1), obte-nemos
 +i -J 2hf +hf" + (5.2.6)
 donde el término f"se elimina en forma automática. Al despejar de aquI f, tenemos
 fJ+1J1
 La aproximaciOn por diferencias centrales se expresa como
 f/ft+l + 0(h2)2h
 donde
 0(h2) _!h2fF/
 Es importante observar que, debido a la cancelación del término f", el error de laaproximación por diferencias centrales es proporcional a en vez de h. Al decrecerIi, el error decrece más rápido que en las otras dos aproximaciones.
 Como se explicó antes, una aproximación por diferencias def(P)1 necesita al me-nos p + 1 puntos. Si se utilizan más datos, se puede obtener una aproximación pordiferencias más exacta. Con puntos dados, una ecuación por diferencias con la ma-xima exactitud es tal que el término del error es el del máximo orden posible.
 Para ilustrar el significado de esto, obtendremos una aproximaciôn por di-ferencias del1 utilizandof, + yf + 2 Puesto que el nümero mInimo de datos nece-sarios paraf' es dos, tenemos un dato mãs que el mInimo. Los desarrollos def1 +
 (5.2.7)
 (5.2.8)

Page 179
                        

Cap. 5 Diferenciaciôn numérica 159
 fi + 2 se escriben como
 h2 h3 h4+1 = f, + hf + f' + f" + f" +
 h2 h3 h4+ 2 = J + 2hf + 4 f' + 8 f" + 16 f" +
 con estas dos ecuaciones es posible eliminar los términos de la segunda derivada. Poresto, el término principal de los errores de truncamiento es el de la derivada de tercerorden. Al restar la ecuación (5.2.11) de cuatro veces la ecuación (5.2.9) obtendremos
 La ecuación (5.2.12) se llama aproximación por diferencias hacia adelante con trespuntos para 17 y el error es del mismo orden que el de la aproximaciôn por diferen-cias centrales.
 Análogamente, La aproximación por diferencias hacia atrás con tres puntos sepuede obtener utilizando f' .ñ_i' y f- como sigue:
 Ejemplo 5.1
 Calcule fa primera derivada de tan (x) en x = 1 mediante las cinco aproxi-macjones por diferencias obtenidas en esta sección, utilizando h = 0.1, 0.05 y0.02. [value después el porcentaje de error de cada aproximación comparándo-to con el valor exacto.
 4f +1 - fi + 2 = + 2hf - hf" +
 Al despejarf[de la ecuación (5.2.11) se tiene que
 f= _J+2+4ft+1_3fi+O(h2)2h
 donde el término del error está dado por
 0(h2) =
 fF3fi4fi1 +f2O(h2)2h
 donde
 0(h2) = h2fF
 (5.2.11)
 (5.2.12)
 (5.2.13)
 (5.2.9)
 (5.2.10)
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 (Soluciôn)
 Sustituimos f = f(1 + ih) = tan ( 1 + ih) en las ecuaciones (5.2.5),(5.2.3), (5.2.8), (5.2.13) y (5.2.12) y obtenemos los siguientes resultados:
 a Porcentaje del error
 Conviene observar que los errores de las dos primeras aproximaciones decre-cen en proporción con h, mientras que los errores de las ültimas tres aproxima-clones decrecen en proporción con h2. Es claro que a razón de reducciôn delerror se vuelve más rápida cuando el orden de precision es mayor.
 A continuaciôn obtendremos aproximaciones por diferencias para la segundaderivada. El principio básico para obtener una aproximación por diferencias de se-gundo orden es eliminar la primera derivada de los desarrollos de Taylor y, de serposible, tantos términos de orden superior a 2 como sea posible.
 Por ejemplo, obtenemos una aproximación por diferencias de fJ'utilizando
 + ' f, y ft_i. Los desarrollos de Taylor de f + 1y fti están dados por las
 ecuaciones (5.2.1) y (5.2.4). Al sumar los dos desarrollos, obtenemos
 f+1 + f = 2ft + h2f' + +.
 Restando 2f1 de ambos lados tenemos
 - 2f + f = h2f' + +
 Entonces, truncamos después del término f" y reescribimos para obtener
 +0(h2)h2
 (5.2.14)
 h=0.1 h=0.05 h=0.02
 [tan(1)-tan(1-h)J/h 2.9724 3.1805 3.3224
 (13.2)8 (7.1) (3.0)
 [tan(1h)-tan(1)]/h 4.0735 3.7181 3.5361
 (-18.9) (-8.5) (-3.2)
 [tan(1+h)-tan(1-h)]/2h 3.5230 3.4493 3.4293
 (-2.8) (-0.69) (-0.11)
 [3 tan(1)-4 tan(1-h)+tan(12h)]/2h 3.3061 3.3885 3.4186
 (3.5) (1 .08) (0.20)
 [-tan(1+2h)+4 tan(1+h)-3 tan(1)]/2h 3.0733 3.3627 3.4170
 (10.3) (1.83) (0.25)
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 a) Aproximaciones por diferencias hacia adelante:
 ffl+1+c)(h) O(h)= hf'
 +2 +c+1 - + 0(h), 0(h2) =
 - +2± 18+ -+ 0(h3), 0(h3) = hf"
 (Continua)
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 La ecuación (5.2.14) se llama aproximación por diferencias centrales def" y el errorse representa como
 0(h2) - h2f/
 Se puede obtener otra aproximaciôn por diferencias de fI'utilizando .1,' fe-i Yfi-2 (puesto que p = 2, el nUmero mInimo de datos necesarios es 3). Al restar dos ye-ces el desarrollo de Taylor def1_1 del def1_2 se tiene
 J2-2J1 J+h2f'h3f"+Al despejar f'de Ia ecuación anterior se tiene
 J-2 - ++ h) h) = hf" (5.2.15)
 h2
 La ecuaciôn (5.2.15) se llama aproximación por diferencias hacia atrás deflLas aproximaciones por diferencias para las derivadas de orden superior se
 pueden obtener mediante combinaciones lineales adecuadas de los desarrollos deTaylor. Las derivadas se vuelven cada vez más complicadas al aumentar el nümerode puntos o el orden de las derivadas. De hecho, las aproximaciones por diferenciasque aparecen en los libros tienen errores frecuentes, particularmente en los términosdel error para las aproximaciones por diferencias de orden superior. Por esta razón,en la siguiente sección se describen un algoritmo más sistemático y un programa decomputadora basado en el (PROGRAMA 5-1). Por medio de este programa, la verifica-ción de las aproximaciones por diferencias es muy sencilla.
 Hasta este momento, hemos supuesto que los puntos de Ia retIcula tienen sepa-ración uniforme. Sin embargo, las aproximaciones por diferencias en retIculas conseparación no uniforme se pueden obtener mediante los desarrollos de Taylor.
 Las aproximaciones por diferencias que se utilizan con frecuencia se enumeranen la tabla 5.2.
 Tabla 5.2 Aproximaciones por diferenciasa
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 Tabla 5.2 (Continua)Aproximaciones por diferencias hacia atrás:
 +0(h), 0(h)=hf'
 fP 3fl - + J2 + 0(h2), 0(h2) = h2f!
 f=llfll8fl_1+9J-22fl_3+0(h3), 0(h)=hf"
 Aproximación por diferencias centrales:
 11+ m' + 0(h2), 0(h2) = _h2f
 f1+2 + 811+1 8f1 + 11-2 + 0(h4), 0(h4) =
 Segunda derivada
 Aproximaciones por diferencias hacia adelante:
 ffL+22f+1 +0(h), 0(h) = hf"
 f+3 + 4f12 511+1 + 2f1+ 0(h2), 0(h2) =
 e) Aproximaciones por diferencias hacia atrás:
 f,,i-2J - - +0(h),
 2fl - 5f +4J2 -+0(h2), 0(h2) =
 Aproximaciones por diferencias centrales:
 11+1 - + + 0(h2), 0(h2) =
 11+2 + 1611 30fl + 16J1 - f12 + 0(h4), 0(h4) =
 Tercera derivada
 Aproximaciones por diferencia hacia adelante.
 f+3 - 3fl+ + 3fl+ 1 - 11 + 0(h), 0(h) = hf"Aproximaciones por diferencias hacia atrás:
 fFF=fl3fi1fl2fl3+0(h) 0(h)=hf"
 Aproximaciôn por diferencias centrales:
 11+2 - 2ft±1+2J.1 - f-2 + 0(h2), 0(h2) = _h2f
 0(h) = hf"
 aLas aproximaciones por diferencias que aparecen en esta tabla se generaron mediante el PROGRAMA 5-1.
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 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Una aproximación por diferencias para fP) requiere de al menos p + 1 puntos.La aproximación por diferencias se obtiene desarrollando .f en una serie deTaylor airededor de x,.Las derivadas de orden menor que p deben eliminarse. Esto es posible con unminimo dep + 1 puntos.El término del error es el término truncado de menor orden.
 5.3 ALGORITMO GENERICO PARA OBTENER UNA APROXIMACIONPOR DIFERENCIAS
 El objetivo de esta sección es describir un algoritmo genérico para obtener una apro-ximación por diferencias de una derivada de orden dado, utilizando un conjuntoespecifico de puntos en una retIcula. El algoritmo se implanta entonces comoPROGRAMA 5-1.
 Supongamos que el nümero total de puntos en la reticula es L y que los puntosde la retIcula están numerados como I = , 13 ,..., . Supongamos que L p +1, donde p es el orden de la derivada por aproximar. Las abscisas de los puntos de lareticula son x, = 13 h,..., , h con i = x , f3 ,...,
 x2 x..1 x0 x1 x2 x3 Puntos de Ia reticula conseparación uniforme
 = -2 -1 0 1 2 3 Indices de los puntos de Ia reticulaa = .2 = -1 y = 0 A = 3 Indices de los puntos utilizados
 Xa )5 Abscisas de los puntosFigura 5.2 Ilustración de los puntos de la retIcula utilizados para la aproximación por diferencias
 La aproximación por diferencias de lap-ésima derivada def(x), utilizando es-tos puntos de la retIcula, se puede escribir en la forma:
 fo,)aJ+aflffl++aLfE (5.3.1)
 donde a hasta a son L coeficientes indeterminados; f, = f(x), fp = f(xp),...son las coordenadas que se usarán y E es el error, que se escribe como
 E = c1h'-_"f + c2hL_P+lf(L+l) (5.3.2)
 La esencia del algoritmo es sustituir los desarrollos de Taylor de f, en laecuación (5.3.1) y calcular los coeficientes indeterminados de forma que el términodel error se minimice o, en forma equivalente, que el orden de E sea el mâximo or-den posible.
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 Para simplificar la explicaciôn posterior, supongamos que p = 1, L = 3, =0, 13 = 1 y y = 2. Entonces, la ecuación (5.3.1) se escribe como
 aJ0 + a1f1 + aJ2h
 donde a0, a1 y a2 son tres coeficientes indeterminados y x0 = 0, x1 = h y x2 = 2hson los puntos de la reticula que se utilizarán. Sustituimos los desarrollos de Taylordef1 Yf2 airededor de x = 0 en la ecuación (5.3.3) para obtener
 aJ0 a1
 h
 + + 2hf+ + + E
 o, reagrupando términos,
 fo=f0[a0+a1+a2]+f[O+a1+2a2]+f'[O+a1+4a2]
 h2 h3+ f''[O + a1 + 8a2] -- + f'"[O + a1 + 16a2] + + E (5.3.4)
 La ecuación (5.3.4) tiene tres coeficientes indeterminados, los cuales se pueden defi-fir mediante tres condiciones. Para minimizar el error de la ecuación (5.3.4), hace-mos los coeficientes de f, f y f iguales a 0, 1 y 0 respectivamente:
 a0 + a1 + a2 = 0
 o + a1 + 2a2 = 1 (5.3.5)
 o + a1 + 4a2 = 0
 Al resolver las ecuaciones anteriores, vemos que los valores de los tres coeficientesindeterminados son a0 = - 4, a = 2 y a2 = 4.
 Los términos no nulos de orden superior de la ecuación (5.3.4) constituyen elerror; a saber,
 h3E= f'[0+a1 +8a2]---f'"[0+a1 +16a2]+
 Al comparar la ecuación (5.3.6) con la ecuación (5.3.2), tenemos que c1 y c2 de Laecuación (5.3.2) están dados por
 1c1 = (a1 + 8a2)
 1c2 = - (a1 + 16a2)
 (5.3.3)
 (5.3.6)
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 de lo que se obtiene, sustituyendo a1 = 2 y a2 = -
 1/ 8\ 1c= _2_)=
 i( 16"\ 1
 C2
 Puesto que el primer término de la ecuación (5.3.2) no es nub, ignoramos el Segun-do término y escribimos el término del error como
 E=h2fF (5.3.7)
 Si, por otro lado, el primer término de la eduación (5.3.6) fuera igual a cero, el Se-gundo término representarIa el error.
 El resultado final de estos cálculos es
 f[_f0+2f1 _f2]+E
 o, en forma equivalente
 310+411-1210= +E
 2h
 donde
 E=h2fF/
 En términos más generales, con L datos, podemos definir L coeficientes inde-terminados de la ecuaciOn (5.3.1) fijando correctamente los primeros L términos deldesarrolbo de Taylor de Ia ecuaciôn (5.3. 1). Asi, el término del error es proporcionalal (L + 1)-ésimo término o, en forma equivalente, a la L-ésima derivada si su coe-ficiente no se anula. Si es igual a cero, el término del error es del orden inmediatosuperior.
 Este algoritmo funciona incluso cuando los Indices a, $,... no son enteros.Esto quiere decir que la aproximación por diferencias en una retIcula con separaciônno uniforme se puede obtener mediante el mismo algoritmo.
 Como se describió antes, mediante el PROGRAMA 5-1 se puede ilevar a cabo estealgoritmo.
 RESUMEN DE ESTA SECCION. El algoritmo genérico descrito en esta secciOn es esencial-mente el mismo algoritmo analizado en la sección anterior. Sin embargo, su formu-lación general hace posible desarrollar un programa de computadora.
 (5.3.8)
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 5.4 USO DE LOS OPERADORES DE DIFERENCIAS
 Definimos a continuación tres operadores de diferencias [Ralston; Isaacson/Keller]:
 Operador de diferencias hacia adelante: A
 (5.4.1)
 Operador de diferencias hacia atrás: V
 c) Operador diferencial central: ô
 o bien
 donde
 Vf=fJ1
 oj+=f+1 j;
 Mi = - J) = - 2f+1 + f,
 V2f=V(fJ1)=f-2f1 +J;-22f(fi_fi)f. 2i+1AVf=A(Jf1)=J+1 - 2J +f-VAJ=V(J+1 -f)=i+1 2f,+J1
 (5.4.2)
 (5.4.3)
 Los operadores de diferencias de orden superior se pueden escribir como p0-tencias de los operadores de diferencias anteriores: por ejemplo, A, V" y 5" sonoperadores de diferencias de orden n. Se pueden obtener otros operadores de dife-rencias de orden n al aplicar V y A en la forma vnmAm donde 1 m n. En el cason = 2, los operadores de diferencias dan como resultado
 (5.4.4a)
 (5.4.4b)
 (5.4.4c)
 (5.4.4d)
 (5.4.4e)
 Conviene observar que en las ecuaciones anteriores las ültimas tres diferencias sondénticas. De hecho, podemos escribir la relaciôn de identidad:
 = AV = VA (5.4.5)
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 Si n es par y m = n/2, vmAm es igual a YmAm, que es ci n-ésimo operador dediferencias centrales.
 Las aproximaciones por diferencias se obtienen a! aproximar los operadoresdiferenciales mediante los operadores de diferencias. Por ejemplo, el operador dife-rencial ordinario de primer orden se puede aproximar de tres formas diferentes:
 d A
 dx - Ax
 d V
 dx - Vx (5.4.6)
 d (5
 Si aplicamos Las aproximaciones de la ecuaciôn (5.4.6) a una funciônf(x), se ob-
 tienen las aproximaciones por diferencias defI. Si utilizamos-.x se obtiene la apro-ximación por diferencias hacia adelante: Ax
 [f(x)]
 1h(5.4.6)
 donde Ax en ci denominador se interpreta como Ax1 = x1 + 1 - x1 = h. Anáioga-
 mente, si utiiizamosx, obtenemosVx
 [f(x)] -h
 (5.4.7)
 La aproximación por diferencias centrales dej'fse obtiene a! aplicar -- con base en
 La reticula con separaciOn 2h, es decir,
 [--f(x)l f+1 -f1.1[dx 2h
 donde ox en ci denominador se interpreta como (5; x1 + - x11 = 2h. La aproxi-macion por diferencias centrales tambiên se puede obtener tomando ci promedioaritmético de las aproximaciones por diferencias hacia adelante y hacia atrãs como
 [df(x)1[A VI J+1-f1_1
 dx lxi 2 [+ Vx] - 2h
 (5.4.9)
 (5.4.8)
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 Las aproximaciones para el operador diferencial de segundo orden Se puedenescribir por medio de Ia doble aplicaciôn de la aproximación de primer orden:
 d2 A2
 dx2 = Ax2
 d2 V2
 dx2 = Vx2 (5.4.10)
 dx2 Vx \Ax) Ax \\Vx
 d2 V (AA(v)
 d2
 dx2 - 5x2
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Se presentaron tres operadores de diferencias básicos.Las aproximaciones de diferencias se obtienen aproximando los operadores dife-renciales mediante los operadores de diferencias.Al combinar los tres operadores de diferencias, se pueden obtener varias aproxi-maciones por diferencias.
 5.5 USO DE LA DIFERENCIACION DE LOS POLINOMIOS DE INTERPOLACIONDE NEWTON
 Estos polinomios, tanto del tipo hacia adelante como hacia atrás, son ütiles para ob-tener aproximaciones por diferencias; sin embargo, solo consideraremos el caso deltipo hacia adelante. Mediante el uso de los polinomios de interpolaciOn de Newton,se obtienen varias aproximaciones por diferencias en forma sistemática [Carna-han/Luther/ Wilkes; Cheney/Kincaidi.
 La formula de interpolaciOn de Newton hacia adelante ajustada a N + 1 pun-tos se escribe como
 N
 g(x) = g(x + sh) = (s)Anfn=o
 =fk + sAfk +s(s - 1)A2fk +s(s - 1)(s 2)A3fk
 + s(s - 1)(s - 2)(s - 3)A4fk + + ()ANfk (5.5.1)
 donde
 h
 Yfk, fk + + N son los valores de la función en Xk, Xk + . , + N' respecti-vamente.
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 Como se describió en el capitulo 2 la fOrmula de interpolaciOn dë Newton ha-cia adelante ajustada a N + I datos es un polinomio de orden N. Sus derivadasaproximan a las derivadas def(x). La exactitud de las aproximaciones depende tan-to de N como del punto dentro del rango de interpolación en donde se obtiene la de-rivada. Puesto que la exactitud de una interpolaciOn de Newton es mejor en el centrodel dominio de interpolación, tambiên la exactitud de la aproximación por diferen-cias es mejor en el centro.
 Para explicar cómo se obtienen las aproxihrnciones por diferencias, sea N - 2,con lo que la ecuaciOn (5.5.1) se escribe como
 g(x)=f+ thfk +s(s 1)A2fk (5.5.2)
 Al derivar una vez se tiene
 g'(x) = [w + (2s - 1)A2fk] (5.5.3)
 Para s = 0, 1 y 2 se tiene, respectivamente,
 g'(x)= [2Afk - A2fk] = [fk+2 + 4fk+l - 31k]
 g'(x+ 1) = [2Afk + Afk] = - 1k]
 =[2Af + 3Mfk]
 =[3f+ - 4fk+1
 as ecuaciones anteriores son la aproximaciOn por diferencias hacia adelante en el k-ésimo punto de la retIcula, Ia aproximaciOn por diferencias centrales en el punto k +1 y la aproximación por dicerencias hacia atrãs en el punto k + 2, respectivamente.Si remplazamos k en la primera, segunda y tercera ecuaciOn por i, i - 1, i - 2, res-pectivamente, obtenemos
 g'(x) = [2Aj - A2f] = [+2 + - 3J] (5.5.4)
 g'(x)=
 [2AJ1 + A21]= 2h -f-] (5.5.5)
 g'(x1) = [2z\J2 + 3Mf2] = [3f - 4 ±J2] (5.5.6)
 Estas son las ecuaciones ya presentadas en las ecuaciones (5.2.12), (5.2.8) y(5.2.13).El error de un polinomio de interpolación de Newton hacia adelante se repre-
 senta mediante el término que se añadirIa si la interpolaciOn se ajustara a un punto
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 más de la retIcula (véase la subsecciôn 2.4.2). Con esta regla, evaluamos el error delas aproximacionespor diferencias en las ecuaciones (5.5.4), (5.5.5) y (5.5.6). Si enLa ecuación (5.5.1), N aumenta de N = 2 a N = 3, el término adicional en laecuaciôn (5.5.2) es
 1
 s(s-1)(s-2)A3fk
 Su primera derivada con respecto de x es
 [3s2 - 6s + 2]L\3fk
 de lo cual se obtiene
 jfk paras = 0
 A3fk,paras= 1
 para s = 2
 Observemos que La N-ésima derivada de La interpolación de Newton hacia ade-lante de orden N es
 g(x) = (5.5.10)
 La ecuación es una aproximación de la N-ésima derivada def(x) en todo el rango deinterpolaciôn. Por lo tanto, podemos escribir
 ANI hNf(x) (5.5.11)
 dondef() dehota La N-ésima derivada def(x). Utilizamos Ia ecuación (5.5.11), conlo que La ecuación (5.5.9) es, aproximadamente,
 h2f , para s = 0 (5.5.12)
 _h2f, paras = 1 (5.5.13)
 paras = 2 (5.5.14)
 (5.5.7)
 (5.5.8)
 (5.5.9)
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 Cada una de las expresiones anteriores representa los errores de las ecuaciones(5.5.4), (5.5.5) y (5.5.6), respectivamente y coinciden con los errores obtenidos en lasección 5.2 a! utilizar los desarrollos de Taylor.
 En general, una aproximación por diferencias de orden p se obtiene diferen-ciando un polinomio de interpolación de Newton hacia adelante de orden mayor oigual que p. Una aproximación por diferencias de gran precision se obtiene aumen-tando el orden del polinomio de interpolación de Newton hacia adelante. Por lo tan-to, una aproximación por diferencias más precisa. requiere mãs puntos en la reticula. LaprecisiOn de una aproximaciOn por diferencias es mejor en el centro del rango de in-terpolaciOn. La aproximación por diferencias centrales se puede considerar como laderivada de la interpolación de Newton en el centro del rango de interpolaciOn. Porotro lado, las aproximaciones por diferencias hacia adelante y hacia atrãs son las de-rivadas del polinomio de interpolaciOn de Newton en las orillas del rango de interpo-laciOn. Por consiguiente, la aproximaciOn por diferencias centrales siempre es másexacta que las aproximaciones por diferencias hacia adelante, hacia atrás o cualquierotra que se refiera a un extremo y que utilicen el mismo polinomio deinterpolaciOn de Newton.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Las aproximaciones por diferencias se pueden deducir derivando un polinomiode interpolaciOn, por ejemplo, el polinomio de interpolaciOn de Newton haciaadelante.El término del error en la aproximaciOn por diferencias se obtiene utilizando eltérmino adicional que surge con el uso de un punto adicional de los datos.Las aproximaciones por diferencias que se construyen aplicando la formula deinterpolación son consistentes con las que se obtienen por medio de losdesarrollos de Taylor.La precisiOn de una fOrmula de interpolaciOn que utiliza puntos de la retIcula se-parados de manera uniforme es más grande en el centro del dominio de interpo-laciOn. En consecuencia, la aproximación por diferencias es más exacta si se usala derivada de una fOrmula de interpolaciOn en el centro del dominio. Esto expli-ca por qué la aproximaciOn por diferencias centrales siempre es más precisa quelas aproximaciones por diferencias hacia adelante y hacia atrás que usan el mis-mo nümero de puntos.
 5.6 APROXIMACION DE DERIVADAS PARCIALES POR DIFERENCIAS
 Las aproximaciones por diferencias para el caso de las derivadas parciales de fun-ciones multidimensionales son esencialmente iguales al caso de la diferenciaciOnnumérica de las funciones unidimensionales.
 Consideremos una funciOn bidimensional f(x, y). La aproximaciOn por dife-rencias de Ia derivada parcial
 f= en x = x0 y y = (5.6.1)
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 se puede deducir fijando y en y y considerando af(x, Yo) como una función unidi-mensional. Por lo tanto, las aproximaciones por diferencias hacia adelante, haciaatrás y centrales para la derivada parcial anterior se pueden escribir respectivamentecomo
 f(x0 + Ax, Yo) - f(x0, Yo)(5.6.2a)
 Ax
 f(x0 + Ax, Yo) - f(x0 - Ax, Yo)(5.6.2b)
 2Ax
 f(x0, Yo) - f(x0 - Ax, Yo)(5.6.2c)
 Ax
 Las aproximaciones por diferencias centrales para las segundas derivadas par-ciales de f(x, y) en x0 y Yo son
 f(x0 + Ax, y) - 2f(x0, y) + f(x0 - Ax, y)XX02 - Ax2
 02 f(x0, Yo + Ay) - 2f(x0, Yo) + f(x0, Yo - Ay)- Ay2
 00 f(x0 + AX, Yo + Ay) - f(x0 + Ax, Yo - Ay)ixy
 OxOy 4AxAy
 +-f(x0 - Ax, y + Ay) + f(x0 - Ax, Yo Ay)
 Ejemplo 5.2
 La tabla siguiente muestra los valores de una funciôn bidimensional f(x, y):
 sigue:
 1.0
 4AxAy
 Utilice las aproximaciones por diferencias centrales para evaluar las si-guientes derivadas parciales:
 f(2, 2), f(2, 2), f(2, 2) y f(2, 2)Use a aproximaciOn por diferencias hacia adelante de tres puntos para
 evaluar las siguientes derivadas parciales:f(2, 2), f(2, 2)
 (Soluciôn)
 Al emplear a definiciOn Ax = Ay = h = 0.5, se hacen los cálculos como
 y x = 1.5 2.0 2.5 3.0
 1.0 1.63 2.05 2.50 2.98 3.491.5 1.98 2.51 3.08 3.69 4.332.0 2.28 2.91 3.61 4.37 5.172.5 2.64 3.25 4.08 5.00 5.983.0 2.65 3.50 4.48 5.57 6.76
 (5.6.3a)
 (5.6.3b)
 (5.6.3c)
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 f(2 + h, 2) - f(2 - h, 2) 4.37 - 2.91f(2, 2) = = = 1.46
 2h (2)(0.5)
 f(2, 2 + h) - f(2, 2 - h) 4.08 - 3.08- =1.002h (2)(0.5)
 f(2, 2 + h) - 2f(2, 2) + f(2, 2 - h)f},y(2, 2) =
 4.08 - 2(3.61) + 3.08 = 0.24= (0.5)2
 f(2+h,2+h)f(2+h,2h)f(2h,2+h)+f(2h,2h)
 (2h)2
 5.0 - 3.69 - 3.25 + 2.51= 0.57
 [2(0.5)12
 f(2+2h,2)+4f(2+h,2)-3f(2,2)f(2, 2) =
 2h
 (5.17) + 4(4.37) - 3(3.61)- 1.48(2)(0.5) -
 f(2, 2 + 2h) + 4f(2, 2 + h) - 3f(2, 2)f(2, 2) =
 2h
 (4.48) + 4(4.08) - 3(3.61)- 1.01(2)(0.5) -
 f(2, 2) -
 RESUMEN DE ESTA SECCION. Las aproximaciones por diferencias para las derivadasparciales son esencialmente iguales a las derivadas ordinarias. For lo tanto, todas Lasaproximaciones por diferencias desarrolladas para el caso de Las derivadas ordina-rias se aplican a las derivadas parciales.
 PROGRAMAS
 PROGRAMA 5-1 Câlculo de aproximaciones por diferencias
 A) Explicaciones
 El programa encuentra la aproximación por diferencias para la derivada del ordendeseado utilizando Los puntos de la retIcula especificados por el usuario.
 El programa pregunta por: 1) eL niimero de puntos en la reticula que se usaránen La formula para la aproximaciOn por diferencias (se puede utiLizar un mãximo de10 puntos); 2) los indices de Los puntos de La retIcula, y 3) el orden de La derivada quese aproxima. El programa supondrá que el intervalo de separaciOn es h, sin que elusuario especifique su valor numérico.
 Para especificar la aproximación por diferencias deseada, denotamos el nOmerode puntos en la reticuLa por L, el orden de la derivada por p y Las abscisas de los pun-tos dela retIcula como x, xfl,..., x, donde x = cth, Xfl = f3h.....x = )h.
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 El algoritmo funciona incluso cuando , /1,...,). no son enteros sino que re-presentan cualquier valor decimal positivo o negativo. Las coordenadas de Los pun-tos en La retIcula se hacen x, = ih, I = ., ..., ). y La derivada del orden especificadose evaLüa en x = 0. Por ejemplo, si se va a evaluar f"(0) utilizando puntos enx = 2, 0.5 y 1.5, entonceS hacemos L = 3, 2, /3 = 0.5 yy = 1.5 con h 1.
 conh 1.
 La salida del programa estã dada en La forma de los coeficientes de La ecuaciôn(5.3.1); es decir, ;, at,..., a, y c1 y c2 de La ecuación (5.3.2). Como se vio en Lasección 5.3, el segundo término de La ecuación (5.3.2) se debe ignorar si c1 = 0.
 Los coeficientes de las ecuaciones Lineales se guardan en el arreglo A(K, L) aligual que en B(K, L). El primero se utiliza para La soLución, mientras que el segundose reserva para su uso posterior. Las ecuaciones Lineales se resuelven mediante Lasubrutina de La eliminación gaussiana. En el capItulo 6 se explicarán más detalles delesquema de eliminación gaussiana. Al regresar de La subrutina, La soLución de lasecuaciones Lineales se guarda en A(K, KM + 1), K = 1, 2.....KM. Los coeficientesde La aproximación por diferencias son nümeros decimales en primera instancia. Pa-ra expresarlos en forma racional con coeficientes enteros en el numerador y denomi-nador, se hacen algunos cáLculos adicionales.
 Variables
 KM: nümero de puntos en La reticula que se utiLizará en La aproximación por di-ferencias (L)
 EL(K): indice de Los puntos de La reticula para el K-ésimo punto contando desdeLa izquierda (valores de , /3, y,...)
 DR: orden de La derivada que se aproximará (p)A(K, L): coeficientes de La ecuación Lineai [véase La ecuación (5.3.5)]
 C(K): coeficientes del K-ésimo valor de La funciôn en el numerador de La aproxi-macion por diferencias para K KM: coeficiente del término del errorpara K > KM
 F: reciproco del denominador de La aproximación por diferencias
 Listado
 C CSL/F5 -1 CALCULO DE APROXIMACIONES POR DIFERENCIASCOMMON N, A(10,11), EL(10), B(10,11),C(10) , CF(11)MT=6PRINT * 'CSL/F5 -1 CALCULO DE APROXIMACIONES POE DIFERENCIAS'PRINT *
 90 PRINT *, I ,NUMERO DE PUNTOS?'PEAD*,
 92 IF (KM.GT.2.OR.KN.LE.10) GOTO 95PRINT *, ENTRADA NO VALIDA. POE FAVOR REPITA LA ENTRADA'GO TO 90
 95 PRINT *, I ,NUMERO DE PUNTOS EN LA RETICULA?1 ' (OPRIMA ENTER DESPUES DE CADA NUMERO)'
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 DO K=1 , KMprint 98, kREAD *, EL(K)
 98 FORMAT( ',f.INDICEDELPUNTO?, ',12, '?')END DO
 103 PRINT *, ' DE EL ORDEN DE LA DERIVADA'105 READ ', KDR106 Z=1.0
 DO I =1,KDRZ=Z*FLOAT(I)
 END DO110 DO 130 K=1, KM+2
 DO L=i, KMIF(K.EQ.i) A(K,L)=1.0IF (K . GT. 1) A (K, L) =EL (L) * * (K-i) Preparación de los coefcientez de Ia matrizB (K, L) =A (K, L) ! Alinecenantiento de los nisznos en B (1, J)
 END DO130 CONTINUE135 FF=1
 DO K=i, KM
 A(K, KN+i)=0IF (K-1.EQ.KDR) A(K,KN+1)=Z Terminonohomogeneo
 END DO140 N=KM160 PRINT *
 KMP2=KM+2CALL GAUSS
 170 DO 190 K=i, KN+2C(K)=0.0
 DO L=1, KMC(K)=C(K) +B(K,L) *A(L,KM+1) Coeficientes del têrniino del error
 END DO190 CONTINUE191 F=i000.0
 DO 194 K=i, KM
 IF( A(K,KM+i).EQ.0) GOTO 194IF( ABS(A(K,KM+1)) .LT.0.000i) GOTO 194U=ABS(A(K,KN+1))IF (U .LT.F) F=U
 194 CONTINUEC - Coeficientes de la formula de diferencias
 DO K=1, KMCF (K)=A(K, KM+1) IF
 END DO198 print 197197 FORMAT (' ESQUEMA DE DIFERENCIAS'
 DO 210 K=i,KMFINV=i. 0/Fprint 7002, CF(K),FINV,KDR,EL(K)
 7002 FORMAT(IX,'+[', F10.5,1/(t,F8.5,'H**',Ii,t)]F(t,F6.3,IH)1)210 CONTINUE
 print *print 7005
 7005 FORMAT (' TERMINO DEL ERROR'217 DO K=i, KM+2
 IF (ABS(C(K)).LT.0.0000000i) C(K)=0END DODD=1. 0DO K=i,KM
 DD=DD* FLOAT (K)END DO
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 CDO K=KM+1, KM+2
 CM=-C(K)CPDt-C(K) /DDKM1=K- 1NH=KM1-KDRIF(K.EQ.I<N+1.AND.CM.NE.0)
 & print 7020, CM, DD, NH, KM1 ! Imprime 10 tórminoe del errorIF(K.EQ.KM+2) print 7020, CM,DD, NH, KMIDD=DD* FLOAT (K)
 END DO7020 FORNAT( 5X,'(', Fi0.5,/1,F10.5,)H**t,I1,2X,'F'(', Ii, ')')
 print 70307030 FORMAT( I'
 PRINT *PRINT *,' OPRIMA 1 PARA CONTINUAR 00 PARA TERMINARpr *,KKIF (KK.EQ.1) GO TO 90PRINT *END
 * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
 SUBROUTINE GAUSS ! - - Solución d. .cuacion.e simultân.a8COMMON N, A(i0,11), EL(10), B(i0,ii),C(i0)NM=N- 1Ni=N+ 1DO 1085 I=i,NM
 I PV=I11=1+1DO J=Ii, N
 IF(ABS(A(IPV,I)).LT.ABS(A(J,I))) IPV=JEND DO
 IF (IPV.EQ.I) GOTO 1060DO JC=i,Ni
 TM=A (I, JC)A(I,JC)A(IPV,JC)A(IPV,JC)'TM
 END DO1060 DO 1080 JR=I1, N ! Comienza Ia eliininación hacia adelante
 IF (A(JR,I) .EQ.0) G(YO 1080IF(A(I,I).EQ.0) PRINT *,I,JR,(A(I,JJJ),JJJ=i,3)R=A(JR,I) /A(I, I)Ni=N+i
 1075 DO KC=I1, NiA(JR,KC)'A(JR,KC) -R*A(I,KC)
 END DO1080 CONTINUE1085 CONTINUE1090 IF (A(N,N).EQ.0) GOTO 12001100 A (N, N+ 1) =A (N, N+ 1)/A (N, N) ! Comienza 1* sustitución hacia atrás1110 DO 1130 NV=NM, 1, -i
 VA=A(NV,N+i)NV1=NV+i
 DO K=NV1, NVA=VA-A(NV,K) *A(K,N+i)
 END DOA(NV, N+1)=VA/A(NV, NV)
 1130 CONTINUERETURN
 1200 print 12101210 FORMAT ( LA MATRIZ ES SINGULAR')
 STOPEND
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 D) Ejemplo de salida
 CSL/F5 -1 CALCULO DE APROXIMACIONES POR DIFERENCIAS
 NUMERO DE PUNTOS?3
 NUMER0 DE PUNTOS EN LA RETICULA? (OPRIMA ENTER DESPUES DE CADA NUMERO)INDICE DEL PUNTO? 1?
 0INDICE DEL PUNTO, 2?
 1INDICE DEL PUNTO, 3?
 2DE EL ORDEN DE LA DERIVADA
 1
 ESQUEMA DE DIFERENCIAS
 OPRIMA 1 PARA CONTINUAR, 00 PARA TERMINAR1NIJMERO DE PUNTOS?5
 NUMERO DE PUNTOS EN LA RETICULA?INDICE DEL PUNTO?, 1?-2INDICE DEL PUNTO?, 2?-1INDICE DEL PUNTO?, 3?
 0INDICE DEL PUNTO?, 4?
 1INDICE DEL PUNTO?, 5?
 2DE EL ORDEN DE LA DERNADA
 2
 ESQUEMA DE DIFERENCIAS-1.00000/(12.00000 H**2)] F(-2.000H)
 +[ 16.00000/(12.00000 H**2)] F(-1.000H)+[ -30.00000/(12.00000 H**2)J F( 0.000H)+[ 16.00000/(12.00000 H**2)J F( 1.000H)+[ -1.00000/(12.00000 H**2)] F( 2.000H)
 TERMINO DE ERROR0.00000/ 120.00000)H**3 F(5)8.00000/ 720.00000)H**4 F(6)
 OPRIMA 1 PARA CONTINUAR 00 PARA TERMINAR
 PROBLEMAS
 5.1) Evalüe la primera derivada de y(x) = sen (x) para x = I y h = 0.001, 0.005, 0.01,0.05, 0.1 y 0.5 mediante los tres esquemas diferentes:
 a) y'(l)=[y(l +h)y(1)]/h
 (OPRIMA ENTER DESPUES DE CADA NUMERO)
 +[ -3.00000/( 2.00000 H**1)] F( 0.000H)+[ 4.00000/( 2.00000 H**1)] F( 1.000H)
 -1.00000/( 2.00000 H**1)1 F( 2.000H)
 TERMINO DE ERROR2.00000/ 6.00000)H**2 F(3)6.00000/ 24.00000)H**3 F(4)
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 y'(l) = [y(l) - y(l - h)]/h
 y'(l) = [y(l + h/2) - y(l - h/2)]/h
 Evalñe los errores comparándolos con los valores exactos.5.2) Calcule d ...J/dx en x = 1 utilizando las aproximaciones por diferencias hacia ade-
 lante, hacia atrás y centrales con h = 0.1, 0.05 y 0.025. EvalUe el error de cada resultado a)comparándolo con el valor exacto y b) utilizando los términos del error que se muestra en Iatabla 5.2; es decir, ½/if", ½hf"yh2f", respectivamente.
 5.3) Obtenga una aproximación por diferencias y el término del error paraf1 utilizando:
 + i + ; ii)f1_i,f,yf, + 2' Y iii)f_2 + 2 Suponga que los puntos de la reticulatiene una separaciôn uniforme.
 5.4) Obtenga una aproximaciôn por diferencias y el término del error paraf'utilizandof,' f,_ Yfi-2 (aproximación por diferencias hacia atrás de tres puntos paraf').
 5.5) Repita el problema 5.2 con las aproximaciones hacia adelante y hacia atrás exactasde segundo orden:
 y'(l) = [y(l + 2h) + 4y(l + h) - 3y(1)]/2h
 y'(l) = [3y(l) - 4y(l - h) + y(l - 2h)]/2h
 y evalüe los errores comparando con el valor exacto de y '(1).5.6) Calcule la primera derivada y '(1), donde y(x) + sen(x) mediante las aproxima-
 clones por diferencias hacia adelante y hacia atrás exactas de segundo orden que se utilizaron enel problema 5.5 para h = 0.001, 0.005, 0.01, 0.1 y 0.5. Evalüe también el error de cada aproxi-macion numérica, comparándolo con el valor real. Si se observa un crecimiento del error alreducir h, explique la razón.
 5.7) Considere una varilla uniforme de 1 metro de longitud apoyada en dos extremos; elmomento del doblamento está dado por la siguiente fOrmula:
 = M(x)/EI
 dondey(x) es la deflecciOn, M(x) es el momento de doblamiento y EIes la rigidez en la union.Calcule el momento de doblamiento en cada punto de la retIcula incluyendo los dosextremos suponiendo que la distribución de la deflecciOn tiene los siguientes valores:
 Suponga que El = 1.2 x 10 Nm2. Utilice la aproximaciOn por diferencias centrales para lospuntos de la retIcula distintos de los extremos. Para éstos, utilice Ia aproximación por diferen-cias hacia adelante o hacia atrás utilizando cuatro puntos.
 5.8) Evalüe la segunda derivada de tan (x) en x = 1 por la formula de diferencias centra-les utilizando h = 0.1, 0.05 y 0.02. Determine el error comparándolo con el valor real ymuestre que el error es proporcional a h2.
 I x
 0 0.0 (m) 0.0 (cm)1 0.2 7.782 0.4 10.68
 3 0.6 8.37
 4 0.8 3.97
 5 1.0 -0.0
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 5.9) La distribuciôn de la velocidad de un fluido cerca de una superficie plana está dadapor la siguiente tabla:
 i y (m) u (m/s)
 La ley de Newton para la tension superficial está dada por
 dI =J.tUdy
 donde 1a es la viscosidad que suponemos vale 0.001 Ns/m2. Calcule Ia tensiOn superficial en y= 0 mediante aproximaciOn por diferencias utilizando los siguientes puntos: i) = 0 y 1; ii)= 0, 1 y 2.
 5.10) a) Conociendo el término del error para
 h
 estime el término del error para
 ,JJ-22h
 b) La precision de una aproximaciOn por diferencias se puede mejorar mediante unacombinaciOn lineal de dos aproximaciones por diferencias, de forma que los errores de trunca-miento de orden menor en las dos aproximaciones se cancelen. Determine a de la siguienteaproximaciOn de forma que se optimice la precisiOn:
 +(1 _225.11) Determine a de
 h2+ (1 - c)
 (2h)2
 para que la precisiOn se maximice. Sugerencia: elimine el término principal del error en
 5.12) Obtenga las aproximaciones por diferencias más precisas para fly frutilizandofi-2fi-1fif + 1 + Suponga que el espaciamiento es constante.
 5.13) Aplique los desarrollos de Taylor para obtener las aproximaciones por diferenciasde fj'y fl'utiiizando f, f + i, f + 2 + con la más alta precisiOn posible. Suponga que ciespaciamiento es constante.
 0 0.0 0.01 0.002 0.0061802 0.004 0.0117563 0.006 0.0161804 0.008 0.019021
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 5.14) A continuación se da una tabla de valores
 x f
 Obtenga La mejor aproximaciôn por diferencias para caLcularf'(0) con Los datos pro-porcionados.
 j,Cuâl es el término del error para la aproximación por diferencias?
 Calcule f' (0) mediante la formula obtenida.
 5.15) EvaLüe el error de truncamiento de La siguiente fOrmula de diferencias:
 J'i+3 + 9J+ - 8J6h
 5.16) A continuaciOn se proporcionan dos aproximaciones por diferencias para Ia cuar-ta derivada:
 - h4+0(h)
 Utilice el desarrollo de Taylor para encontrar Los términos del error.
 5.17) Demuestre las ecuaciones siguientes:
 V3f =A4(ii - Ji+4
 = A4f1=
 AVmf, = Amfjm
 5.18) Encuentre m si V5f = i4VJ+m.5.19) Escriba explicitamente Las aproximaciones por diferencias siguientes, en términos
 def1 y estime el orden del error en cada uno:
 f' =f' = V2J/h2
 f' = V f/hi5.20) Formule Las siguientes aproximaciones por diferencias, en términos def, y obtenga
 Los términos del error:
 f' =f" =f" = AV2f/h3
 f" = V3J/h3
 f" = '[A2Vf/h3 + AV2j/h3]
 0.1 4.1570 4.0200.2 4.441
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 5.21) Obtenga la aproximaciOn por diferencias centrales de fi utilizando La interpola-ciOn de Newton hacia adelante de orden cuatro (ajustada a cinco puntos) y evalüe el términodel error mediante la formula de interpolaciOn de Newton del orden inmediato superior.
 5.22) Muestre que Ia primera derivada de la ecuación (5.4.1) está dada por
 g'(x) = [w + 1)L2fk + (3s2 - 6s + 2)A3fk
 + - 18s2 + 22s - 6)A4f,, +... +(s).]
 donde x = x + sh.
 5.23) Exprese las siguientes formulas mediante el operador de desplazamiento (véase elapéndice c).
 (V2L + AV2)J
 v2A2f,
 5.24) Obtenga aproximaciones por diferencias para f"y f7' mediante las diferenciasdel problema anterior y evalüe el orden del error utilizando el desarrollo de Taylor.
 5.25) Las siguientes son aproximaciones por diferencias de y(Iv):
 V4y1/h4, V3Ay1/h4, V2A2y1/h4, Vña3y1/h4, A4y/h4
 Escriba explicitamente las aproximaciones por diferencias, en términos de f,.EvalOe el término del error para cada aproximación utilizando los polinomios de
 interpolaciOn de Newton hacia adelante. (Véase la sección 5.4 para evaluar los errores de lasformulas hacia atrás mediante los polinomios de interpolaciOn de Newton hacia adelante.)
 5.26) La distribuciOn de Ia velocidad de un fluido cerca de una superficie plana estádada por
 donde y es Ia distancia a la superficie y u es la velocidad. Si el flujo es laminar y /4 = 0.001Ns/m2, calcule La tensiOn superficial en y = 0 utilizando los siguientes datos:
 a)i=Oylb) i = 0, 1, y 2
 (Sugerencia: véase el problema 5.9 para La ley de viscosidad de Newton).
 5.27) Obtenga las aproximaciones por diferencias deJ, derivando las formulas de inter-polaciOn de Newton hacia adelante, ajustadas a los siguientes datos y evalüe los términos delerror para cada fOrmula de aproximaciOn:
 f0, fi
 f0,f1,f2
 f0,f1,f2,f3
 I y (m) u1 (mis)
 0 0.0 0.01 0.001 0.41712 0.003 0.90803 0.006 1.6180
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 5.28) Obtenga las aproximaciones por diferencias de .1/ yfI'utilizando f,, .1, + i,f, + 2 Yf + que tengan la mayor precision posible. Suponga que La separaciOn es constante.
 5.29) Repita ci problema 5.27) utilizando los siguientes datos
 f1,f0,ftf2,f1,f0f2,f.1,f0f1,f2
 5.30) Demuestre por inducciOn las siguientes relaciones:
 n!N'y(x) = (
 k=O k!(n - k)!y(x + nh - kh)
 n,Vy(x) = ( - 1)" y(x - kh)
 k=O k.(n-k).2n
 52y(x) = (1)k
 , y(x + 2nh - kh)k=O k.(2n - k).
 5.31) Deduzca la aproximaciOn por diferencias hacia adelante para La primera derivadaque tenga una precisiOn de tercer orden (ci error es proporcional af") en una retIcula con Se-paraciOn uniforme, utilizando ci poiinomio de interpolaciOn de Newton hacia adelante.
 5.32) Obtenga la aproximaciOn por diferencias def"(x1), utiiizando los tres puntos quese muestran abajo:
 h 2h
 i1Figura P5.32
 5.33) Obtenga la aproximaciôn por diferencias de f" (x1) utiiizando los cuatro puntosde la reticula que se muestran abajo:
 2h
 i-i i 1+1 j+2
 Figura P5.33
 EvalOe ( / a y)f en x = 1.0 yy = 0 utilizando la aproximaciOn por diferencias ha-cia adelante con un error del orden de h2, donde h = 0.5.
 Evalüe ( 2/a x2) en x = 1.0 y y = 1.0, utiiizando la aproximaciOn por diferencias
 centraies con un error del orden de h2, donde h = 0.5.
 5.34) La tabia de vaiores def(x, y) es:
 y x=0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
 0.0 0.0775 0.1573 0.2412 0.3309 0.42740.5 0.1528 0.3104 0.4767 0.6552 0.84781.0 0.2235 0.4547 0.7002 0.9653 1.25331.5 0.2866 0.5846 0.9040 1.2525 1.6348
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 c) Evalüe ( 2/ x y)f en x = 0 yy = 0, utilizando la aproximación por diferenciashacia adelante, con un error del orden de h2, donde h = 0.5.
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Algebra lineal numérica
 6.1 INTRODUCCION
 El objetivo principal de este capItulo es el estudio de los métodos computacionalesbásicos para resolver conjuntos no homogéneos de ecuaciones lineales. El algebralineal es fundamental, tanto para el análisis cientIfico como para los métodos numé-ricos, que no podrIamos hacer mucho sin tener un conocimiento básico de ella.
 Los primeros temas de este capItulo son las eliminaciones de Gauss y Gauss-Jordan para resolver ecuaciones lineales. Se describen sin la notación vectorial omatricial. No obstante, se introduce a continuación de esto un mInimo de notacionesvectoriales/matriciales y sus reglas básicas. Después se analizan tres temas interrela-cionados: la inversion de una matriz, la descomposiciôn LU y el determinante. Con-cluimos con el estudio de la solución de m ecuaciones con n incógnitas.
 Tabla 6.1 Comparación de los tres mëtodos para las ecuaciones lineales
 184
 Eliminación de Gauss El algoritmo de solución másbásico.
 Eliminaciôn de Gauss-Jordan La base para calcular Ia inversa;puede resolver conjuntos miiltiplesde ecuaciones.
 Descomposiciôn LU Eficaz si un conjunto de ecuacioneslineales se resuelve varias veces condistintos términos no homogéneos(por ejemplo, en el método de Iapotencia inversa).
 Solución de un iinico conjunto deecuaciones lineales a Ia vez.
 fvlenos eficiente para un Onicoconjunto de ecuaciones.
 Menos eficiente y más complicadoque Ia eliminaciOn de Gauss sisolo se usa una vez.
 Método Vent aj as Desventajas
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 Los temas referentes a los conjuntos de ecuaciones lineales homogéneas se de-jan pendientes para ci próximo capitulo.
 En la tabla 6.1 se resumen las ventajas y desventajas del uso de las elimina-ciones de Gauss y Gauss-Jordan, asi como la descomposiciôn LU.
 6.2 ELIMINACIONES DE GAUSS Y GAUSS-JORDAN PARAPROBLEMAS IDEALES SENCILLOS
 La eliminación de Gauss es el método que se utiliza en forma más amplia para resol-ver un conjunto de ecuaciones lineales. En esta sección, estudiaremos Ia eliminaciónde Gauss y su variante, Ia eliminación de Gauss-Jordan sin pivoteo. El pivoteo en Iaeliminación de Gauss se analizará en la sección siguiente.
 Un conjunto de N ecuaciones es de Ia forma
 a1,1x1 + a1,2x2 + a1,3x3 + +al,NxN=yla2,1x1 + a2,2x2 + a2,3x3 + +a2,NxN=y2
 (6.2.1)
 aN,1x1 + + aN 3x3 + +aN,NxNyN
 donde los a1 son coeficientes, los x son las incógnitas y los y son térininos conoci-dos liarnados términos libres o independientes. En este caso, ci nümcro de incógnitases igual al ntimero de ecuaciones, que es la forma más, usual de un conjunto deecuaciones lineales. Si estos nümeros son distintos, pueden existir las soluciones, pe-ro esto debe estudiarse con más cuidado. Los problemas en donde ci nümero deecuaciones es distinto del nimero de incógnitas se reservan para las secciones 6.10.
 Cuando al menos uno de los términos libres de la ecuación (6.2.1) es distinto decero, se dice que ci conj unto es no homogéneo. La eliminación de Gauss se aplica só-lo al caso de los conjuntos no homogéneos de ecuaciones. No siempre puede ser fácilla soluciôn de un conjunto de ecuaciones lincales, debido al hecho de que quizá notenga una soluciôn ünica. Aunque tuviera una soluciôn (mica, Ia soluciOn calculadapuede scr incxacta en ci caso dc un problema mal condicionado.
 Sin embargo, para simplificar Ia cxposición, considerarcmos un problemaideal en ci quc ci conjunto dc ccuaciones ticne una solución (mica y no aparece nm-guna dificultad en ci proceso de solución. La eiiminación de Gauss consiste en: a) Iaeliminaciôn hacia adciantc, y b) la sustituciOn hacia atrás. La eliminación hacia ade-iantc se ileva a cabo dc Ia mancra siguicntc.
 La primera ecuación se multiplica por a2 1/a1 y se le resta a la segunda ecua-ción para eliminar el primer término de la segunda; de la misma forma, el primertérmino de las ecuãciones restantes, i > 2, se elimina restando la primera ecuaciónmultiplicada por a1/a1 . Asi, las ecuaciones se deberian ver asi:
 a1,1x1 + a1,2x2 + a1,3x3 + +al,NXNY1a'2, 2x2 + a'2,3x3 + + a2,NxN = Y'2
 (6.2.2)
 a,2x2 + a,3x3 + aN,NxN =
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 donde
 = a1, - (at, 1/a1, 1)a1,
 Conviene observar que Ia primera ecuación no ha cambiado.En seguida, el segundo término de cada una de Las ecuaciones, desde la tercera
 hasta la ültima, I > 2, se elimina restando la segunda ecuación multiplicada pora 2/a2. Después de terminar este paso, se eliminan los terceros términos de las de-mãs ecuaciones, de La cuarta a la üLtima. Al finalizar este proceso de eliminaciôn ha-cia adelante, el conjunto de ecuaciones se vera de la forma siguiente:
 a1,1x1 +a1,2X2 +a1,3x3 +''+ai,NXNyl
 a2,2x2 + a',3x3 + a2,NxN =
 a3,3x3 + + a3 NXN = Y'3' (6.2.3)
 (N-i) (N-i)aN,N XNYN
 Los términos principales de cada una de las ecuaciones anteriores reciben el nombrede pivotes. Se podrIa normalizar cada una de las ecuaciones, dividiendo entre elcoeficiente principal, pero esto no se utiliza en la eliminaciôn de Gauss; La razónfundamental es que La normalizaciôn de las eduaciones aumenta el tiempo total decáLculo.
 El procedimiento de sustitución hacia atrãs comienza con La üLtima ecuación.Se obtiene La soluciôn de XN en La ültima ecuaciôn:
 (N-i)! (N-i)XNYN IaN,N
 Sucesivamente,/ (N-2)
 E(N -2) - alxN]/aN -1, N-iXN_1= YN-i
 Xi = [Yi - ai,ixi]/ai,i
 Con esto se completa La eliminaciôn de Gauss.La eliminación de Gauss se puede realizar escribiendo solo los coeficientes y
 Los lados derechos en una forma de arreglo. De hecho, esto es precisamente Lo quehace un programa de computadora. IncLuso para los cálculos a mano, es más conve-niente utilizar el arreglo que escribir todas las ecuaciones. La expresiOn en forma dearregLo de la ecuación (6.2.1) es
 a1,1 a1,2 a1,3 a\T a,N Yi
 a2,1 a2,2 a2,3 a2,Ni a2,N Y2(6.2.5)
 aN,1 aN, 2 aN, 3 N, N-i aN, N YN
 j=2
 (6.2.4)
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 Todas las etapas intermedias de Ia eliminaciOn hacia adelante se escriben en formade arreglo. El arreglo después de Ia eliminación hacia adelante queda como
 a1,1 a1,2 a1,3 al,N_1 al,N Yi
 o a'2,2 a2,3 a2,N_1 a2,N y'2
 o 0 a3,3 a3,N_l a3,N )' (6.2.6)
 0 0 0
 0 0 0
 (N-2) (N-2) (N-2)aN_1,N_l aN_1,N YN-i(N-i) (N-i)
 aN,N YN
 Ejemplo 6.1
 Resuelva las siguientes ecuaciones lineales en forma de arreglo:
 2x1+ x2-3x3= 1x1 + 3x + 2x3 = 12 (A)
 3x1+ x2-3x3= 0
 (Soluciôn)
 La expresiOn en arreglo de las ecuaciones es
 2 1 3 11 3 2 12 (B)
 3 1 3 0
 En el arreglo B, las primeras tres columnas son los coeficientes de Ia ecuaciOn(A) y Ia Oltima columna representa los términos libres.
 Para comenzar Ia eliminaciOn hacia adelante, se resta el primer renglonmultiplicado por - 1/2 del segundo renglOn. El primer renglOn, multiplicado por3/2 se le resta al tercero. El arreglo queda como
 2 1 3 1o 7/2 1/2 23/2 (C)
 o 1/2 3/2 3/2
 Continuamos con Ia eliminaciOn hacia adelante y restamos el segundo renglônmultiplicado por - 1/7 del tercer renglOn:
 2 1 3 1o 7/2 1/2 23/2 (D)
 o o 11/7 22/7
 Esto concluye Ia eliminaciOn hacia adelante.
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 0 0 0
 La eliminaciôn de Gauss-Jordan es una variante de La eliminación de Gauss ycomparte con ésta el proceso de eliminación hacia adelante, pero difiere en el proce-so hacia atrás, el cual recibe el nombre de eliminación hacia atrás.
 Partimos de la ecuaciôn (6.2.6), La eliminación hacia atrás convierte en I a loscoeficientes en La posición de pivoteo y elimina los demás. Primero se divide el (ilti-mo renglOn entre a(N 1) para obtener
 0 0 0 1 YN (6.2.7)
 donde- (N-1)i (N-i)YNYN /aN,N
 Los N-ésimos coeficientes de cada renglón, excepto el üLtimo se eliminan restando elültimo renglón ecuación (6.2.7) muLtiplicado por eL N-êsimo coeficiente ali-ésimo rengLôn:
 a1,1 a1,2 a1,3 0
 o a,2 a2, 3 a2,N o Y2
 o o 3 a3,Nl o y(6.2.8)
 (N-2) ( -aNl,N1 '' YN-i0 0 0 0 1YN
 donde- (i-i) (i-i)--a YN
 La ecuación (6.2.8) tiene Ia misma configuración de la ecuación (6.2.6) exceptopor el ültimo renglôn y la N-ésima columna. Por lo tanto, el (N - 1)-êsimo renglónse puede normalizar y se puede eliminar La (N - 1)-ésima coLumna, siguiendo unprocedimiento anãlogo. Dividimos el(N - l)-ésimo renglôn entre a_1.
 Entonces, los (N - l)-êsimos coeficientes de todos los renglones arriba del (N l)-ésimo
 La sustituciôn hacia atrás comienza con el ültimo renglón. Interpretamos elültimo renglôn como
 (11/7)x3 = 22/7
 y obtenemos
 x3 = 2
 Análogarnente,
 x2=3
 y
 x1 = 1
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 renglOn se eliminan restando el (N - 1)-ésimo renglón multiplicado por el (N - 1)-ésimo coeficiente al renglôn que se eliminará:
 a1,1 a1,2
 o a'2,2
 o o
 o o
 o o
 Al repetir el proceso de eliminación, el arreglo queda finalmente
 1 0 0 0 0 -(N-i)Yi
 o i 0 0 0 Y2
 o o 1 0 0 y3
 o o 0 1 0 j_,o o 0 0 1 YN
 (6.2.9)
 (6.2.10)
 Esta es la conclusion de La eliminación hacia atrás. Deben observarse dos aspectos deLa ecuaciOn (6.2. 10). En primer lugar, todos los coeficientes son iguales a cero, cx-cepto los pivotes, que valen 1. En segundo Lugar, puesto que la ecuaciOn (6.2.10) esuna forma de arreglo de un conjunto de ecuaciones, cada renglôn se interpreta como
 (N-i)xI YL
 es decir, La columna de Ia extrema derecha es La soluciOn final.
 Ejemplo 6.2
 Resuelva el mismo problema del ejemplo 6.1 mediante Ia eliminación deGauss-Jordan.
 (Soluciôn)
 La eliminaciOn hacia adelante de Ia eliminaciôn de Gauss-Jordan es idénti-ca a Ia eliminaciOn de Gauss, por 10 que comenzaremos con Ia eliminaciOn haciaatrás, partiendo de Ia ecuaciOn (D) del ejemplo 6.1.
 El tercer renglOn de Ia ecuaciôn (D) en el ejemplo 6.1 se divide entre 11/7.Se resta el tercer renglôn, multiplicado por 1/2 del segundo renglOn y se resta eltercer renglOn multiplicado por -3 del primero:
 21050 7 0 21 (E)
 001 2
 a1,3 0 0
 a2,3 0 0
 a',3 0 0 y
 0 1 0 5
 0 0 1 YN
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 El segundo renglOn se divide entre 7:
 21050 1 0 3 (F)
 0012Se resta Ia segunda ecuaciOn, multiplicada por 1, del primer renglôn:
 20020 1 0 3 (G)
 0012Finalmente, se divide el primer renglOn entre 2 para completar Ia soluciôn:
 10010 1 0 3 (H)
 0012Podemos ver que Ia ültima columna es Ia soluciôn [compare con Ia ecuaciOn(6.3.4)] y que las primeras tres columnas son iguales a cero excepto por Ia uni-dad en cada posiciOn diagonal. El proceso explicado mediante este arreglo sepuede extender a un conjunto de ecuaciones lineales de cualquier tamaño.
 Al utilizar las eliminaciones de Gauss y Gauss-Jordan en los cálculos a mano,es iitil escribir los productos de un renglón y una constante, como se muestra en elsiguiente ejemplo.
 Ejemplo 6.3
 Resuelva las siguientes ecuaciones mediante Ia eliminaciOn de Gauss conun cálculo manual: -0.04x1 + 0.04x2 + 0.12x3 = 3
 0.56x1 - 1.56x2 + 0.32x3 = 1
 -0.24x1 + 1.24x2 - 0.28x3 = 0
 (Soluciôn)
 El arreglo del problema es
 -0.04 0.04 0.12 3
 0.56 -1.56 0.32 1
 -0.24 1.24 -0.28 0
 La eliminaciôn hacia adelante es como sigue:
 renglOn 1 -0.04 0.04 0.12 3
 renglOn 2 0.56 -1.56 0.32 1
 renglOn 3 -0.24 1.24 0.28 0
 renglOn 1 por 0.567(0.04) = 14 : -0.56 0.56 1.68 42 (A)
 renglôn 1 por 0.24/(0.04) = 6 : -0.24 0.24 0.72 18 (B)
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 Sumamos (A) at renglôn 2, restamos (B) del renglôn 3para obtener
 renglôn 1 0.04 0.04 0.12 3
 renglOn 2 0 1 2 43
 renglOn 3 0 +1 1 18El Segundo coeficiente del tercer renglOn se elimiria sumando el renglOn 2 con elrenglOn 3:
 renglôn 1 0.04 0.04 0.12 3
 renglOn 2 0 1 2 43
 renglOn 3 0 0 1 25
 Las sustituciones hacia atrás de Ia eliminaciôn de Gauss son directas:
 x3 = 25/(1) = 25
 X2 = [43 (2)(25)]/(-1) = 7x = [3 (0.12)(25) - (0.04)(7)]/(-0.04) 7
 Comentario: siempre que sean necesarios los mUltiplos de un renglôn en loscálculos a mano, no dude en escribirlos como se muestra en (A) y (B).
 En la eliminación de Gauss-Jordan, no es necesario separar las eliminacioneshacia adelante y hacia atrás. Esto es posible ya que un pivote se puede usar para eli-minar a Ia vez no solo los coeficientes debajo de él sino también los de arriba. Si sesigue este enfoque, la forma de los coeficientes es diagonal cuando se termina Ia eli-minaciOn para el iiltimo pivote.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 La eliminaciOn de Gauss consiste en la eliminaciOn hacia adelante y Ia sustituciOnhacia atrás. La primera se lleva a cabo utilizando un arreglo formado por loscoeficientes y los términos libres.La eliminaciOn hacia adelante de la eliminación de Gauss-Jordan es idéntica a Iade la eliminación de Gauss. Sin embargo, la eliminación de Gauss-Jordan utilizala eliminaciOn hacia atrãs en vez de La sustituciOn hacia atrás.
 6.3 PIVOTEO V ELIMINACION CANONICA DE GAUSS
 En La sección 6.2, Ia eliminación de Gauss se aplica a un problema ideal sencillo concoeficientes no nulos. Sin embargo, el método no funciona si el primer coeficientedel primer renglOn es igual a cero o si un coeficiente de la diagonal se anula en elproceso de solución, ya que se usan como denominadores en la eliminación haciaadelante. *
 * Enla ecuación (6.2.1), los coeficientes dela diagonal o pivotes son los coeficientes dev1 enIa primera ecuaciôn, el de ,v2 en Ia segunda y ci de x3 en Ia tercera ecuaciôn. En general, el coeficiente de
 en Ia n-ésima ecuación es el coeficiente en Ia diagonal.
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 El pivoteo se usa para cambiar el orden seduencial de las ecuaciones con dospropósitos: primero, para evitar que los coeficientes de Ia diagonal se anulen, y se-gundo, para hacer que cada coeficiente de la diagonal tenga magnitud mayor quecualquiera de los coeficientes por debajo de él. Las ecuaciones no se afectan mate-máticamente por cambios en el orden secuencial, pero el cambio de orden haceposible el cálculo cuando el coeficiente de la diagonal se anula. Aun cuando todoslos coeficientes de la diagonal fueran nulos, los cambios de orden aumentan la exac-titud de los cálculos.
 El pivoteo que se explica en el resto de esta sección es mãs adecuado para losprogramas de computadora que para los cãlculos a mano, ya que êste tiende a incre-mentar sustancialmente la cantidad de esfuerzo. Por lo tanto, en los cálculos rápidosa mano de problemas que supuestamente se comportan bien y que se encuentran enalgunas situaciones como las de los exámenes, podria evitarse que los estudianteshicieran el pivoteo, excepto en el caso en que los coeficientes de la diagonal se anula-ran (a menos que el maestro indique otra cosa).
 Para explicar el pivoteo, consideremos el arreglo
 o io 1 2
 1 3 1 6 (6.3.1)24 15No se puede eliminar el primer nümero de los renglones segundo y tercero debido aque el primer nümero del primer renglón es igual a cero. En nuestro primer pivoteo, seintercambian el primer y ültimo renglones. Algunos podrIan intercambiarse el pri-mero y el segundo renglón, en vez de esto, se lieva el tercer renglón a la parte de arri-ba debido a que el primer nümero del tercer renglôn tiene el mayor módulo (valorabsoluto) de la primera columna. El hecho de llevar el nümero más grande de lacolumna a la posición diagonal tiene la ventaja de reducir el error de redondeo. Des-puês de este pivoteo, el arreglo queda como
 A continuación, eliminamos el primer nümero del segundo renglón, restando aêste el primero, multiplicado por 1/2:
 El primer nümero del tercer renglón ya es igual a cero, por lo que procedemos a eli-minar el segundo nümero, 10, del tercer renglôn. Sin embargo, este nümero esmayor que el segundo nümero del segundo renglón (coeficiente de la diagonal). Engeneral, como ya se ha mencionado, no es recomendable eliminar un nümero mayor
 0
 0
 241
 10
 1
 3/21
 5
 7/2
 2
 (6.3.3)
 1
 0
 243
 10
 151 6
 1 2
 (6.3.2)
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 en magnitud que el término de la diagonal. Por to tanto, intercambiamos ci orden delos renglones segundo y tercero:
 24 1 5
 o io 1 2 (6.3.4)
 o i 3/2 7/2
 Después eliminamos ci segundo nümero del tercer renglôn, con lo que el arreglo(6.3.4) se transforma en
 24 1 5
 o io 1 2 (6.3.5)
 o o 16/5 33/5
 Los datos 2, 10 y - 16/5 se llaman coeficientes de la diagonal o pivotes.Las sustituciones hacia atrás dan como resultado
 x3 = 2.0625
 x2 = (2 - x3)/10 = 0.4062
 x1 =(5-4x2x3)=2.7187
 Las eliminaciones de Gauss-Jordan también producen
 Para simplificar la explicación, el ejemplo de problema considerado aqul es del tipobien condicionado o bien planteado, por io que la precision no se ye afectada por elpivoteo.)
 Si a pesar del pivoteo, es inevitable un elemento nub en la diagonal, esto mdi-ca que el problema es de los que no tienen soluciOn ünica. Si asI ocurre, detenemos elesfuerzo del cálculo.
 Sin embargo, el pivoteo no puede sortear todas las dificultades relacionadascon la soluciOn de las ecuaciones lineales. Silos resultados siguen sin ser precisos auncon el pivoteo, se debe utilizar la doble precision. En general, las ecuaciones linealesasociadas con problemas de ecuaciones diferenciales con valores en la frontera estánbien condicionados y pocas veces tienen problemas con la precision simple. Por otrolado, las ecuaciones lineales asociadas con el ajuste de curvas con base en los minimoscuadrados, a menudo están mal condicionados, por lo que requieren una alta preci-siOn. Los problemas mat condicionados se anaiizarán con más detalle en Ia sección 6.9.
 El PROGRAMA 6-1 ejecuta la eliminaciOn de Gauss con pivoteo.El ejemplo 6.4 muestra ci efecto del pivoteo en un conjunto tIpico de
 ecuaciones lineales.
 1 0 0 2.7187
 0 1 0 0.4062
 0 0 1 2.0625
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 Ejemplo 6.4
 La soluciôn exacta del siguiente problema en forma de arreglo es aquellaen donde todas las soluciones valen 1, debido a que los términos libres son Ia su-ma de los coeficientes del mismo renglôn:
 Resuelva las ecuaciones sin povoteo y después con pivoteo, usando IaprecisiOn simple.
 Repita el problema resolviéndolo con doble precisiOn.
 (Soluciôn)
 La soluciôn con pivoteo se puedeobtener ejecutando el PROGRAMA 6-1. Lasoluciôn sin pivoteo también se obtiene con el mismo programa, pero quitandounas cuantas lineas que se ref ieren al pivoteo. Los resultados son los siguientes:
 a) PrecisiOn simple:
 Sin pivoteoa Con pivoteoaxi x
 Los resultados en precision simple sin pivoteo son muy desalentadores, pero elpivoteo mejora Ia exactitud en forma significativa.
 b) Doble precisiOn:
 Sin pivoteo Con pivoteoaxi xi
 a Estos cálculos se Ilevaron a cabo en unaVAX, cuya precisiOn es casi Ia misma que a de IaPC de IBM y las mainframe de IBM. La precisiOnsimple de CDC y Cray es aproximadamente deldoble de VAX, IBM PC y de a mainframe de IBM.Por lo tanto, si se utilizan CDC o Cray con precisiOnsimple en este problema, los resultados seránequivalentes a los que se muestran aqui con dobleprecisiOn. Véase el capItulo 1 para una comparaciOnde varias computadoras.
 La doble precisiOn mejora Ia exactitud, incluso sin pivoteo. Pero con el pivoteo,aquella aumenta todavia más.
 1 0.9999 9999 9861 473 1.0000 0000 0000 0022 1.0000 0000 0000 784 1.0000 0000 0000 000
 3 0.9999 9999 9984 678 1.0000 0000 0000 0004 0.9999 9999 9921 696 1.0000 0000 0000 000
 1.334E-4 4.123E+1 7.912E+2 -1.544E+3 -711.5698662
 1.777 2.367E -5 2.070E + 1 - 9.035E + 1 - 67.87297633
 9.188 0 -1.015E+1 1.988E-4 -0.961801200
 1.002E+2 1.442E+4 -7.014E+2 5.321 13824.12100
 1 0.95506 0.999982 1.00816 1
 3 0.96741 1
 4 0.98352 1
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 El pivoteo tiene dos finalidades: una, superar la dificultad que presentan loscoeficientes nulos en la diagonal; la otra, hacer decrecer los errores de redondeo.El pivoteo se puede evitar para los cãlculos rãpidos a mano, excepto cuando loscoeficientes de la diagonal se anulan (siempre y cuando el problema sea un ejerci-cio bien planteado).Para la mejor precision, se recomienda el uso de la doble precisiOn y pivoteo.
 6.4 PROBLEMAS SIN SOLUCION UNICA
 No siempre es posible resolver un conjunto de ecuaciones lineales en forma numéri-Ca. Los siguientes conjuntos de ecuaciones lineales son tres ejemplos sencillos peroimportantes.
 a) x+ y= 1
 2x+2y= 2
 I)) x+ y= 1
 x+ y= 0
 x+ y= 1
 x+2y= 22x y= 0
 Las ecuaciones de cada conj unto se grafican en la figura 6.1.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Sin soluciOn
 En el conj unto a) la segunda ecuaciOn es ci doble de la primera ecuaciOn, por loque matemáticamente son idénticas. Cualquier punto (x, y) que satisfaga una de lasecuaciones, también es soluciOn de la otra. Por io tanto, el nümero de soluciones esinfinito. En. otras palabras, no existe una soiuciOn ünica. Si una ecuación es mültiplode otra, o se puede obtener sumando o restando otras ecuaciones, se dice que esaecuaciOn es linealmente dependiente de las otras. Si ninguna de las ecuaciones es li-
 NOmero infinito de Sin soluciónsoluciones
 Figura 6.1 Grãfica de tres conjuntos de ecuaciones lineales
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 nealmente dependiente, se dice que todas las ecuaciones son linealmente indepen-dientes.
 En el conjunto b), las dos ecuaciones son rectas paralelas que no se intersecan,por lo que no existe solución. Ta! sistema recibe e! nombre de sistema inconsistente.Un conjunto de ecuaciones es inconsistente si el !ado izquierdo de al menos una de!as ecuaciones se puede eliminar totalmente (sumando o restando otras ecuaciones),mientras que el !ado derecho permanece distinto de cero.
 En el tercer conjunto, existen tres ecuaciones independientes con dos incôgni-tas. Como se puede ver en la figura 6. 1 c), las tres ecuaciones no se pueden satisfacersimultâneamente.
 Un caso como el de c) no puede ocurrir si el nümero de ecuaciones es igual a!nümero de incógnitas. En este caso, solo puede ocurrir la falta de independencia li-neal como en a) o la inconsistencia, como en b). Si el nOmero de ecuaciones esmayor de dos, la carencia de independencia lineal o la inconsistencia son menos ob-vias. Sin embargo, un programa que ejecute la eliminaciOn de Gauss y que intentellevarla a cabo en uno de tales conjuntos se detiene a mitad de los cálculos debido aun error aritmético, como un desbordamiento o una division entre cero. De hecho, siun conjunto de ecuaciones es inconsistente o linealmente dependiente, uno de losrenglones de coeficientes en el arreglo (sin incluir el Oltimo nOmero correspondientea! término del lado derecho) se anula durante la eliminaciOn hacia adelante. En elPROGRAMA 6-1, se detectan tales casos y el programa se detiene después de imprimir"Ia matriz essingular".
 RESUMEN DE ESTA SEccuoN
 Las condiciones necesarias para la existencia de una soluciOn ünica son las si-guientes:
 El nUmero de ecuaciones debe ser igual a! nOmero de incógnitas.Cada ecuaciOn es linealmente independiente; o en forma equivalente, ningunaecuaciOn se puede eliminar sumando o restando otras ecuaciones.
 6.5 MATRICES Y VECTORES
 Esta sección presenta las operaciones con matrices y vectores.Una matriz Cs un arreglo rectangular de nUmeros, tal como los ya vistos en la
 sección anterior. Cuando el arreglo es cuadrado, se llama matriz cuadrada. Las si-guientes son matrices cuadradas:
 [210A=I 1 3 1[iii
 3 1 1B= 2 1 3
 _-2 4 5_
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 A menudo, las matrices se escriben en forma simbólica como sigue:
 a11 a12 a13
 A = a21 a22 a23
 [a31 a32 a33
 [b11 b12 b13
 B = b2 b22 b23
 [b31 b32 b33
 Note que en las ecuaciones (6.5.1) y (6.5.2), el primer subindice de una matriz cam-bia en la direcciôn vertical y el segundo en la dirección horizontal. Las ecuaciones(6.5.1) y (6.5.2) se abrevian a menudo como
 A = [a] y B = [b1]
 respectivamente.Si una matriz es rectangular con m renglones y n columnas, decimos que es una
 matriz de m x n. Por ejemplo,
 _[5 9 2A._[30 4
 es una matriz de 2 x 3.Las matrices tienen cuatro operaciones básicas análogas a las de los nümeros:
 suma, resta, multiplicación y division. De êstas, las dos primeras son directas, perolas ültimas dos son un poco mãs complejas. La suma, resta y multiplicación se defi-nen como sigue:
 Suma
 A+B=C
 donde C = [c,1] es una matriz en la que cada elemento está dado por
 = a +
 (6.5.1)
 (6.5.2)
 Resta
 AB=Cdonde C = [c,], con
 = - b3
 Multiplicación
 AB = C
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 donde C = [c] con
 cJ = abk= 1
 Como se puede ver fácilmente, en general el producto AB no es igual a BA. Si AB =BA, se dice que las matrices A y B conmutan. Si A y B son matrices rectangulares, elproducto solo existe si A es una matriz de m x n y B es una matriz de n x k (el nü-mero de columnas de A es igual a! nümero de renglones de B).
 La divisiOn de una-matriz entre otra se define de la manera siguiente:
 Division
 B'A = C
 donde A se divide entre B y B_ 1 es la ilamada inversa de B. La divisiOn es equivalen-te a
 A = BC
 La divisiOn es mucho mãs restrictiva que las demás operaciones puesto que Bi sOlopuede existir si B es una matriz cuadrada. En la secciOn 6.6 se dan más detalles de lasmatrices inversas.
 Un vector columna es un arreglo de columna de nümeros o variables, porejemplo:
 [Yiy = Y
 LY3
 Si un vector columna está formado por N nümeros (o elementos), se dice que el or-den del vector es N. Un vector columna también se puede pensar como una matrizde N x 1. Un vector renglOn es un arreglo en renglOn de nUmeros, por ejemØlo:
 a = [a1, a2, a3, a4]
 Un vector renglOn se considera como una matriz de 1 x N. Cuando se usa la palabra"vector" sin especificar si es "columna" o "renglón", usualmente quiere decir unvector columna. Puesto que los vectores son casos especiales de matrices, todas lasreglas de las matrices se aplican a los vectores.
 La suma de vectores se define como
 x+y=z
 donde x, y y z son vectores del mismo orden; los i-ésimos elementos de los vectoreSguardan la relaciOn
 x + y =
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 La resta efectuada de un vector a otro es
 x-y=zdonde
 xi - =
 La multiplicación de una matriz y un vector se define como
 Ax = y
 donde x y y son vectores y A es una matriz. En la ecuaciôn anterior, las y1 se escribenen forma explIcita como
 N
 yi =k= 1
 Ejemplo 6.5
 Se definen las siguientes matrices cuadradas y vectores
 Calcule A + B, B - A, AB, BA, x + y, x - y y Ax.
 (SoluciOn)
 Los càlculos se muestran a continuaciôn:
 1+7 2+3 4+1 [8 5 5
 A+B= 3+2 1+3 2+5 =1 5 4 7
 _4+8 1+1 3+6_ [12 2 9
 [1-7 2-3 4-1 6 1 3
 AB=13-2 1-3 .2-5 = 1 2 3L4-8 1-1 3-6_ 4 0 3_
 1 2 7 3 1
 A= 3 1 21, B= 2 3
 4 1 3] _8 1 6
 3
 x= 4 9
 2 4
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 1
 5
 6
 [7 3 i1[i 2 1 [20 18 37
 BA=12 3 II 1 21=131 12 29
 [8 1 6][4 1 3] [35 23 52
 [11 [1 [4+ y = + I 9 I = 113
 [2] [4] [6[f II 2
 x+y=f 4 -II= 5[2 [4] 2
 Ejemplo 6.6
 Comentario: observe que AB BA.
 Calcule los siguientes productos:
 [1
 AB=13[4
 2
 1
 1
 2
 473__8
 3
 2 3
 1
 =43
 39
 _54
 13
 14
 18
 35
 20
 27
 [1 2 1 [ii [i x 1 + 2 x 4 + 4 x 2 [17
 AX=13 1 21I4I=13x1+1x4+2x2I=I11[4 1 3][2] [4 x 1 + 1 x 4 + 3 x 2] [ii
 =[1x7+2x2+4x83x7+1 x2+2x8
 [4x7+1 x2+3x8
 1x3+2x3+4x13x3+1 x3+2x1
 4x3+1 x3+3x1
 lxl+2x5+4x63x1+1 x5+2x64x1+1 x5+3x6
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 Ifl?
 (Soluciôn)
 [1 21 [1x5+2x1I31[i]14x5+3x1L0 2] [0x5-i-2x1
 A continuaciOn se definen algunas matrices y vectores especiales:
 Matriz nula. Todos los elementos de la matriz nula son iguales a cero:
 o 0 0
 A= 000000
 Matriz identidad. Todos los elementos son iguales a cero excepto los elementos de ladiagonal, que son iguales a uno. Una matriz identidad se denota por I, es decir,
 1 0 0
 1= 010001
 [2 1
 [8 1
 [i 5
 12430 2
 2]
 [8[i
 7]J4[1 2
 3
 Lo 2
 02
 1 3
 5 2 =
 [12 25
 [21 21
 1x8+2x14x8+3x10x8+2x1
 =[2x1+1x4+7x0
 [8x1+1x4+3x0[lxl-i-5x4+2x0
 2x2+1x3+7x2]=[6
 8x2+1x3+3x21x2+5x3+2x2
 lxl+2x5 1x3+2x24x1+3x5 4x3+3x2Oxl+2x5 0x3+2x2
 21]
 _10 11 7
 35 19 18
 2 10 4_
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 Matriz transpuesta. Para una matriz definida por A = [a,1], su transpuesta se define.como At = [a,1] (Se intercambian i yj). Por ejemplo:
 [2A = [o
 5 0
 B= 2 7
 1 2
 31 [2 05]entoncesA' = [3 5
 entoncesB'= [
 Matriz in versa. La inversa de una matriz cuadrada A se escribe como A 1 y satisfaceAA - 1 = A 1 A I. La explicación de cómo se calcula A se pospone hasta lasección 6.6.
 Matriz ortogonal. Una matriz que tiene columnas ortonormales. Satisface
 Q'QI, QQ'=I, y Q'=Q1Vector nub. Todos los elementos del vector nub son iguales a cero:
 0
 x= 00
 Vectores unitarios. Todos los elementos son iguales a cero excepto uno que vale 1:
 [11 [0 0
 u=I0I, v=11 w= 0[o] [o 1
 Vector transpuesto. Si un vector estã dado por
 [x1
 V = X2[X3_
 entonces su transpuesto se escribe como vt y se define como
 Vt = [x1 x2 x3]
 El transpuesto de un vector columna Cs Ufl vector renglón.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 a) Un vector columna es una matriz con una ünica columna, un vector renglón esuna matriz con un ünico renglôn y se puede expresar como el transpuesto de unvector columna.
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 Se puede sumar o restar dos matrices con e! mismo nümero d cotumnas yrenglones.Una matriz B puede multiplicar a ta izquierda (premultiplicarse) a otra matriz Asi el nümero de columnas de A es iguat at nümero de renglones de B.Si BA = 1 o AB 1, donde I es una matriz identidad, entonces B = A '.
 6.6 INVERSION DE UNA MATRIZ
 Se puede calcular la inversa de una matriz aplicando Ia eliminaciôn de Gauss-Jordan. Consideremos una ecuación lineal escrita en notación matricial:
 Ax=y (6.6.1)
 donde A es una matriz cuadrada. Supongamos que el pivoteo no es necesario; atmultiplicar a la izquierda (premultipticar) la ecuación (6.6.1) por una matriz cuadra-da G se obtiene
 GAx = Gy (6.6.2)
 Si escogiêramos a G como ta inversa de A, es decir, A la ecuación (6.6.2) sereduciria a
 x = A1y (6.6.3)
 que es la solución. En otras palabras, la eliminación de Gauss-Jordan es equivalentea ta multiplicaciôn a la izquierda por G A -'.
 Por to tanto, si apticamos tas mismas operaciones que en Ia etiminación deGauss-Jordan a ta matriz identidad (es decir, muttiplicar los rengtones por los mis-mos nümeros utilizados en la etiminación de Gauss-Jordan y restar los renglones enta misma forma), entonces la matriz identidad debe transformarse en A Esto sepuede escribir de manera simbôtica como
 GI = A1 (6.6.4)
 Para calcutar A', escribimos A e I es una forma aumentada de arregto
 a1,1 a1,2 a1, 3 100a2,1 a2,2 a2,3 010 (6.6.5)
 a3,1 a3,2 a3,3 001Entonces seguimos Ia e!iminación de Gauss-Jordan exactamente en la misma formaque a! reso!ver un conjunto de ecuaciones lineates. Cuando !a mitad izquierda deIa matriz aumentada se reduce a una matriz identidad, la mitad derecha se convierteenA 1
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 Ejemplo 6.7
 (SoluciOn)
 El procedimiento de eliminaciOn que se muestra a continuaciôn es esen-cialmente el mismo que Ia eliminaciôn de Gauss-Jordan descrito en Ia secciôn 6.2.
 La eliminaciôn hacia adelante se hace como sigue. Se resta el primerrenglOn -multiplicado por -1/2- al segundo renglOn; luego, se resta el primerrenglôn -multiplicado por 3/2- al tercero:
 2 1 -3o 3.5 0.5
 0 -0.5 1.5
 Escribimos a A e I en un arreglo:
 2 1 -3 1 0 0
 -1 3 2 0 1 0
 3 1 -3 0 0 1
 1 0 0
 0.5 1 0
 -1.5 0 1
 Calcule Ia inversa de Ia matriz
 2 1 -3A= -1 3 2 (A)
 3 1 -3
 Se resta e segundo renglOn, multiplicado por -0.5/3.5 = -1/7 al tercero:
 21 -3 1 0 0
 0 3.5 0.5 0.5 1 0 (B)
 0 0 1.5714 -1.4285 0.14285 1
 Se continua de a siguiente forma con Ia eliminaciOn hacia atrás: el ültimorenglOn se divide entre 1 .5714:
 21 -3 1 0 0
 0 3.5 0.5 0.5 1 0
 0 0 1 -0.90909 0.090909 0.63636
 El segundo renglôn se divide entre 3.5 y luego se resta del Oltimo renglôn, mul-tiplicado por 0.5/3.5:
 21-3 1 0 0
 0 1 0 0.27272 0.27272 -0.09090
 0 0 1 -0.90909 0.09090 0.63636
 El primer renglôn se divide entre 2 y se resta -después de multiplicarlo por1/2- al segundo renglôn; el primer renglôn también se resta al ültimo, una vezque se haya multiplicado por 3/2.
 100 1 0 1
 0 1 0 0.27272 0.27272 -0.09090
 0 0 1 -0.90909 0.09090 0.63636
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 Las ültimas tres columnas del arreglo aumentado anterior constituyen Ia inversade Ia matriz A. Esto se puede verificar multiplicando A a Ia izquierda o a Ia dereoha por A1 de a manera siguiente:
 [-i0.27272
 L-0.90909
 Aunque no utilizamos el pivoteo en la anterior explicación de la inversion dematrices, éste es necesario puesto que el esquema de inversion es, en esencia, una eli-minacOn de Gauss. Por fortuna, la matriz inversa no se ye afectada por un cambioen el orden secuencial de las ecuaciones. La primera cotumna de A - es la soluciOnde Ax cot [1, 0, 0] y ta segunda y tercera cotumnas son las soluciones de Ax = cot [0,1,0] yAx = cot [0, 0, 1], respectivamente. El orden secuencial de los etementos enxno se ye afectado por mezclar et orden de las ecuaciones. Asi, A - 1 no se altera por etpivoteo.
 Al catcutar Ia inversa de una matriz mediante un cálcuto a mano, se sugiereescribir los valores de un rengtón al multipticarlos por una constante, como semuestra en el siguiente ejemplo.
 Ejemplo 6.8
 Obtenga Ia inversa de Ia siguiente matriz mediante cálculos a mano conpivoteo:
 (Soluciôn)
 Il 0 0
 0 1 0
 [o 0 1
 0 0
 =010001
 Se hace un primer pivoteo debido a que el elemento superior a a extrema iz-quierda es menor que el elemento inmediato inferior:
 renglôn 1 0.56 - 1.56 0.32 0 1 0
 renglôn 2 -0.04 0.04 0.12 1 0 0
 renglôn 3 -0.24 1.24 -0.28 0 0 1
 El arreglo aumentado es
 -0.04 0.04 0.12 1 0 0
 0.56 -1.56 0.32 0 1 0
 -0.24 1.24 -0.28 0 0 1
 0 1 2 1 3
 0.27272 -0.09090 3 2
 0.09090 0.63636J 3 1 -3
 -32
 -30.27272
 -0.90909
 0
 0.27272
 0.09090
 1
 -0.090900.63636]
 =
 -0.04 0.04 0.12
 0.56 -1.56 0.32
 -0.24 1.24 -0.28
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 La eliminaciôn hacia adelante se hace como sigue:
 renglôn 1 poro.04/0.56 0.04 -0.114285 0.022857 0 0.071428 0 (A)
 renglOn 1 por0.24/0.56 0.24 -0.668571 0.137142 0 0.428571 0 (B)
 Sumamos (A) al primer renglOn y (B) al tercero:
 renglOn 1 0.56 -1.56 0.32 0 1 0
 renglOn 2 0 -0.071428 0.142857 1 0.071428 0
 renglOn 3 0 0.571428 -0.142857 0 0.428571 1
 Se intercambian el segundo y tercer renglOn para el pivoteo:
 renglOn 1 0.56 -1.56 0.32 0 1 0
 renglOn 2 0 0.571428 -0.142857 0 0.428571 1
 renglOn 3 0 -0.071428 0.142857 1 0.071428 0
 El segundo renglOn multiplicado por 0.071428/0.571428 = 0.125 es:
 0 0.071428 -0.017857 0 0.053571 0.125(C)
 Se suma (c) al renglOn 3:
 0 0 0.124993 1 0.124993 0.125
 Esto concluye con Ia eliminaciOn hacia adelante. El arreglo queda:
 renglOn 1 0.56 -1.56 0.32 0 1 0
 renglón 2 0 0.571428 -0.142857 0 0.428571 1
 renglón 3 0 0 0.124993 1 0.124993 0.125
 Para comenzar Ia eliminaciOn hacia atrás, dividimos Ia ültima columna entre0.1 24993:
 renglOn 1 0.56 -1.56 0.32 0 1 0
 renglôn 2 0 0.571428 -0.142857 0 0.428571 1
 renglOn3 0 0 1 8 1 1
 Sumamos, el tercer renglOn (que se ha multiplicado por 0.142857) con el se-gundo y dividimos el resultado entre 0.57 1 428:
 renglOn 1 0.56 -1.56 0.32 0 1 0
 renglôn2 0 1 0 2 1 2
 renglôn3 0 0 1 8 1 1
 Sumamos el segundo renglOn -multiplicado por 1 56- y restamos el tercerrenglôn (multiplicado por 0.32) al primero:
 renglôn 1 1 0 0 1 4 5
 renglôn2 0 1 0 2 1 2
 renglOn3 0 0 1 8 1 1
 AsI, Ia inversa es
 1 4 5
 2128 1 1
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 Hasta aqui hemos utilizado la eliminación de Gauss-Jordan para calcular la in-versa de una matriz, pero tambiên se puede hacer mediante la eliminación de Gauss.La razón es la siguiente: la eliminación de Gauss-Jordan de la matriz aumentadapara el caso de una matriz de orden N se puede separar Cfl soluciones de N con-juntos de ecuaciones lineales con la misma matriz de coeficientes A. El primerconjunto tiene el término no homogéneo igual a la primera columna de la matrizidentidad, el segundo conjunto tiene el término no homogéneo igual a la segundacolumna de la matriz identidad, etc. La soluciôn del primer conjunto se convierte en laprimera columna de la matriz inversa, la soluciôn del segundo conjunto es la segun-da columna, etc. En los cálculos reales, no hay que calcular cada conjunto por sepa-rado, sino en forma simultánea debido a que el procedimiento de cálculo es el mismopara todos los conjuntos. La cantidad de cãlculos con la eliminación de Gauss es me-nor que con la eliminación de Gauss-Jordan, puesto que en la primera no hay quereducir el lado izquierdo de la matriz aumentada a una matriz identidad. Por estarazón, el PROGRAMA 6-2 utiliza la eliminaciôn de Gauss en vez de la eliminaciôn deGauss-Jordan.
 RESUMEN DE ESTA SEccIÔN
 La inversa de una matriz se puede calcular aplicando la eliminación de Gauss-Jordan al arreglo aumentado que está formado por la matriz que se invertirá y Iamatriz identidad.Una vez formado el arreglo aumentado, el pivoteo posterior no afecta el resulta-do de la eliminaciOn de Gauss-Jordan.La inversa de una matriz se puede calcular también mediante la eliminación deGauss.
 6.7 DESCOMPOSICION LU
 El esquema de descomposiciOn LU es una transformación de una matriz A comoproducto de dos matrices,
 A=LUdonde L es una matriz triangular inferior y U Cs una matriz triangular superior.Cuando uno debe resolver varios conjuntos de ecuaciones lineales en los que todaslas matrices de coeficientes son iguales pero los términos no homogéneos (lado de-recho) son distintos, la solución de las ecuaciones utilizando la descomposiciôn LUtiende a ser más eficiente que la eliminación de Gauss.
 La descomposiciôn LU para una matriz de 3 x 3 se ilustra de la manerasiguiente:
 L13,l
 Conviene observar que los elementos de la diagonal de L valen 1.
 01
 13,2
 0
 1]0
 _0
 l,2
 U2, 2
 0
 U1,3
 U2,3
 U3, _
 (6.7.1)
 a1,1 a12 ai,31a2,1
 _a3,1
 a2, 2
 a3,2
 a2,
 a3,3]=
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 Para evaluar u,,1 y I, en la ecuación (6.7.1) sin pivoteo, primero muitiplica-mos ci primer rengiôn de L por cada columna de Uy comparamos ci resuitado con ciprimer renglón de A. Tenemos entonces que el primer rcnglôn de U es idéntico al de A:
 u1,=a1,, j=1 a3 (6.7.2)
 Muitiplicamos el segundo y tercer rengiones de L por la primera columna de U res-pectivamente, y io comparamos con ci lado izquierdo para obtcncr
 a2,1 = 12,1u1,1, a3,1 = 13,1u1,1
 o en forma equivalente
 12,1 = a2,1/u1,1, 131 = a3,1/u1,1 (6.7.3)
 Muitiplicamos ci segundo rcnglón de L por ia segunda y tcrcera coiumnas dc U y lascomparamos con ci lado izquicrdo para obtener
 a2,2 = 12,1u1,2 + u2,2, a2,3 12,1u1,3 + U2,3
 o bien
 u2,2 = a2,2 - 12,1u1,2, U2,3 = a2,3 - l2,1u1,3 (6.7.4)
 Muitiplicamos ci tcrccr rcnglOn de L por ia segunda coiumna de U y tenemos
 a3,2 = 13,1u1,2 + 13,2u2,2
 o, en forma equivalente,
 13,2 = [a3,2 - (6.7.5)
 Finalmentc, 13, se obticne muitipiicando ia üitima coiumna dc U por ci üitimorcngión dc L y io igualamos a a3, como sigue
 13,1u1,3 + 13,2u2,3 + U3,3 = a3,3
 o bien
 = a3,3 - 13,1u1,3 - 13,2u2,3 (6.7.6)
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 Descomponga Ia siguiente matriz en matrices L y U:
 [ 2 1-3A=I-1 3 2
 [ 3 1 3(Solución)
 Seguimos el procedimiento de las ecuaciones (6.7.2) a Ia (6.7.6) paraobtener:
 u11 = 2, U12 = 1, u13 = 3'2,1 = 0.5, '3,1 = 1.5
 U22 = 3 (-0.5)(l) = 3.5u23 = 2 (-0.5)(-3) = 0.5'3,2 = [1 - (1.5)(1)J/3.5 = 0.142857
 u33 = 3 - (1.5)(-3) - (-0.142857)(O.5) = 1.57142
 Entonces,
 [ 1 0 01 [2 1 3L = 0.5 1 0 U = 0 3.5 0.5
 [ 1.5 0.1428 1] [o 0 1.5714
 Los resultados anteriores se pueden verificar volviendo a sustituir en Ia ecuaciôn(6.7.1).
 El esquema general de la descomposición LU para una matriz de orden N es elsiguiente:
 El primer renglôn de U, u1,,para j = 1 hata N, se obtiene por medio de
 = a1,j, j = 1 hasta N (6.7.7)
 La primera columna de L, l, para i = 2 hasta N, se obtiene por medio de
 = a/u1,, i = 2hastaN (6.7.8)
 El segundo renglón de U se obtiene como
 U2,J = a2,j - 12, 1u1,J, j = 2 hastaN (6.7.9)
 Cap. 6 Algebra lineal numérica 209
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 = mn,kUk,j j n hasta Nk= 1
 f) La n-ésima columna de L se obtiene de
 l = [a li,kuk,fl]/ufl,fl, i = n + 1 hasta Nk= 1
 (6.7.11)
 (6.7.12)
 En el proceso anterior, no se calculan los elementos de la diagonal de L, es decir, i ,,puesto que todos valen 1.
 Como se habrá observado, los elementos de la parte triangular superior de Lson iguales a cero. Tambiên los elementos de la parte triangular inferior de la matrizU se anulan. Por to tanto, los elementos de L y U se pueden guardar en un arreglocon elfin de ahorrar espacio en la memoria. Por ejemplo, las matrices L y U de laecuaciôn (6.7.1) se pueden combinar en un arreglo como
 En este arreglo, os elementos de la diagonal de L no se guardan porque valen 1. Pa-ra reducir aün más el uso del espacio en la memoria, los resultados de ta factoriza-ción se escriben encima del espacio de memoria de A. Esto es posibte debido a quecada elemento a,,j de A se utiliza solo una vez para calcular /o u,, en toda la fac-torizaciOn. Por to tanto, at utilizar a1,, su espacio de memoria se puede utilizar paraguardar o u,,3.
 Ahora estudiamos las formas para resolver un conj unto de ecuaciones lineales.La ecuaciOn Ax = y se puede escribir como
 LUx = y (6.7.13)
 donde LU = A. La ecuación (6.7.13) se resuelve como sigue. 'Sea
 Ux = z (6.7.14)
 La ecuaciôn (6.7.13) queda
 Lz=y (6.7.15)
 U1,1 U1,2 U1,3
 12,1 U2,2 U2,3
 13,1 l3,2 U3,3
 La segunda columna de L se obtiene mediante
 li,2 = [a,2 - i, 1u1,2]/u2,2, = 3 hastaN (6.7.10)
 El n-ésimo renglôn de u se obtiene de

Page 231
                        

Cap. 6 Algebra lineal numérica 211
 La solución de la ecuación (6.7.15) para z es fad!, debido a la forma triangular deL.Una vez que se conoce z, se resuelve la ecuadión (6.7.14) en términos de x.
 En el caso de una matriz de 3 x 3, por ejemplo, podemos escribir la ecuación(6.7.15) como
 = [y - z113,1 - z213,2]
 Escribimos la ecuaciOn (6.7.14) en forma mãs explicita
 U1,1 U1,2 ui,3 xi1 zio U2,2 U2,3 X2= Z2o 0 U3,3_ _X3] Z3
 y la soluciôn es
 z3x3 =
 U3,3
 x2 =z2 - u2,3x3
 U2,2
 x1 -z1 - u1,2x2 - U1,3x3
 U1,1
 Para una matriz de orden N, las eliminaciones hacia adelante y hacia atrás seresumen de la forma siguiente.
 a) Paso de eliminaciôn hacia adelante:
 Zi = Yi
 La solución se calcula en forma
 1 0 0
 12,1 1 0
 _l3, 13,2 1_
 recursiva como
 = Yi
 z2 = [Y2 - z112,
 z1
 z2
 z3
 i]
 =Yi
 Y2
 -y3
 (6.7.16)
 (6.7.17)
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 b) Paso de la eliminación hacia atrãs:
 XN =ZN
 UN, N
 - ui,jxjlj=i+ 1
 xi=Ui,
 i=N-1,N-2,...,3,2,1
 Hasta este punto de la sección, no hemos utilizado el pivoteo con elfin de ha-cer más sencilla la explicación. Sin embargo, el pivoteo es importante, por la mismarazón que en la eliminación de Gauss. Debemos recordar que ci pivoteo en la elimi-nación de Gauss es equivalente a mezclar las ecuaciones en ci conjunto. En formamatricial, quiere decir que los renglones de coeficientes se mezclan entre 51 junto conci término del lado derecho. Esto indica que el pivoteo se puede aplicar a la descom-posición LU siempre que la forma de mezclar se aplique a los términos de ambos la-dos en la misma forma. Al hacer el pivoteo en la descomposición LU, se registranlos cambios en el orden de los renglones. Después se aplica ci mismo reordenamientoa los términos del lado derecho, antes de comenzar a resolver de acuerdo con lospasos a) y b) señalados arriba.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Cualquier matriz no singular se puede descomponer en Ia forma LU.Si un conjunto de ecuaciones lineales debe resolverse en forma repetida con dis-tintos términos no homogéneos, es recomendable Ia descomposiciôn LU.La matriz U es idéntica al arreglo de coeficientes que aparece en la eliminaciôn deGauss cuando finaliza la climinación hacia adelante.La descomposiciôn LU también es ütil al evaluar ci determinante, como se veraen la siguiente sccciOn.
 6.8 DETERMINANTES
 Ya hemos tenido contacto con los determinantes, pero hemos pospuesto el análisisdetallado hasta ahora.
 El determinante es un nümero importante asociado con toda matriz cuadrada.Dc hecho, un conjunto no homogéneo de ecuaciones lineales no tiene una soluciónünica, a menos que el determinante de la matriz de coeficientes sea distinto de cero.Por otro lado, un conjunto homogéneo de ecuaciones lineales tiene más de una solu-ción solo cuando el dctcrminante cs igual a cero. Hay muchas ocasiones en las que esnecesario evaluar ci determinante de una matriz. (Véase ci capItulo 7 para ver ejem-pbs.)
 El determinante de una matriz A dc orden N se denota por det (A) y se definecomo
 det (A) = (±)allaJ2ak3,. .., arN (6.8.1)
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 donde la suma se hace sobre todas las permutaciones de los primeros subIndices dea, y (±) toma el signo más si Ia permutación es par y menos si la permutaciôn es im-par.*
 Para una matriz de 2 x 2, el determinante de A se calcula como
 Para una matriz de 3 x 3, el determinante es
 /' ,a1( /a12 a13
 ,x_ X >(21 a22 a13
 ></ 32 a33\, \N-
 det (A) = det[a11
 [a21a121I = a1a2a221
 = a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23
 - a11a32a23 - a21a12a33 - (6.8.3)
 Se puede memorizar la regla para calcular el determinante de una matriz de 3 x 3como la regla del espagueti. En la figura 6.2, cada una de las tres lineas continuasune tres nümeros. Los productos a lo largo de las tres lineas continuas tienen signospositivos en la ecuación (6.8.3). Los productos a lo largo de las lineas punteadastienen signos negativos en la ecuación (6.8.3). Esta regla no se puede extender a unamatriz de orden mayor o igual que 4 x 4.
 Figura 6.2 Regla del espaguetipara calcular el determinante deuna matriz de 3 x 3.
 - a12a21 (6.8.2)
 Si el orden de la matriz es mayor que 3, el cálculo directo del determinante pormedio de la ecuación (6.8.2) no es práctico debido a que el nümero de cálculosaumenta muy rápidamente. De hecho, una matriz de orden N tiene N! permuta-ciones, por lo que el determinante de unamatriz de 5 x 5, por ejemplo, tiene 120términos, cada uno de los cuales necesita cuatro multiplicaciones. El determinantede una matriz de 10 x 10 tiene más de 2 x 108 términos, cada uno de los cualesrequiere nueve multiplicaciones.
 * La secuencia del primer subindice es (1,1, k.....r) y se llama permutación. Una permutación esimpar o par si (i,j, k.....r) se obtiene at intercambiar el orden de cualesquiera dos niimeros consecutivosen (1, 2, 3.....N) un niimero impar o par de veces, respectivamente. Por ejemplo, (3, 2, 1,4.....N) seobtiene mediante intercambios de los primeros tres nümeros: 123 -. 213 - 231 -+ 321 (es decir, tresveces). Asi, la permutación (3, 2, 1, 4.....N) es impar. Sin embargo, se puede ver que los intercambiosentre dos nümeros no tienen que hacerse entre dos nümeros consecutivos sino entre cualquier pareja deniimeros. En este ejemplo, (3, 2, 1, 4.....N) se obtiene at intercambiar 1 y 3 en (1, 2, 3.....N). El nüme-ro de intercambios es uno, por to que Ia permutación (3, 2, 1, 4.....N) es impar.
 a11 a12 a13
 det (A) = det a21 a22 a23
 a31 a32 a33
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 Una forma prãctica de calcular el determinante es utilizar el proceso de elimi-nación hacia adelante en la eliminación de Gauss o, en forma alternativa, la descom-posición LU descrita en la seción 6. Primero haremos notar dos importantes reglasde los determinates:
 Regla 1: det (BC) = det (B) det (C)
 lo que significa que el determinante de un producto de matrices es el producto de losdeterminantes de todas las matrices.
 Regla 2: det (M) = el producto de todos los elementos de la diagonal de M, siM es una matriz triangular superior e inferior.
 Por ejemplo, si todos los elementos de la diagonal de una matriz triangular valen 1,el determinante también es unitario.
 Si no se utiliza el pivoteo, el cálculo del determinante mediante la descomposi-ción LU es directo. Segün la regla 1, el determinante se puede escribir como
 dCt (A) = dCt (LU) det (L) det (U) = det (U) (6.8.4)
 donde det (L) = 1 porque L es una matriz triangular inferior y todos los elementosdC la diagonal valCn 1. El dCt (U) es el producto de todos los elementos de la diago-nal de U, que C5 igual a det (A):
 det (A) = II u (6.8.5)
 Cuando se utiliza el pivoteo en la descomposiciôn LU, su efecto debe tomarseen cuenta. Primero, debemos reconocer que la descomposición LU con pivoteo esequivalCntC a realizar dos procesos separados: 1) transformar A en A' ilevando acabo todos los cambios de renglonCs, y 2) descomponCr en seguida A' Cfl LU sin pi-voteo. El primer paso se puede expresar como
 A' = PA, o Cn forma equivalente A = P'A' (6.8.6)
 donde P Cs una matriz de permutación y representa la operación de pivoteo. El se-gundo proceso es
 A' = LU (6.8.7)
 Por lo tanto, L y U estân relacionados con A en la forma
 A = PLU (6.8.8)
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Ejemplo 6.10
 Calcule el determinante de Ia matriz del ejemplo 6.9.
 (Soluciôn)
 Por medio del resultado de Ia descomposiciôn LU en el ejemplo 6.9.
 det(L) = 1 ydet(U) = (2)(3.5)(1.5714) = 11
 Puesto que no se utilizó ningUn pivoteo, y = 1. Asj, el determinante es
 det(A) = y det(U) = 11
 También se puede calcular el determinante de una matriz durante el proceso deeliminación de Gauss. Esto se debe a que cuando se termina la eliminaciOn haciaadelante, la matriz original se ha transformado en la matriz U de la descomposiciónLU. Por lo tanto, el determinante se puede calcular tomando el producto de todoslos términos de la diagonal y multiplicando después por 1 o - 1, segün sea par o im-par el nümero de operaciones de pivoteo realizadas, respectivamente. Este es el algo-ritmo que se implanta en el PROGRAMA 6-1 para calcular el determinante.
 Ejemplo 6.11
 Calcule el determinante de Ia matriz de coeficientes en Ia ecuaciôn(6.3.1).Calcule el determinante de Ia matriz del ejemplo 6.7.
 (Soluciôn)
 a) La matriz de coeficientes para a ecuaciOn (6.3.1) es
 0 10 1
 A= 1 3 1_2 4 1
 Cap. 6 Algebra lineal numérica 215
 El determinante de A se puede escribir entonces como
 det (A) = det (P') det (L) det (U)
 o, en forma equivalente,
 det(A) = V det(U) (6.8.9)
 donde det (L) = 1 y y = det (P') es igual a - 1 o + 1 dependiendo de si el nUme-ro de pivoteo es impar o par, respectivamente.
 Este algoritmo de cálculo del determinante se incorpora en el PROGRAMA 6-3.
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 De acuerdo con Ia ecuaciôn (6.3.5), Ia matriz después de terminar Ia eliminaciônhacia adelante queda 4 1
 0 10 1
 _0 0 16/5donde se aplicaron dos pivoteos.
 Por lo tanto,det (A) = (_1)2(2)(1O)(_16/5) = 64
 b) La matriz se define como [véase Ia ecuaciOn (A) del ejemplo 6.7]
 [ 2 1 3A=j-1 3 2
 [ 3 1 3Después de Ia eliminaciOn hacia adelante, Ia matriz triangular superior es [véaseIa ecuaciOn (B) del ejemplo 6.7]
 [2 1 3 -10 3.5 0.5
 [o 0 1.5714
 No se usô ningün pivoteo. Por 10 tanto, obtenemos
 det (A) = (2)(3.5)(1.5714) = 11
 RESLJMEN IDE ESTA SECCION
 El determinante se puede calcular fácilmente para las matrices de 2 x 2 y 3 x 3mediante cálculos a mano.Para matrices más grandes, se usa la eliminaciôn de Gauss o la descomposiciônLU.Las dos reglas analizadas en esta sección, con frecuencia, son muy ütiles paraevaluar el determinante.
 6.9 PROBLEMAS MAL CONDICIONADOS
 Los problemas sin solución ünica se pueden identificar con relativa facilidad. Decualquier forma, si uno de esos problemas se trata de resolver, la computadora sedetendrá.
 Sin embargo, ciertos problemas tienen solución, aunque sus soluciones se vuel-yen muy imprecisas debido a severos errores de redondeo. Los problemas de este ii-P0 se llaman problemas mal condicionados.
 La matriz A de un problema mal condicionado tiene las siguientescaracterIsticas:
 Un ligero cambio de los coeficientes (o elementos de la matriz) provoca cambiossignificativos en Ia soluciôn.
 Los elementos de la diagonal de la matriz de coeficientes tienden a ser menoresque los elementos que no pertenecen a la diagonal.
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Ejemplo 6.12
 Una matriz de Hilbert [Morris] se define como
 A = [a,1]
 donde
 1+ fide Ia cual se sabe que està mal condicionada, incluso pra un orden pequeño.Calcule a) A - 1 (A)1 y b) det (A det (A1) para Ia matriz de Hilbert de4 X 4. Use precision simple.
 (Soluciôn)
 Se obtienen los siguientes resultados, utilizando Ia precisiOn simple en una VAX8550: a) A(A1y1=
 b) det (A) det (A1) = (1.6534499E-07)(6047924.) = 0.99999393El producto de los determinantes se desvia de Ia unidad al aumentar el or-
 den de Ia matriz. Sin embargo, Ia desviaciOn de A 1 (A _1)_ 1 de Ia matriz identi-dad detecta las matrices mal condicionadas en forma más clara que el productode los determinantes.
 La matriz de Hilbert de 4 X 4 es
 - 1 1/2 1/3 1/4
 1/2 1/3 1/4 1/5
 1/3 1/4 1/5 1/6
 1/4 1/5 1/6 1/7
 1.0001183 0.0014343 0.0032959 0.0021362
 0.0000019 1.0000000 0.0001221 0.0000610
 0.0000000 0.0000000 0.9999390 0.0000305
 0.0000000 0.0000305 0.0000610 0.9999390
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 El det (A) det (A-') difiere en forma significativa de 1.El resultado de (A - 1) es muy distinto de A.AA -' difiere en grado sumo de la matriz identidad.A -' (A - 1) 1 difiere más de la matriz identidad que lo que difiere AA 1.
 El pivoteo analizado antes mejora la exactitud de la soluciOn si el problemaestá más o menos mal condicionado, pero en el caso de los problemas mal condi-cionados, el solo uso del pivoteo no salva la exactitud. El mejor remedio es aumen-tar la precision del cálculo (véase el ejemplo 6.4 y el capitulo 1, donde se analiza laprecision).
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 RESUMEN DE ESTA SECCION
 El hecho de que La matriz de coeficientes de un conjunto de ecuaciones linealesesté mal condicionado o no, no se puede ver fãcilmente examinando la soluciónde las ecuaciones lineales.Entre los métodos para examinar las matrices ma! condicionadas se inc!uyen e!cãlcuLo de A' (A')' y det (A) det (A').
 6.10 SOLUCION DE N ECUACIONES CON M INCOGNITAS
 En !as secciones anteriores estudiamos cómo calcular La so!ución ünica de Ax = yutilizando La eliminaciôn de Gauss u otros métodos. La condición necesaria para Laexistencia de una ünica soluciôn es que A sea una matriz cuadrada y det (A) 0. Sidet (A) = 0, decimos que La matriz es singular y dejamos de buscar La soluciôn. Sinembargo, esto no se debe a que no haya soluciôn, sino a que no existe soLución ünica[Strang]. Si det (A) = 0, a! menos una de las ecuaciones es linealmente dependientey puede eliminarse. Después de La eliminaciôn, el nümero de ecuaciones se vuelvemenor que el nümero de incógnitas.
 En general, el nümero de ecuaciones, n, puede ser menor que el nümero de in-cógnitas, m. La ecuación de un problema de este tipo se puede escribir en La formaAx = y, donde la matriz A ya no es cuadrada sino rectangular. Para n < m, elnümero de soluciones es infinito, si el sistema es homogéneo, pero Los valores numé-ricos de una solución no pueden determinarse de manera ünica. En eSta secciónexaminaremos Las soluciones no ünicas de n ecuaciones con m incógnitas, donden< m
 Como un ejemplo de ecuaciones lineales de n < m, consideremos
 x+y= 1donde n = y m = 2. La soluciOn se puede escribir como
 x= ly0
 y= lx
 (6.10.1)
 En La primera de estas ecuaciones, La y del lado derecho es una variable libre y La xdel Lado izquierdo es una variable básica. En La segunda ecuaciôn, x es una variablelibre y y es una variable básica. Cualquiera que sea La forma elegida de La soLución, LasoLución para La variable básica está dada en términos de la variable libre. En casode que el nümero de ecuaciones sea insuficiente, a) La solución está dada en La forma deuna ecuación, en vez de forma numérica, y b) el nümero de soluciones es infinitodebido a que Los parámetros Libres pueden tomar cualquier valor.
 Si tenemos n ecuaciones linealmente independientes para m incógnitas y n <m. podemos encontrar n variables básicas y m - n variables Libres. Si ponemos las
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 variables básicas del lado izquierdo de las ecuaciones y todas las variables libres dellado derecho, en el conjunto de n ecuaciones se pueden despejar las variables libresen términos de las variables básicas.
 El ünico requerimiento para elegir las variables bãsicas es que las n ecuacionesde las variables básicas formen un conjunto no singular. Como resultado, la elección devariables básicas no siempre es ünica. El hecho de saber cuáles de las variablespueden ser básicas no es evidente a primera vista. Sin embargo, hay un método pa-ra encontrarlas por medio de la eliminaciôn de Gauss (o Gauss-Jordan) diseñado paralas matrices de n x m, el cual se explica a continuaciôn.
 Aunque en el párrafo anterior supusimos que n de las ecuaciones dadas son ii-nealmente independientes, eliminaremos esta restricción en este momento. Esto sedebe a que, mediante la eliminación de Gauss, se eliminarán en forma automáticalas ecuaciones dependientes, por lo que las ecuaciones restantes serán linealmente in-dependientes.
 Consideremos el siguiente sistema
 lu+2v+ 2w+ x-2y= 2
 3u - 6v - w + 5x - = 1 (6.10.2)
 2u - 4v - 1.5w + 2x - y = 0.5
 donde n = 3 y m = 5. Para simplificar la exposición, reescribimos las ecuacionesanteriores en forma de arreglo aumentado:
 El primer objetivo en este conjunto es el pivoteo, debido a que el coeficiente de u enel segundo renglOn es mayor que el del primero:
 Ahora, el coeficiente de u en los renglones segundo y tercero (multiplicados por- 1/3 y 2/3 respectivamente), se eliminan restándoles el primer renglón:
 En el arreglo anterior, los coeficientes de v en el segundo y tercer renglones se anulanen forma automática. Si estuviéramos trabajando con la eliminaciôn de Gauss,
 U V W X y LD
 1 2 2 1 2 23 6 1 5 4 1
 2 4 1.5 2 1 0.5
 U V W X y LD
 3 6 1 5 4 11 2 2 1 2 22 4 1.5 2 1 0.5
 U V W X y LD
 3 6 1 5 4 1
 0 0 1.666667 2.666667 3.333333 2.3333330 0 0.833333 1.333333 1.666667 1.166667
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 como se describió en la sección 6.2, terminarIamos aqul ci proceso. Sin embargo, pa-samos a! tercer renglón.
 Consideramos el coeficiente de w en el segundo renglón como pivote y elimina-mos el coeficiente de w en el tercer rengiôn restándoie el segundo renglôn (pre-viamente muitiplicado por 0.833333/1.666667)
 3u w= 1+6v 5x+
 1.666667w = 2.333333 - 2.666667x + 3.133313y
 Es ciaro quc ia matriz de coeficicntcs
 [3 1[o 1.666667
 (6.10.4)
 es no singuiar, por io que sc puedc obtcner ia soiuciôn dc ias variabics básicas entérminos de las variabics iibrcs. Si.apiicamos ia sustitución hacia atrás, ia soiuciônfinai es
 u=0.8+2v-2.2x+2y(6.10.5)
 w=1.4 1.6x+2y
 Ai desarroiiar un programa para resoiver ias ecuaciones de m x n, ia eiimina-ción de Gauss-Jordan tiende a tener más ventajas que la eliminaciôn de Gauss. Parailustrar ia aplicaciôn de ia eiiminaciôn de Gauss-Jordan, consideremos otro probiema:
 U V W X y LD
 2 3 1 4 1 6
 2 3 1 1 1 1
 4 6 -1 1 2 5
 U V w x y LD
 3 6 1 5 4 1
 o 0 1.666667 2.666667 3.333333 2.333333
 o 0 0 0 0 0
 En este arregio, se ha anulado compietamente ci üitimo rengión, io que indica que iatercera ecuación no era independiente. Ahora, consideramos que ci nümero deecuaciones es n = 2 y m = 5.
 Las ecuaciones representadadas por ci arregio anterior se escriben en formaexpiicita como
 3u-6v lw+ 5x 4y=1(6.10.3)
 1.666667w + 2.666667x - 3.333333y = 2.333333
 Los cocficientcs dc ios términos principaies dcspués de ia ciiminación haciaadeiante (como 3 en ci primer rcngiôn y 1.666667 en ci segundo rcngiôn) son pivotcs.Las variabies corrcspondicntes, u y w, se iiaman variables básicas. Las demãs sonvariables libres. Movemos todas. ias variabies iibres dci iado derecho, con io queobtenemos
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 Después del pivoteo, el arreglo queda
 23 14 16El primer renglón se normaliza dividiendo entre 4 y después se eliminan los primeroscoeficientes de los demás renglones:
 donde los segundos coeficientes en los renglones segundo y tercero se eliminan auto-máticamente. El segundo renglôn se normaliza dividiendo entre 1.5. Se eliminan enseguida los terceros coeficientes del primer y tercer renglones, restãndole a êstos unmUltiplo del segundo renglôn:
 El tercer renglón se normaliza dividiendo entre 3. Se eliminan a continuación loscuartos coeficientes del primer y segundo renglones, restándoles un mültiplo del ter-cer renglón:
 En el arreglo anterior, el coeficiente de cada variable bâsica es 1 y es el ünico coefi-ciente no nub de cada columna. La ecuación obtenida se escribe en forma explicitacomo
 lu + 1.5v + Ow + Ox - O.O55556y = 0.444444
 1w + Ox - l.555556y = - 1.555556
 lx + O.666667y = 1.666667
 o, después de mover las variables libres del lado derecho,
 u = 0.444444 - 1.5v + O.O55556y
 w = - 1.555556 + l.555556y
 x = 1.666667 - O.666667y
 (6.10.6)
 (6.10.7)
 1 1.5 0 0 -0.055556 0.444444
 0 0 1 0 -1.555556 -1.5555560 0 0 1 0.666667 1.666667
 4 6 -1 1 2 5
 2 3 1 1 -1 1
 1 1.5 0 0.333333 0.166667 1
 0 0 1 0.333333 - 1.333333 - 100 03 2 5
 1 1.5 -0.25 0.25 0.5 1.25
 0 0 1.5 0.5 -2 -1.50 0 1.5 3.5 0 3.5
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 Dc manera más general, consideremos n ecuaciones con m incógnitas:
 a1,1x1 + a1,2x2 + a1,x = Yi
 a2,1x1 + a2,2x2 + = Y2(6.10.8)
 a,1x1 + a,2x2 + = Yn
 donde suponemos que n m, incluyendo ci caso de n = m. Las ecuaciones seexpresan en la forma de arreglo aumentado:
 a1,1 a1,2 ai,m:yia2,1 a2,2 a2,m:y2
 (6.10.9)
 a,1 an,2 an,m:yn
 La aplicaciôn de la eliminación de Gauss-Jordan a! arreglo anterior lievará a unaforma como la siguiente:
 lxOOxx x,
 OOlOxx x,000lxx x' (6. 10. 10)000000 :0000000 :0donde x denota valores no nulos, los pivotes valen 1 y los simbolos "x" correspon-den a los coeficientes de las variables libres. En los procesos de eliminaciOn deGauss-Jordan, los renglones se intercambian (pivoteo) en caso necesario. Losrenglones nulos representan a las ecuaciones linealmente dependientes que se han eli-minado. Es fácil reescribir este arreglo en forma de ecuación, como se mostró antes.El esquema de solución estã implantado en el PROGRAMA 6-4.
 El algoritmo de soluciôn que se ha explicado es universal, ya que, además decalcular la soluciôn de un sistema de n x m:
 Se puede aplicar para encontrar la solución ünica de un sistema n x n.Encuentra la solución, incluso cuando la matriz de coeficientes sea singular.Se puede utilizar para calcular la inversa de una matriz cuadrada. Para encontrarla inversa de una matriz de n x n, consideramos un arreglo aumentado den x (2n + 1), en el que las primeras n columnas son de la matriz cuadrada, lassiguientes n forman una matriz identidad y la ültima columna correspondientea los términos no homogéneos se hacen iguales a cero.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 a) Cuando el rango de las ecuaciones lineales es mayor que el nümero de incógnitas,las soluciones para las variables básicas se dan en términos de las variables libres.
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 PRINT *, MATRIZ AUMENTADA'PRINT *DO I=1,N
 PRINT 61,(A(I,J),J=1,4)61 FORMAT(1X,1P6E12.4)
 END DOPRINT *CALL GAUSS(N,A)
 b) Los algoritmos de soluciôn para los sistemas de n x m son universales y sirvenpara resolver dichos sistemas, asi como para encontrar la inversa de una matriz.
 PROGRAMAS
 Programa 6-1 Eliminaciôn de Gauss
 Explicaciones
 El PROGRAMA 6-1 resuelve un conjunto de ecuaciones lineales por el método de elimina-ción de Gauss con pivoteo, de acuerdo con el algoritmo explicado en la sección 6.3.
 Este programa solo utiliza un arreglo de variables, A (I, J). Los enunciadosDATA definen a Ny A (I, J) en la forma aumentada, incluyendo los términos della-do derecho. La eliminaciOn de Gauss se lleva a cabo en la subrutina GAUSS. Endicha subrutina, se calcula primero el epsilon de la mãquina y después se utiliza parahacer cero los nümeros pequeflos que surgen debido a errores de truncamiento derestas. La eliminaciOn hacia adelante se ileva a cabo en el ciclo DO que se cierra enS-1O1O. El pivoteo se hace en el ciclo DO antes de S-1045. El ciclo DO antesde S-1200 es la sustituciOn hacia atrás. Este programa también calcula el determi-nante de la matriz (véase la secciOn 6.8 para el determinante).
 Variables
 A (I, J): arreglo aumentado.N: orden de la matriz
 EPS: epsilon de la mãquina
 Listado
 C CSL/F6 -1. FOR ELIMINACION DE GAUSSDIMENSION A(10,11)
 ELIMINACION DE GAUSS- - N es el orden de la matriz
 4)/ 0,-I, 2, 0/ ! - - inicializa los elementos de la matriz4)/-2, 2,-i, 0/ ! - - inicializa los elenientos de In matriz4)/-2, 4, 3, 1 / ! - - inicializa los elementos de la matriz
 PRINT *PRINT *, 'CSL/F6-].DATA N/3/DATA (A(1,J) ,J=1,DATA (A(2,J) ,J=1,DATA (A(3,J) ,J=1,PRINT *
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 SUBROUTINE GAUSS (N, A) ! Eliminación de GaussINTEGER PV ! Indice de pivoteoDIMENSION A(10,11)EPSI. 0 ! Se calcula el epsilon de la máquina
 10 IF (1.0+EPS.GT.1.o) THENEPS=EPS/2. 0GOTO 10
 END IFEPSEPS*2,PRINT *,' EPSILON DE LA MAQUINA = ,EPSEPS2=EPS*2
 1005 DET= 1 ! Inicialización del determinanteDO 1010 I1,N-1
 Pv=IDO JI+1,N
 IF (ABS(A(Pv,I)) .LT. ABS(A(J,I))) pv=jEND DOIF (Pv.EQ.I) GOTO 1050DO JC1,N+1
 TM=A (I, JC)A(I,JC)=A(PV,JC)A (Pv, JC) TM
 END DO1045 DET= -1 *DET ! Cada vez que se realice un pivoteo, cambia el signo de DET1050 IF (A(I, I) .EQ. 0) GOTO 1200 ! Una matriz singular si A(I, I) = 0.
 DO JR=I+1, N ! Eliminación por debajo de la diagonal.IF (A(JR,I).NE.o) THEN
 R=A(JR, I) /A(I, I)DO KC=I+1,N+1
 TEMP=A(JR, KC)A(JR,KC)=A(JR,KC) -R*A(I,KC)IF (ABS(A(JR,KC)).LT.Eps2*'rp) A(JR,Kc)=o.o
 C Si el resultado de la resta es menor queC el doble del epsilon de la máquina por el valorC original, se cambia su valor a cero.
 END DOEND IF
 1060 END DO1010 CONTINUE
 DO I=1,NDEDET*A (I, I) ! Se calcula el deterzninante.
 END DOPRINT *PRINT * 'DETERMINANTE = ', DETPRINT *IF (A(N,N).EQ.0) GYI'O 1200A(N,N+1)=A(N,N+1) /A(N,N)
 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 65 PRINT *68 PRINT *,' SOLUCION69 PRINT *,'
 PRINT *,' X(I)'70 PRINT *'
 DO I=1,N72 FORMAT(5X,15, IPE16.6)
 PRINT 72,I,A(I,N+1)END DO
 75 PRINT *'80 PRINT *
 STOPEND
 c* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
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 DO NV=N-1,1,-1VA=A(NV,N+1)DO K=NV+1,N
 VA=VA-A(NV,K) *A(K,N+1)END DOA(NV,N+1)=VA/A(NV,NV)
 END DORETURN
 1200 PRINT *, 'LA MATRIZ ES SINGULAR'STOPEND
 D) Ejemplo de salida
 CSLI/F6 -1 ELIMINACION DE GAUSS
 MATRIZ AUMENTADA0.0000E+00 -1.0000E+00 2.0000E+00 0.0000E+00-2.0000E+00 2.0000E+00 -1.0000E+00 0.0000E+00-2.0000E+00 4.0000E+00 3.0000E+00 1.0000E+00
 EPSILON DE LA MAQUINA= 5 .960464 5E -08DETERMINANTE = -16 . 00000
 SOLUCION
 PROGRAMA 6-2 Inversion de una matriz
 Explicaciones
 Este programa obtiene la inversa de una matriz por medio de la eliminación deGauss, como se explicó al final de la sección 6.6. Los primeros enunciados DATAdefinen el valor de N, que por el momento es 3, con el fin de ejemplificar. El arregloaumentado también se especifica en un enunciado DATA. La inversion de la matrizse lleva a cabo en la subrutina, la cual es esencialmente igual a la eliminaciôn deGauss del PROGRAMA 6-1, excepto que se añade la parte aumentada y que la sustitu-ción hacia atrâs se aplica a las N columnas del lado derecho en la matriz aumenta-da. Cuando se concluye la subrutina, la matriz inversa está incluida en las ültimasN columnas del arreglo aumentado A. Después de regresar al programa principal, seimprime la matriz inversa.
 Variables
 EPS: epsilon de la máquinaN: orden de La matriz
 A(I, J): arreglo aumentado: las primeras Ncolumnas son la matriz dada y las ülti-mas N columnas son inicialmente la matriz identidad
 Comienza La suslitución hacia atrás.
 1 1.875000E-012 2.500000E-013 1.250000E-01
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 C) Listado
 C CSL/F6 -2 . FOR INVERSION DE UNA MATRIZDIMENSION A(0:1O,0:20)PRINT *PRINT *, 'CsL/F6 -2 INVERSION DE UNA },(MPJ'DATA N/3/DATA (A(1,J),J=1,6)/2, 1,-3, 1, 0, 0/DATA (A(2,J),J=1,6)/-1, 3, 2, 0, 1, 0/DATA (A(3,J),J=1,6)/3, 1,-3, 0, 0, 1/PRINT *PRINT *, 'a MATRIZ ORIGINALPRINT *DO 1=1, N
 PRINT 20,(A(I,J),J=1,3)END DO
 20 FORHAT(1X,1P5E12.5)PRINT *CALL GAUSS(N,A)PRINT *PRINT *, MATRIZ INVERSAPRINTDO I=1,N
 PRINT 20, (A(I,J) ,J=N+1,N*2)END DOPRINT *STOPEND
 * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
 SUBROUTINE GAUSS (N,A) ! Subruthia pale Ia e]iminación de GaussDIMENSION A(0:10,0:20)INTEGER PVEPS'=l. 0
 10 IF(1.0+EPS.GT.1.0) THENEPS=EPS/2 .0GOTO 10
 END IFEPSEPS*2PRINT *, EPSILON DE LA MAQUINA =', EPSEPS2EPS*2DET1. 0 1 Inicia]ización del determinanteDO 1010 I=1,N-1
 PV=IDO J=I+1,N
 IF (ABS(A(PV,I)) .LT. ABS(A(J,I))) PV=JEND DOIF (PV.NE.I ) THEN
 DO JC=1,N*2TM=A (I, JC)A(I,JC)=A(PV,JC)A (PV, JC) =TM
 END DODET'-DET
 END IFIF (A(I,I) .EQ.0) GOTO 1200
 C ELIMINACION POE DEBAJO DE LA DIAGONAL - --DO JR=I+1,N
 IF (A(JR,I).NE.0) THENR=A(JR,I)/A(I, I)DO KC=I+1,N*2
 TEMP=A (JR. KC)
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 A(JR,KC)=A(JR,KC) -R*A(I,KC)IF(ABS(A(JR,KC)) .LT.EPS2*TEMP) A(JR,KC)=0.0
 END DOEND IF
 END DO1010 CONTINUE
 DO 11,NDET=DET*A(I, I)
 END DOPRINT *PRINT * DETERMINANTE' ,DETPRINT *
 C SUSTFrUCION HACIA ATRASIF (A(N,N).EQ.0) GOTO 1200DO 1100 M=N+1,N*2
 A(N,M)=A(N,M) /A(N,N)DO NV=N-1,1, -1
 VA=A(NV, M)DO K=NV+1,N
 VA=VA-A (NV , K) *A ( K, M)
 END DOA (NV, M) =VA/A (NV, NV)
 END DO1100 CONTINUE
 RETUEN1200 PRINT *, 'LA MATRIZ ES SINGULAR'
 END
 D) Ejemplo de salida
 CSL/F6 -2 INVERSION DE UNA MATRIZ
 MATRIZ ORIGINAL2.00000E+OÔ 1.00000E+00-3.00000E+00
 -1.00000E+00 3.00000E+00 2.00000E+003.00000E+00 1.00000E+00-3.00000E+00
 EPSILON DE LA MAQUINA = 5.96 04645E- 08DETERMINANTE = 11 . 00000
 MATRIZ INVERSA-1.00000E+00-9.93411E-09 1.00000E+002.72727E-01 2.72727E-01-9.09091E-02-9.09091E-01 9.09091E-02 6.36364E-01
 PROGRAMA 6-3 Descomposiciôn LU
 A) Explicaciones
 Este programa descompone una matriz A en la forma LU con pivoteo. En el progra-ma, las matrices L y U se guardan en la forma combinada y se expresan mediante elarreglo L (I, J); yea ci párrafo posterior a la ecuación (6.7.12) para una mayor expli-cación. Sin embargo, para simplificar la demostración, la matriz original A y L seexpresan en forma aparte. (Cuaiquiera de estos arreglos se puede eliminar, como severa después.)
 Este programa también caicula ci determinante de la matriz original con el a!-goritmo explicado en la sección 6.8.
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 Para reducir las necesidades de espacio de memoria, se puede eliminar fãcil-mente uno de los arreglos A o L. Por ejemplo, si solo se va a usar A (I, J), se puedeborrar "L(30, 30)" de los enunciados de dimensiOn y remplazar cada uno de los"L(I, J)" por "A(I, J)" en todo el programa.
 Variables
 N: orden de la matrizA(I, J): elementos de la matriz A
 EL(I, J): matriz triangular inferior L y matriz triangular superior U en la formacombinada
 IP(I): permutaciOn debida al pivoteoIPC: nümero de pivoteos realizadosDE: determinante de la matriz original
 Listado
 C CSL/F6 -3. FOR DESCOMPOSICION LU CON PIVOTEODIMENSION A(20,20),EL(20,20),IP(20)
 J*4 L5 PRINT *
 PRINT *, 'CSL/F6-3 DESCOMPOSICIONLUPRINT *DATA N/3/DATA (A(1,J),J=1,3)/ 2, 1 ,-3/DATA (A(2,J),J=1,3)/-1, 3, 2/DATA (A(3,J),J=1,3)/ 3, 1, -3/PRINT *,' N= ',NPRINT * 'MATRIZ ORIGINALDO I=1,N
 PRINT 10,(A(I,J),J=1,N)END DO
 10 FORMAT(1X, 1P6E12.5)PRINT *PRINT *, ' SI SE DESEA EL PIVOTEO, OPRIMA 1; DE LO CONTRARIO OPRIMA 0pjj *,NP
 C - - INICIALIZACION DEL PIVOTEO Y LA MATRIZ ELIPC=1DO I=1,N
 IP (I)=IDO J'l,N
 EL(I,J)=0END DO
 END DOJ=1IF(NP.EQ. 1) CALL PIVOT(N, A, EL, J, IP, IPC)
 C PRIMER RENGLONDO J=1,N
 EL (1, J) =A (1, J)
 END DO
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 C PRIMERA COLUMNADO I=2,N
 EL(I,1)=A(I,1)/EL(1,1)ENDDO 80 M=2,N
 IF(NP.EQ.1) CALL PIVcYT(N,A,EL,M,IP,IPC)C ! M-ESIMO RENGLON
 DO J=M,NS=0
 DO K=1,M-1SS+EL(M,K) *EL(K,J)
 END DOEL(M,J)=A(M,J) -S
 END DOC ! M-ESIMA COLUMNA
 DO I=M+1,Ns=0
 DO K=1,M-1SS+EL(I,K) *EL(K,M)
 END DOEL(I,M)=(A(I,M) -S)/EL(M,M)
 END DO80 CONTINUE
 PRINT *, PERMUTACION'PRINT 361, (IP(I) ,I=1,N)
 361 FORMAT(1X,1013)368 PRINT *
 PRINT *, MATRICES LU EN FORMA COMPACTA.'DO I=1,N
 PRINT 10,(EL(I,M),M=1,N)END DO
 PRINT *C - - - CALCULO DEL DETERMINANTE
 DE=1DO I=1,N
 DE=DE*EL(I, I)END DOIF (IPC.EQ.INT(IPC/2)*2) DE=-DEPRINT *PRINT ('DETERMINANTE = '),DE
 395 PRINT *PRINT *,PRINT *PRINT*END
 C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
 SUBROUTINE PIVOT(N,A,EL,J,IP,IPC)DIMENSION A(20,20),EL(20,20),IP(20)
 405 T=0DO 420 K=J,N
 IF (ABS(A(K,J)) .LE.T) GYO 420JJ=KT=ABS(A(K,JX)
 420 CONTINUEIF (JJ.EQ.J) RETURN
 425 IPC=IPC+1DO 430 M=1,N
 T=A(J, M)A(J,M)=A(JJ,M)
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 A(JJ,M)=TT=EL (J,M)EL (JIM) =EL (JJ, M)
 EL(JJ,M)=T430 CONTINUE
 IT=IP (J)IP (J) =IP (JJ)
 IP (JJ) =ITPRINT *, NUMERO DE PWOTEOS =' ,IPCRETURNEND
 D) Ejemplo de salida
 CSL/F6 -3 DESCOMPOSICION LU
 MATRIZ ORIGINAL2.00000E+00 1.00000E+00-3.00000E+OQ-1.00000E+00 3.00000E+00 2.00000E+003.00000E+00 1.00000E+00-3.00000E+00
 SI SE DESEA EL PWOTEO, OPBDIA 1; DR LO CONTRARIO OPRIMA 01NUMERO DE PWOTEOS = 2
 PERMUTACION321MATRICES LU EN FORMA COMPACTA3.00000E+00 1.00000E+00-3.00000E+OO-3.33333E-01 3.33333E+00 1.00000E+006.66667E-01 1.00000E-01-1.10000E+00
 DETERMINANTE = 11. 00000
 PROGRAMA 6-4 M Ecuaciones con N incOgnitas
 A) Explicaciones
 Este programa reduce un conjunto de m ecuaciones con n incógnitas (m n) a laforma reducida, como se ilustra en la ecuación (6.10.10). Se utiliza la eliminación deGauss-Jordan. Si el sistema es inconsistente, el programa se detiene y da un mensajeque indica la inconsistencia. Si m = n y existe una ünica soluciôn, el arreglo decoeficientes se convierte en una matriz identidad. Si m < n, los coeficientes de lasvariables básicas seleccionadas por el programa se convierten en uno, por lo que lasolución se puede escribir con facilidad en términos de las variables libres a partir delarreglo reducido.
 Para hacer el programa más sencillo y compacto, las eliminaciones de coefi-cientes se realizan sin separar las eliminaciones hacia adelante y hacia atrás. Estoquiere decir que cuando se haya un coeficiente pivote no nub, se eliminan todos loscoeficientes de la misma columna arriba y abajo de los pivotes antes de pasar alsiguiente pivote. Se realiza el pivoteo antes de la eliminaciôn. Véase la sección 6.10para la interpretación y el uso de los resultados obtenidos.
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 Variables
 A(I, J): coeficientesDET: determinante
 RANK: rango del conjuntoEPS: epsilon de la máquina
 Listado
 C CSL/F6 -4. FOR N ECUACIONES CON M INCOGNITASINTEGER PV, RANKCOMMON A(10,20),M,N
 PRINT*PUNT*, 'CSL/F6 -4 N ECUACIONES CON M INCOGNITAS'PRINT *
 C ! Epsilon de la máquinaEPS=1. 0DO 10 L=1,100
 IF (EPS+1.LE.1) GOTO 15EPS=EPS /2
 10 CONTINUE15 EPS=EPS*2
 PRINT*,' EPSILON DE LA MAQUINA =', EPSEPS2=EPS*2
 C ! Impresión de la entradaPRINT', ' N ( NUMERO DE ECUACIONES ) =' , NPRINT*,
 ' M ( NUMERO DE INCOGNITAS ) =' , MPRINT*PRINT *,' MATRIZ AUMENTADA (ULTIMA COLUMNA; TERMINOS NO HOMOGENEOS)CALL LIST
 50 CONTINUEPRINT *
 C - - COMIENZA EL ESQUEMA DE GAUSS-JORDANDET=1. 01=0DO 500 K=1,N
 PV=K90 1=1+1
 IF(I.GT.M) GOTO 600DO 100 J=K+1,N
 IF (ABS(A(Pv,I)).LTABs(A(J,I))) PV=J100 CONTINUE
 IF (PV.EQ.K.AND. A(K,I) .EQ.0) G1rO 90IF (PV.EQ.K) GOTO 340
 300 DO 320 JC1,M+1 PivoteoTM=A (K, JC)A(K,JC)=A(PV,JC)A(PV,JC)=TM
 320 CONTINUEDET=-DET
 340 Z=A (K, I) Coxnienza la eliminaciónDET=DET* ZRANK=K
 DATA N,M/3,5/DATA (A(1,J),J=1,6)/2, 3, 1, 4, 1, 6/DATA (A(2,J),J=1,6)/2, 3, 1, 1, -1, 1/DATA (A(3,J),J=1,6)/4, 6, -1, 1, 2, 5/

Page 252
                        

232 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 DO 330 J=I,M+1A(K,J)=A(K,J)/Z
 330 CONTINUEDO 400 JR=1,N
 IF(JR.EQ.K) GOTO 400IF (A(JR,I).EQ.o) GYTO 400R=A(JR, I)DO 390 KC=I,M+1
 A(JR,KC)=A(JTR,KC) -R*A(K,KC)IF (ABS(A(JRSKC)/A(K,KC)).LT.EPS2) A(JR,KC)=Q
 390 CONTINUE400 CONTINUE500 CONTINUE
 DO 520 J=I,MIF (A(N,J).EQ.0) GOTO 520DO 510 JR=J,M+1
 A(N,JR)=A(N,JR) /A(N,J)510 CONTINUE
 A(N,J)=1.0GOTO 600
 520 CONTINUEC ! Verfficación de la consistencia600 IF (RANK.EQ.K) GOTO 640
 KONSIS=0DO 620 J=R.PNK+1,N
 IF (A(J,M+1) .NE.0) KONSIS=KONSIS+1620 CONTINUE640 PRINT*,' RANGO DE LA MATRIZ =', RANK
 PRINT*,' DETERMINANTE =' DETPRINT*PRINT*, I MATRIZ REDUCIDACALL LISTPRINT*IF (KONSIS . NE. 0 ) THEN
 PRINT*,' CUIDADO: LA MATRIZ NO ES CONSISTENTEENDI F
 ENDC* * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
 SUBROUTINE LIST ! Subrutina para imprirnir la matrizCOMMON A(10,20),M,NwRITE(6, *)DO 10 I=1,NWRITE(6,30) (A(I,J),J=1,M+1)
 10 CONTINUE30 FORMAT(1P8E12.4)
 RETURNEND
 D) Ejemplo de salida
 CSL/F6 -4 N ECUACIONES CON M INCOGNITAS
 EPSILON DE LA MAQUINA = 5. 9604645E- 08N ( NUMERO DE ECIJACIONES ) = 3
 M ( NUMERO DE INCOGNITAS ) = 5
 MATRIZ AUMENTADA (ULTIMA COLUMNA: TERMINOS NO HOMOGENEOS)2.000000 3.000000 1.000000 4.000000 1.000000 6.0000002.000000 3.000000 1.000000 1.000000 -1.000000 1.0000004.000000 6.000000 -1.000000 1.000000 2.000000 5.000000
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 PROBLEMAS
 6.1) Resuelva con una calculadora el siguiente conjunto de ecuaciones, por medio de laeliminaciôn de Gauss, en forma de arreglo, (sin usar pivoteo).
 2x1+ x2-3x3=-1-x1+3x2+2x3= 123x1+ x2-3x3= 0
 0.1x1 - 0.6x2 + x3 = 0-2x1 + 8x2 + 0.3x3 = 1
 x+ 6x2+ 4x3=26.2) Resuelva los siguientes conjuntos de ecuaciones por medio de la eliminaciôn de
 Gauss-Jordan:a)4x+ y- z= 9
 3x + 2y - 6z = -2x-5y+3z= 1
 b) x-y =0-x+2y- z=1
 - y+1.lz=06.3) Repita el problema 6.1) con pivoteo en la forma de arreglo, utilizando una calcu-
 ladora.
 6.4) Resuelva el siguiente conjunto de ecuaciones sin pivoteo y después con pivoteo:
 6.122x + lSOO.5y = 1506.622
 2000x + 3y = 2003
 Redondee los nümeros despuês de la sexta cifra significativa.
 6.5) Resuelva las siguientes ecuaciones mediante la eliminación de Gauss sin pivoteo ydespués con pivoteo. Para simular el efecto del redondeo, trunque cada nümero después de lacuarta cifra significativa.
 1.00lx + l.5y = 0
 2x+ 3y=l6.6) Los siguientes conjuntos de ecuaciones lineales tienen coeficientes comunes pero
 distintos términos del lado izquierdo:
 x+ y+ z= 1
 2x- y+3z= 43x + 2y - 2z = -2x+ y+ z=-2
 2x- y+3z= 5
 3x+2y-2z= 1
 1.000000 1.500000 0. 000000 0. 000000 -0. 055556 0.4444440.000000 0.000000 1. 000000 0. 000000 -1.555556 -1. 5555560.000000 0.000000 0. 000000 1. 000000 0. 666667 1.666667
 RANGO DE LA MATRIZ = 3DETERMINANTE = -18.00000
 MATRIZ REDUCIDA :
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 c) x+ y+ z= 2
 2x y+3z=-13x+2y-2z= 4
 Los coeficientes y los tres conjuntos de términos del lado derecho se pueden combinar en unarreglo
 1 1 1 1 2 22 1 3 4 5 13 2 2 2 1 4
 Si aplicamos el esquema de Gauss-Jordan a este arreglo y reducimos las tres primeras colum-nas a la forma de la matriz identidad, las soluciones para los tres problemas se obtienen enforma automática en las columnas cuarta, qunta y sexta a! terminar la eliminaciôn. Calcule lasolución de esta forma.
 B=0 1 2
 3 1 0
 [7
 c=Ii[4
 412B= 3 2 1
 0126.8) Calcule Bt A' y (AB)t utilizando las definiciones del problema anterior y muestre
 que los resultados son idénticos.
 B = []
 6.10) Calcule D = A + A', E = A - A', F = AB, G = BA, y H = BC donde
 1 2 3
 A= 0 1 4
 3 0 2
 4 1 2
 321
 1 2 3 0 1
 21 A'= 0 1 0 1
 3] 2 1 5 0
 6.7) Calcule C A + B, D A - B, E AB, donde
 [1 2 3
 A=I0 1 4
 [3 0 2
 6.9) Calcule E = AB, donde
 [1 2 3
 A=I0 1 4
 [3 0 2
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 6.12) Calculela inversa de
 [7 1
 A=[4
 6.13) Caleule la inversa de
 6.14) Encuentre la inversa de la siguiente matriz:
 6.15) Encuentre La inversa de La siguiente matriz usando el pivoteo:
 [0 5 1
 I-i 6 3
 L 3 9 5
 6.16) Descomponga las siguientes matrices en matrices L y Umediante una calculadoray verifique despuês La descomposiciôn calculando el producto LU.
 a) [ 2
 I-i[ 0
 b)[ 2
 1-3[ 0
 6.17) Resuelva las siguientes ecuaciones utilizando La descomposicion LU.
 A=
 - 1 1 0 0
 1 2 1 0
 0 1 2 10 0 1 2_
 145B= 2 1 2
 811
 1 0
 2 11 2
 1 0
 ' 11 2
 6.11) Calcule E = B + CD, donde
 321 102 100A= 0 4 3 C= 1 1 0 D= 2 1 0
 006 032 527
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 que se puede descomponer como el producto de
 6.18) Encuentre el determinante de las siguientes matrices:
 221
 4_
 6.21) Evalüe el determinante de la transpuesta de las matrices del problema anterior ymuestre que el determinante de A es igual al determinante de A 1.
 [1 4
 rminante de A 1.
 L=
 U=
 1 0 0 0
 0.25 1 0 0
 0.125 0.328 1 0
 0.125 0.0143 2.545 1
 8 1 3 2
 0 8.75 - 1.75 2.50 0 2.2 - 0.4285
 _0 0 0 4.8052
 6.20) Evalüe el determinante de A donde
 A = BCD
 y
 321 102 100A= 043 C= 1 1 0 D= 2 1 0
 0 0 6_ 0 3 2 527
 b) 2 1 1 xl 4
 3 4 1 x2 5
 1 1 1_ -x3- 6
 6.19) Calcule el determinante de
 8 1 3
 A= 2 9 11 3 2
 _1 0 6
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 6.22) La matriz A es Ia matriz de Hubert de 5 x 5 dada por
 A = [a,] donde -i +1 - 1
 Calcule (a) A1,(b) A1A,(c) (A')1A'6.23) Desarrolle el determinante de Ia siguiente matriz en forma de un polinomio:
 2s 4 6
 A= 1 1-9 5
 2 0 1s6.24) Encuentre la solución general de
 4x+ y z= 9
 3x+2y-6z= 26.25) Encuentre las variables básicas y libres de las siguientes ecuaciones. Encuentre des-
 pués la solución general.
 U
 1 3 3 2V2695 5w
 _-1 3 3 0_ 5y
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7Cálculo de valorespropios de una matriz
 7.1 INTRODUCCION
 Las ecuaciones lineales homogéneas se asocian con frecuencia a sistemas que presen-tan oscilaciones armOnicas sin que haya fuerzas externas. En esta categoria están lavibraciôn de una cuerda, una membrana u otros sistemas estructurales. Al estudiarla naturaleza o estabilidad dinámica de tales sistemas, es necesario resoherecuaciones homogéneas (en particular, determinar los valores caracteristicos de lasecuaciones homogéneas).
 Las ecuaciones lineales homogéneas también son importantes en diversos anã-lisis matemáticos. Por ejemplo, a! resolver un sistema de ecuaciones diferencialesordinarias es necesario determinar un conj unto de ecuaciones lineales homogéneas.Otro ejemplo es el hecho de que los métodos de solución numérica en ecuaciones di-ferenciales parciales están relacionados con los valores caracteristicos de lasecuaciones lineales homogéneas.
 Al principio de Ia sección 6.2 señalamos que un conj unto de ecuaciones linealesque posea al menos un valor distinto de cero en el lado derecho es un conjunto nohomogéneo. Todas las ecuaciones lineales examinadas en el capitulo 6 son no homo-géneas. Por otro lado, cuando el lado derecho de cada ecuaciôn es igual a cero, elconjunto recibe el nombre de conjunto homogéneo. Por ejemplo,
 3x-2y+ z=Ox+ y+2z=O (7.1.1)
 4x y+3z=O
 238
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 La soluciOn de un conjunto homogéneo es muy distinta del caso de lasecuaciones lineales no homogéneas. Para explicar la razón de esto, supongamos queexiste una solución de la ecuación (7.1.1) y que se puede escribir como x = a, y =z = c. Entonces, x = ka, y = kb, z = kc, donde k es una constante arbitraria, tam-bién satisface la ecuaciOn (7.1.1). Esto significa que podemos fijar una incognita enun valor arbitrario, digamos x = /3, y resolver el sistema en términos del resto de lasincógnitas.
 Sin embargo, si fijamos x en cierto valor arbitrario /3, la ecuación (7.1.1) setransforma en
 2y+ z=-3f3+y + 2z = - /3 (7.1.2)
 + 3z = 4/3
 Aqui tenemos tres ecuaciones con dos incógnitas. Si en una combinación diferentede dos ecuaciones se obtiene una soluciOn diferente, no existe la soluciOn del sistemaen su totalidad. El conjunto de ecuaciones tiene una soluciôn solo si una de las tresecuaciones es idéntica a otra, o bien es una combinaciOn lineal de las demás (es decir,cuando se puede eliminar una ecuación sumando o restando mültiplos de las otrasecuaciones).
 Si al menos una de las ecuaciones en la ecuación (7.1.2) es linealmene depen-diente, el determinante de la matriz de coeficientes de la ecuación (7.1.1) se anula.Por lo tanto, La condiciôn necesaria para que exista la solución de un conjuntohomogéneo de ecuaciones lineales es que su determinante sea igual a Cero. (Lasituación es la opuesta a! caso del conjunto no homogéneo de ecuaciones, puesto queun conj unto no homogéneo de ecuaciones lineales tiene una soluciOn ünica sOlo si eldeterminante es distinto de cero.)
 Para la ecuaciOn (7.1.1), su determinante resulta ser igual a cero:
 3 2 1det (A) = det 1 1 2 = 0 (7.1.3)
 4 1 3y la solución se puede escribir como
 x= /3
 y= 2/3z= /3
 o, en forma equivalente,
 x
 y 2 (7.1.4)z 1
 donde /3 es una constante arbitraria.
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 Una forma estándar de un conjunto de ecuaciones homogéneas (por ejemplo,con tres incógnitas) es la siguiente:
 (a11 - %)x1 + a12x2 + a13x3 = 0
 a21x1 + (a22 - 2)x2 + a23x3 = 0 (7.1.5a)
 a31x1 + a32x2 + (a33 - 2)x3 = 0
 donde 2 es un valor caracterIstico, o valor propio. La ecuación (7. 1.5a) se puedeescribir en la forma equivalente
 Ax=2x (7.1.Sb)
 donde
 [a11 a12
 A=Ia2i a22
 [a31 a32
 a131 [xia23 x = x2
 a33] [x3
 La ecuación (7.1.5a) o (7.1.5b) tiene una soluciôn no trivial solo en el caso enque el valor caracterIstico cumpla que
 La funciOn 1(2) es una funciOn caracteristica y es un polinomio con respectode 2. El orden de este polinomio es igual al orden de la matriz. Los valores propiosson las raices de la ecuaciOn caracterIstica. La ecuaciOn (7.1 .5b) recibe el nombre deproblema de valores propios de una matriz.
 Una vez que se obtienen las soluciones de la ecuaciOn caracteristica, se puedecalcular la soluciOn de la ecuaciOn homogénea para cada valor propio. Dicha solu-ciOn recibe el nombre de vector propio.
 Otra forma de los problemas de valores propios está dada por
 Ax=2Bx (7.1.7)
 donde A y B son matrices. La ecuaciOn caracterIstica para la ecuaciOn (7.1.7) seescribe como
 f(2) det (A - 2B) = 0
 [aii-2 a12 a13 1det a21 a22 - 2 a23 = 0 (7.1.6a)
 [a31 a32 a33 - 2]
 o, de forma más compacta,
 f(2) det (A - 21) = 0 (7.1.6b)
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 Ejemplo 7.1
 Consideremos un sistema vertical formado por masas y resortes. Las nota-ciones de Ia figura son:
 k0, 1' k1, 2' k2, y k3, : constantes de los resortes
 m,, I = 1, 2, 3: masas
 yj: desplazamiento de Ia masa I desde Ia posiciôn estâtica
 Al suponer que no hay fricción, las ecuaciones diferenciales para los desplaza-mientos de las masas son
 m1 y1(t) = - (k01 + k12)y1 + k12y2
 m2 y2(t) = k12y1 - (k12 + k)y2 + ky3 (A)
 m3 y3(t) = ky2 - (k23 + k)y3
 Obtenga el problema de valores propios asociado con una oscilaciôn armônica(véase Ia figura E7. 1). Suponga que todas las masas son idénticas y que m 1 =m2 = m3 = m.
 yl
 '/' '' // '14 Figura E7.1 Sistema vertical de masas y resortes
 (Soluciôn)
 Para una oscilaciôn armônica, Ia soluciôn se puede escribir como
 y1=exp(jcot)f1, i=1,2,3 (B)
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 donde w es una velocidad angular no determinada, f1 son las incôgnitas y I =J-i. Al sustituir Ia ecuaciôn (B) en Ia ecuaciôn (A) obtenemos
 w2f1 = (1/m)(k01 + k12)f1 + (1/m)k12f2
 co2f2 = (1/m)k12f1 - (1/m)(k12 + k23)f2 + (1/m)k23f3 (C)
 co2f3 = (1/m)k23f2 - (1/m)(k23 + k)f3
 donde las ecuaciones se dividen entre m. En notaciôn matricial, Ia ecuaciOn (C)se escribe como
 y
 fl
 a A: det (A - )J)B: det (A - AB)
 Método de Valores propios R
 potencias/método de potenciasinversas/ método depotencias inversascon desplazamiento
 -f3--
 Al calcular los valores propios de una matriz debemos tomar en cuënta lo si-guiente:a) Todos los valores propios de una matriz simétrica son reales.
 (Si todos los valores propios de una matriz simétrica son positivos, se dice que lamatriz es positiva definida.)
 Tabla 7.1 Métodos numéricos para el cálculo de valorespropios
 A Se calcula sOlo un valorpropio a Ia vez
 Matriz de Valores propioS R A Solo para matricesHouseholder/ simétricastridiagonal
 Iteración de Valores propios R, C A Matrices no simétricasHouseholder/QR
 Af Af= 0 (D)
 donde
 A= (E)
 A=(k01 + k12)/m,
 k12/m,0
 k12/m,(k12 + k23)/m,
 k23/m,
 0
 k23/m(k23 + k)/m
 (F)
 Método Resultado Real/complejo Forma" Comentarios
 Método de Polinomio R,C A,B Interpolación de Newtoninterpolación hacia adelante (solo para
 matrices pequenas)
 f= (G)
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 b) Una matriz no simétrica con entradas reales puede tener valores propios comple-jos, los cuales aparecen como parejas de complejos conjugados.
 En el resto de este capitulo, nos centraremos en los métodos numéricos básicospara el cálculo de valores propios. Los métodos de solución que se analizan en estecapItulo se resumen en la tabla 7.1. La bibliografia general para el cálculo de valorespropios aparece al final de este capItulo.
 7.2 METODO DE INTERPOLACION
 Comenzaremos con el método de interpolaciôn [Faddeeva], que es un algoritmo pri-mitivo, pero fãcil de comprender. En este enfoque, la funciOn caracteristica se reducea una serie de potencias con respecto de A. Luego, se determinan las ralces de La se-n de potencias mediante el método de Bairstow (descrito en el capitulo 3).
 El procedimiento de reducción consta, en este caso, de dos etapas:
 Transformar La funciôn caracteristica en un polinomio de Newton hacia adelante.Convertir el polinomio de Newton hacia adelante en una serie de potencias.
 Para una matriz de orden N, La función caracteristica es un polinomio deorden N. Como tal, si se construye una tabla de valores de f(A) mediante N + 1valores de 2 con separación uniforme, entonces f(A) se puede expresar medianteel poLinomio de interpolaciOn de Newton hacia adelante de orden N (véase el capi-tub 2):
 N
 f(A) = g(s) = (s)Anfn=o
 con
 f=f(A), i=O,1,2,...,Ns = (A - A0)/AA
 donde A son valores de A con separaciôn uniforme, A = + ). . Los vaboresde f = f().,), I = 0, 1, 2,..., N se evabüan mediante el cálcubo directode determinante de (A-211) (véase La sección 6.8). Aunque el incremento LU es ar-bitrario, los vabores demasiado pequeflos o demasiado grandes pueden provocarerrores de redondeo ab calcubar La tabla de diferencias. Puesto que A, también es ar-bitrario, lo igualamos a cero, con bo que S 5C transforma en
 s = A/A).
 (7.2.1)
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 El coeficiente binomial(s)
 se puede expresar como
 (s"\ s(s - 1)(s - 2) (s - n)n!
 =n 1 (7.2.2)
 donde los c,,,,se Ilaman coeficientes de Markov. En la tabla 7.2 aparecen algunos desus valores. Sustituimos la ecuaciôn (7.2.2) en la ecuación (7.2.1) y reagrupamos tér-minos para obtener
 N n
 g(1) = Jo +n=1 i=1
 = f0 + (c,
 =10 + b1s (7.2.3)
 donde
 b1=
 (7.2.4)
 Asi, si usamos s = 2/2, la ecuación (7.2.3) se puede reescribir en términos de ,
 g(.2.) =fo+
 b() (7.2.5)
 Esta es la forma de la ecuación caracterIstica como serie de potencias que se desea.El PROGRAMA 7-1 transforma la ecuación caracterIstica en una serie de potencias.
 Tabla 7.2 Coeficientes de Markov, c,,,1
 n=1n=2n = 3n = 4n = 5n=6
 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=61
 0.50.33333
 0.250.2
 0.166666
 0.50.5
 0.458330.41667
 0.38056
 0.166660.25
 0.291670.31250
 0.041670.08333
 0.118060.00833
 0.02083 0.00139
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Ejemplo 7.2
 Determnar Ia serie de potencias de Ia siguiente ecuaciôn caracteristicamediante un polinomlo de interpolaciôn de Newton:
 3-2 4 2f(2)=det 3 1
 2 0 5-2Calcule después los valores caracteristicos mediante el método de Bairstow.
 (Solución)
 Se calculan los valores de f( A) para cuatro valores distintos de A, a saber,0, 0.5, 1 .0, 1 .5, evaluando directamente el determinante:
 A = 0 : determinante = 71A = 0.5: determinante = 68.875A = 1.0: determinante = 64A = 1.5: determinante = 57.125
 La tabla de diferencias hacia adelante es
 Utilizamos las diferencias en todo el primer renglOn; Ia formula de interpolaciOnde Newton hacia adetante se escribe como
 2.75 0.75g(A) = 71 + 2.125s +
 2s(s - 1) - 6 s(s - 1)(s - 2)
 donde s = 2/0.5. Usamos los coeficientes de Markov para transformar estaecuaciOn en
 g(A) = 71 + [(1)(2.125) + (-0.5)(2.75) + (0.333333)(-0.75)]s
 +'[(0.5)(2.75) + (-0.5)(-0.75)]s2
 + [(0.1 66666)( - 0.75) Js3
 Sustituimos s = A /0.5 y reagrupamos los términos para obtener
 g(A)= 71 +A+722_23Se calculan, mediante el PROGRAMA 3-7, las raices de Ia ecuaciOn anterior, lascuales son
 4.875 ± 1.4311, 2.750
 I A, Lf1
 0
 1
 2
 3
 0
 0.51.01.5
 7168.8756457.125
 2.1254.8756.875
 2.752.0
 0.75
 Cap. 7 Cálculo de valores propios de una matriz 245
 Este método también se puede aplicar a Ia ecuaciôn caracterIstica en la formadet (A.L8) = 0.
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 RESUMEN DE ESTA SECCION
 La funciôn caracterIstica se transforma en una formula de interpolaciOn de New-ton, la cual a su vez se reescribe como una serie de potencias mediante los coefi-cientes de Markov.Las raices de la serie de potencias se calculan mediante el método de Bairstow.
 7.3 METODO DE HOUSEHOLDER PARA UNA MATRIZ SIMETRICA
 Dada una matriz simétrica, ésta se puede transformar en una matriz tridiagonal me-diante el método de Householder, el cual consiste en una serie de transformacionesde similaridad. Los valores propios de una matriz tridiagonal se pueden calcular si-guiendo el método de bisecciOn.
 En el resto de esta sección, analizaremos las dos etapas del método deHouseholder/bisecciOn (la transformaciôn de Householder y el método de bisecciOn)para determinar los valores propios de una matriz tridiagonal simétrica.
 7.3.1 Transformaciôn de una matriz simétrica en una matriz tridiagonal
 La matriz original A se denota ahora como A':
 A' = A =
 xxx x
 xxxxxxxxx
 El primer paso para reducir A (1) a una matriz tridiagonal es transformarla a la si-
 guiente forma, que se denota como A (2):
 (7.3.1)
 La transformaciOn se lleva a cabo multiplicando por la izquierda y por la derecha a Apor una matriz de transformaciOn P:
 A2 = PA'P (7.3.3)
 A2 =
 _x x 0
 xxxOx xOx x
 _O x x
 O
 x
 x
 x
 x_
 (7.3.2)
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 En la ecuación anterior, P se define mediante
 uuT
 h(7.3.4)
 con
 u = col (0, a2,1 +G, a31, a41, . . . , (7.3.5)
 donde a,,1 son los elementos de A' y
 11/2G = ( (a1,
 )2 signo (a2, ) (7.3.6)Li=2 J
 h = G2 + Ga2, 1 (7.3.7)
 Donde signo(a) = + 1 Si a 0,0 bien signo (a) = 1 Si a < 0. La matriz detransformación P tiene las siguientes propiedades:
 P P-1pT = p (7.3.8)
 PP = I
 La matriz A de orden N se reduce a una matriz tridiagonal repitiendo las trans-formaciones de eSte tipo N - 2 veces. La matriz A (m) tiene una submatriz principalde orden m en Ia forma tridiagonal en la esquina superior izquierda. En general, latransformación de A (m) en A (m + 1' se escribe como
 A(m+l) = pA(m)p (7.3.9)
 donde
 P = I -uuT
 (7.3.10)
 u = col (0, 0, 0,. . . , 0, am + i,m+G, am+2,m, . . , aJ\T,,j (7.3.11)
 donde a,1 son elementos de A (tn) y
 r N 11/2
 G=I (aj,m)2 signo(a1) (7.3.12)L1m+1 ]
 h = G2 + Gam+i,m (7.3.13)
 La matriz de transformaciOn P de cada paso satisface la ecuación (7.3.8).
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 7.3.2 Valores propios de una matriz tridiagonal
 La matriz tridiagonal denotada como M es simétrica y se escribe como
 M=
 Definimos una sucesión de polinomios como
 Po(')='P1L) = a1 -
 P2(') = [a2 - - [b1]2
 b2
 a3, b3
 bN_l, a\T
 = [a1 - - [b1_1]2p1_2())
 Conviene observar que p1 en la ecuaciôn (7.3.15) esel determinante de la submatrizprincipal de M, que incluye desde el primer elemento sobre la diagonal hasta eli-ésimo elemento sobre la misma. Para el caso de una matriz tridiagonal de orden N,la ecuación caracteristica que se debe resolver es = 0.
 La sucesiôn de polinomios definida en la ecuación (7.3.15) tiene una propiedadimportante: una raIz de Pk( 2) siempre separa a una pareja de raices consecutivasde Pk + i(2). En otras palabras, cada raiz de Pk + (1) está entre dos raices conse-cutivas dep(2), excepto las raices maxima y minima del primer polinomio. La figu-ra 7.1 ilustra la relación entre las rajces de polinomios consecutivos. Debido a estapropiedad, se pueden calcular las raices de Pk + 1(X) mediante el método de bisec-ción.
 El PROGRAMA 7-2 transforma una matriz simétrica en una matriz tridiagonal ycalcula después todos los valores propios mediante el método de bisección.
 Figura 7.1 Relación entre las raIces de Pk(L) = 0
 (Valores propios de IaRaices de P3(A)=O tercera submatriz
 principal.)I
 iI
 (Valores propios de IaRaices de P4(X)=0 Xo X1 X2 X3 cuarta submatriz
 principal.)
 (7.3.14)
 (7.3.15)
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Ejemplo 7.3
 Calcule los valores propios de Ia siguiente matriz mediante el método deHouseholder/bisecciOn:
 314A1=A= 1 7 2
 4 2 0
 (Soluciôn)
 Puesto que N = 3, solo se requiere una transformaciOn. Los elementos deu dados en Ia ecuaciOn (7.3.11) son los siguientes:
 u1 = 0
 G = J12 + 42signo(1) = 4.1231
 a2,1 = 1
 h = (4.1231)2 + (4.1231)(1) = 21.1231
 u2 = a21 + = 1 + 4.1231 = 5.1231
 u3 = a31 = 4
 La ecuaciOn (7.3.11) queda entonces como
 u = col [0, 5.123106, 4]
 Sustituimos u y h en Ia ecuaciOn (7.3.14) para obtener Ia matriz transformada:
 / UUT\ / uuA2
 = - h ) A1 -- 3.0000 4.1231 0.0 -
 = 4.1231 1.3529 3.4118
 0.0 3.4118 5.6471
 El valor propio de Ia prmera submatriz principal es 3.000, como se puede ver in-mediatamente. La segunda submatriz principal es
 r 3.0000 4.1231L-4.1231 1.3529
 Sus valores propios calculados mediante el método de bisecciOn son2.0280 y 6.38 1 0. (Note que los dos valores propios están separados por elvalor propio de Ia primera submatriz principal, 3.000.) Los valores propios de Iamatriz tridiagonal completa son 2.8941, 4.3861 y 8.508.
 .RESUMEN DE EsTA SECCION
 El método de Householder es una serie de transformaciones de similaridad quecambian una matriz simétrica a una forma tridiagonal simétrica.Los valores propios de Ia matriz tridiagonal se obtienen mediante el método debisección.
 Cap. 7 Cálculo de valores propios de una matriz 249
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 7.4 METODOS DE POTENCIAS
 Existen dos razones por las que los métodos de potencias son importantes. La prime-ra es que êstos son un medio sencillo para el cálculo de los valores propios. La segun-da es que están relacionados estrechamente con La iteración QR que se analiza en lasección siguiente.
 Los métodos de potencias tienen tres versiones. La primera es el método de p0-tencia regular, que se basa en la potencia de La matriz y determina el mãximo valorpropio mediante iteraciones. La segunda es el método de potencias inversas, que sebasa en La potencia inversa de la matriz y encuentra el mInimo valor propio. La ter-cera es el método de potencias inversas con desplazamiento. En el resto de esta sec-ción, ilamaremos al primero simplemente método de potencias y al segundo comométodo de potencias inversas.
 METODO DE POTENCIAS. Consideremos una matriz A de N x N. Los valores y vecto-res propios satisfacen la ecuación
 Au1 = 2,u1 (7.4.1)
 donde 2, Cs el i-ésimo valor propio y u1 es el i-ésimo vector propio. Si A es unamatriz simétrica, entonces todos los valores propios son reales. Si A no es simétrica,algunos valores propios pueden ser complejos. Supondremos que el máximo valorpropio es real y aislado (es decir, no es un valor propio doble) y que los valores pro-pios estãn numerados en orden creciente,
 I2i lN-1I <12N1 (7.4.2)
 El método de potencias comienza con una estimaciôn inicial del vector propio,que puede ser cualquier vector no nub. La primera aproximación iterativa es
 = Au°
 y las iteraciones subsecuentes son
 1u' 1) = Au(k)2(k)
 con
 2(k)
 (u1
 ' k-1)
 (u(k), u(k))
 U(1_1))
 donde (a, b) denota el producto escalar de dos vectores a y b, y k es el nümero de laiteraciôn. Al continuar el proceso de iteraciôn, 2(") converge al máximo valor pro-pio y u(k) converge al vector propio correspondiente.
 (7.4.3)
 (7.4.4)
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Ejemplo 7.4
 Determine el máximo valor propio y el vector propio correspondiente a asiguiente matriz, utilizando el método de potencias:
 314172420
 (Solución)
 Damos una estimación inicial de
 u°)=coI(1 1 1)
 En a tabla 7.3 se muestra Ia soluciOn iterativa después de cada ciclo de itera-ciôn.
 Tabla 7.3 SoluciOn iterativa
 El valor propio converge después de 1 5 pasos de iteraciOn, aproximada-mente. La convergencia del vector propio es más lenta que Ia del valor propio.
 Ahora analizaremos la razón por la que el método de potencias converge. Elvector inicial se puede desarrollar en términos de los vectores propios de A,
 = i1 au (7.4.5)
 donde a son los coeficientes del desarrollo y ues el i-ésimo vector propio de A. Sus-tituimos la ecuación (7.4.5) en la ecuación (7.4.3) para obtener
 2+ U2 + . UN)] (7.4.6)() )k [() )k )k
 .,(k-1)AN AN
 k (k) Tres elementos de u(k)
 1 8.333333 0.9600000 1.200000 0.7200000
 2 8.453462 0.8233314 1.277583 0.7381592
 3 8.492605 0.7889469 1.323826 0.6886570
 4 8.503810 0.7579303 1.344461 0.6824518
 5 8.506876 0.7462269 1.355852 0.6724730
 10 8.507998 0.7319254 1.366952 0.6655880
 15 8.508000 0.7314215 1.367357 0.6653084
 18 8.508000 0.7314049 1.367370 0.6652992
 19 8.508000 0.7314036 1.367371 0.6652986
 20 8.508000 0.7314029 1.367372 0.6652982
 Cap. 7 Cálculo de valores propios de una matriz 251

Page 272
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 Al crecer k, todos los términos de los paréntesis cuadrados de la ecuaciôn (7.4.6) seanulan, excepto UN. Si u'' converge a UN, es fácil ver que la ecuación (7.4.4) conver-ge a,%N.
 Antes de terminar con la explicación del método de potencias, debemos señalarque la ecuación (7.4.3) se puede escribir como
 1u"1 = kfj )°1=1
 Por lo tanto, la esencia del método de potencias es multiplicar la estimación inicialpor una potencia de A. El factor 1/2' normaliza los vectores de la iteración. Si nose normalizaran, la magnitud de los vectores podrIa aumentar o disminuir en formano acotada y causar desbordamientos.
 METODO DE POTENCIAS INVERSAS. Este método es idéntico a! anterior, excepto por elhecho de que utiliza la inversa A 1 en vez de A. Puesto que los valores propios deA 1 son los reciprocos de A, el método de potencias aplicado a A 1 calcularã elminimo valor propio de A. Por supuesto, debemos suponer que este mInimo valorpropio es real y aislado:
 kN-1 (7.4.8)
 En caso contrario, el método no funciona.El primer paso de iteraciOn es
 Au1 = (7.4.9)
 o, en forma equivalente,
 U' = A'u° (7.4.10)
 donde u° es un vector no nub, dado como estimación inicial. Los siguientes pasosde iteración son
 Au(k+ 1) = (7.4.11)
 con
 (7.4.7)
 (u(k), (k- 1u" 1))
 =(u, U) (7.4.12)
 Las ecuaciones (7.4.10) y (7.4.11) se pueden evaluar en forma directa, utilizandoA - 1 cuando la matriz es pequena. Sin embargo, si la matriz A es grande y poco den-sa (o esparcida), se utiliza la e!iminación de Gauss o la descomposiciôn LUen cadaciclo de iteración, en vez de guardar A '.
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 Es fácil explicar por qué converge el método de potencias inversas. Puesto queel vector inicial se puede desarrollar como en la sección (7.4.5), al sustituir ésta en laecuación (7.4.11) obtenemos
 ,(1). ..)(k-1)r 7L1\ku (flk [ui + u2 + +
 ()kUN]
 Puesto que , i es el minimo valor propio, todos los términos de los paréntesiscuadrados de la ecuación anterior tienden a cero al crecer k, excepto por u1.
 M ETODO DE POTENCIAS INVERSAS CON DESPLAZAMIENTO. Este método también se conoce comoel método de Wielandt [Wachspress] y puede determinar cualquier vector y valor pro-pio siempre que éste sea real y aislado. La esencia del método es calcular el valorpropio de una matriz desplazada dada por
 A' = A - xI
 El valor propio de A' está desplazado de los valores propios de A por , es decir,
 = -Por lo tanto, si se aplica el método de potencias inversas de A', el vector de iteraciónconverge al valor propio , que es más cercano a cero. Asi, se calcula el valor pro-pio de A que se desee haciendo igual a una estimación inicial de dicho valor. Estemétodo se aplica en las secciones 10.7 y 10.8.
 7.5 ITERACION QR
 Es una secuencia iterativa de transformaciones de similaridad. Cada paso de la itera-ción consiste en la descomposiciôn de la matriz en la forma QR y en la transformaciônde similaridad. Si denotamos a la matriz inicial por A0 = A, donde A es la matrizoriginal de la cual deseamos calcular los valors. La matriz A0 se descompone en
 A0 = Q0R0 (7.5.1)
 donde Qo es una matriz ortonormal y R0 es una matriz triangular superior. La trans-formación de similaridad se escribe como
 A TlA fl111 - ¶z0 0,Z0
 o, en forma equivalente,
 A1 = R0Q0 (7.5.2)
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 que se llama una forma superior de Hessenberg. El algoritmo de la transformaciónde Householder analizado en la sección anterior funciona sin modificaciones.
 La iteración QR transforma cualquier matriz real con forma de Hessenberg auna matriz triangular superior por bloques, como
 Dx x x xxx0 Dxxx xxOODDxxxOODDxxx (7.5.6)000 ODDx000 ODDx000000D
 x xxxxxx xOx xxOOxx000x0000 xx
 x
 x
 x
 x
 x(7.5.5)
 Los siguientes pasos son esencialmente idénticos y se escriben como
 Ak = QkRk (7.5.3)
 Ak+1 = RkQk
 Para mejorar la eficiencia de los cálculos, se hacen dos modificaciones a lasecuaciones de (7.5.3). La primera es que el proceso de iteración se cambia a
 Ak - = QkRk(7.5.4)
 Ak+l = RkQk + k'
 Este cambio recibe el nombre de desplazamiento, debido a que a! restar k' a Ak Sedesplazan los valores propios del lado derecho una longitud igual a k; lo mismoocurre con los valores propios de RkQk. Si sumamos CXkI a la segunda ecuación,desplazamos de nuevo los valores propios de A k + i hacia los valores originales. Sinembargo, los desplazamientos aceleran la convergencia de los valores propios cerca-nos a;. La segunda modificaciôn se refiere al hecho de que, en vez de aplicar ladescomposición a la matriz original, primero se transforma ésta a la forma de Hes-senberg. Cuando A0 está en la forma de Hessenberg, las demás A k también tienen lamisma forma. Esta descomposición se puede ilevar a cabo mediante el algoritmode Gram-Schmit, pero se utiliza un proceso más eficiente. Véase [Morris] para Iaexplicaciôn acerca de la convergencia de la iteraciOn QR. Para la programaciOn, serecomienda también [Martin, Peters y Wilkinson y Shoup].
 Si se aplica el método de Householder a! caso de una matriz no simétrica, éstase reduce a la forma
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 donde D y x representan elementos no nulos: se puede pensar en D como pertene-ciente a un bloque diagonal de 1 x 1 o de 2 x 2 (submatrices cuadradas). La matrizcompleta tiene forma de matriz triangular superior por bloques.
 Los valores propios de una matriz triangular superior por bloques son iguales alos de La matriz diagonal por bloques, la cual se obtiene haciendo iguales a cero to-dos los elementos por arriba de los bloques de la diagonal:
 D000000OD000000 ODDO 000 ODDO 00 (7.5.7)000 ODDO000 ODDO0 0 0 0 0 0 D_
 Los valores propios de una matriz diagonal por bloques son iguales a los de los blo-ques diagonales. Los elementos individuales sobre la diagonal (como los indicadospor D en la primera, segunda y ültima posiciones) son valores propios en si mismos.Cada submatriz diagonal de 2 x 2 tiene una pareja de valores propios reaLes ocomplejos conjugados. Los valores propios de los bloques de 2 x 2 se calculancomo las raices de un polinomio cuadrático.
 El PROGRAMA 7-3 contiene la transformaciôn de Householder y la iteraciôn QR,por lo que encuentra al mismo tiempo todos los valores propios de una matriz no si-métrica.
 Ejemplo 7.5
 Determine los valores propios de Ia siguiente matriz mediante Ia iteraciônde Householder/QR:
 (Soluciôn)
 La transformaciôn de Householder reduce Ia matriz anterior a
 5.3 2.3 4.6 2.7 1.6 2.2
 2.4 7.8 5.7 8.4 3.4 4.2
 3.4 5.6 2.4 1.7 7.4 3.9
 8.3 7.5 9.2 6.1 5.2 7.9
 4.3 5.9 7.2 2.6 4.9 0.8
 0.9 2.7 4.9 4.8 6.7 4.8
 5.3000E + 00 -5.1043E +00 2.4620E +00 2.5047E +00 - 1.4576E +00 -Y.9177E -01-1 .0272E + 01 1 .9500E + 01 -1 .2706E + 01 -3.5993E + 00 3.9338E + 00 4.9378E + 00
 0.0 -1.1336E-01 4.3307E+01 -4.1250E+02 -1.1056E+O0 -8.6185E-010.0 0.0 1.9893E+00 -3.8121E+00 -5.4740E+01 3.2432E+010.0 0.0 0.0 2.4664E+00 3.0625E+00 3.9123E+000.0 0.0 0.0 0.0 -3.0033E+OO 2.9188E+00
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 La transformaciOn QR transforma ahora esta matriz en
 En Ia matriz anterior se tienen dos bloques diagonales de 2 X 2:
 [-2.7794 -0.43061 [3.3789 -3.7079
 [ 2.1144 -3.3709] '[3.3854 2.56
 Los valores propios de estas submatrces son -3.0751 ± 0.9142] y 2.9694± 3.51 93] = donde] J- 1. Los demas elementos sobre Ia diagonal son valorespropios. Por lo tanto, los valores propios de Ia matriz dada son
 28.3953, - 3.0751 ± 0.9142j, 3.1 160, 2.9694 ± 3.5193]
 Una aplicación importante de la iteración QR es el cálculo de raices de un poli-nomio en forma de serie de potencias.
 La siguiente forma de una matriz se llama matriz de Frobenius:
 PN-1 PN-2 PN-31 0 0
 0 1 0P=
 _0 1 0_Su funciôn caracteristica se escribe como
 28.3953 -1.0980 -4.5150 4.5051 -4.6998 2.4398
 0.0 -2.7794 -0.4306 1.9669 2.4996 0.0536
 0.0 2.1144 -3.3709 -4.5749 -0.3379 0.9949
 0.0 0.0 0.0 3.1160 0.7233 0.1572
 0.0 0.0 0.0 0.0 3.3789 -3.70790.0 0.0 0.0 0.0 3.3854 2.5600
 PN-1 -2 PN-2 PN-3 Po
 1 -A 0
 f(2) = det 0 1 -2 (7.5.9)
 0 1 -2El desarrollo de la ecuación (7.5.9) en serie de potencias da como resultado
 f(2) = P -+ +PO] (7.5.10)
 Por otro lado, cualquier ecuación polinomial
 aNx++a2x+alx+aO=O (7.5.11)
 - Po
 (7.5.8)
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 RESUMEN DE ESTA SECCION
 La iteración QR transforma una matriz con forma de Hessenberg en laformatriangular superior por bloques, la cual consta a lo más de bloques de 2 x 2.Se encuentra una pareja de valores propios, reales o complejos conjugados, paracada bloque de 2 x 2 en Ia posición diagonal. Los elementos en la diagonal queno forman parte de un bloque de 2 x 2 son valores propios reales.Una aplicación de la iteración QR es el câlculo de raices de un polinomio. Esto esposible debido a que un polinomio se puede transformar en una matriz de Frobe-nius, la cual tiene la forma de Hessenberg, por lo que la iteraciôn QR se puedeaplicar de manera directa. Los valores propios de La matriz de Frobenius son lasraIces del polinomio.
 Ejemplo 7.6
 Calcule las raices de Ia siguiente ecuaciOn polinomial mediante a iteraciônQR:
 f(x)=x-0.2x4+7x3+x2-3.5x+2=O
 (Soluciôn)
 Pensemos en 1(x) como a funcjOn caracteristica para una matriz de Frobe-
 Utilizamos el PROGRAMA 7-3 para determinar lbs valores propios. Los resultadosSon
 0.9085, 0.1403 ± 2.73141, 0.4139 ± 0.35061El lector puede verificar estos resultados mediante el método de Bairstow,PROGRAMA 3-7.
 nius:
 M=
 0.2
 1
 0
 0
 _0
 70
 1
 0
 0
 1 3.5000 0
 100 1
 20
 0
 0
 0
 se puede expresar en la forma de La ecuaciOn (7.5.8) con Las definiciones
 Po = ao/aN
 Pi = al/aN
 P2 a2/aN (7.5.12)
 PN-1 = aN_haN
 La matriz de FrobeniuS tiene la forma de Hessenberg. Por lo tanto, se puedencalcular sus valores propios mediante la iteración QR. La matriz de Frobenius sepuede utilizar directamente como entrada para un programa, como el PROGRAMA 7-3.
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 PROGRAMAS
 PROGRAMA 7-1 Método de interpolación
 Explicaciones
 Este programa transforma la función caracterIstica de una matriz en una serie de p0-
 tencias mediante el método de interpolación.Antes de correr el programa, hay que definir en los enunciados DATA el orden
 de la matriz, N, asi como los elementos de la matriz. Cuando se ejecuta el programa,se le da a la computadora en forma interactiva, el tamaño 2 del intervalo. Despuésde esto, se calculan los N + 1 valores del determinante mediante la subrutinaDETMNT y se almacenan en el arreglo FF(JJ). A continuación se calcula la tabla dediferencias y se almacena en DF(I, J). Los coeficientes del polinomio se calculan me-diante los coeficientes de Markov, los que a su vez se calculan internamente cuandose necesitan. La precision de los coeficientes del polinomio puede verse afectada porla entrada para el intervalo de lambda.
 Variables
 A(I, J): elementos de la matrizN: orden de la matriz
 DE: incremento de 2RA(I): valores discretos de 2 para los que se calcula f(2)
 DF(I, J): tabla de diferenciasCC(I): coeficiente de la potencia
 MV(L): coeficiente de Markov
 Listado
 C CSL/F7 -1 . FOR METODO DE INTERPOLACION (FORTRAN)C
 DIMENSION A(20,20),FF(O:20),P.A(O:20),DF(O:20,Q:20), B(20,20)DIMENSION CC(O:20)REAL MV(O:20)PRINT *PRINT *, 'CSL/F7 -1 METODO DR INTERPOLACION (FORTRAN)PRINT *
 C DEFINICION DE LA MATRIZDATA N/4/ ! Defina ci orden de la matrizDATA (B(1,J) ,J=l,4)/4,3,2,1/DATA (B(2,J) ,J=1,4)/3,3,2,1/DATA (B(3,J) ,J=1,4)/2,2,2,1/DATA (B(4,J),J=l,4)/1,1,l,1/PRINT *, 'ORDEN DE LA MATRIZ =' , NPRINT *, 'MATRIZ'
 DO I=1,NPRINT 56, (B(I,J),J=1,N)
 END DO
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 PRINT *PRINT *,'DELTA LAMBDA ?'REAl) * DE Incremento de lambda para Ia tabla de diferenciasDO JJO,N
 p (jj) JJ*DEPRINT *PRINT *, 'LAMBDA= ', RA (JJ)
 DO J=1,NDO I=1,N
 A (I, J) =B (I, J)
 END DOA(J,J)=A(J,J) -RA(JJ)
 END DOCALL DETMNT(N,A,S)FF (JJ) =S
 END DO56 FORMAT(IX, 1P6E12.5)C - - La siguiente parte calcula la tabla de diferencias hacia adelante
 DO I=b,NDF (I, 0) =FF (I) ! Imcialización de la tabla de diferencias
 END DOM=NDO J=1,N
 M=M -1DO I=0,M
 DF(I,J)=DF(I+1,J-1) -DF(I,J-1) TabladediferenciasEND DO
 END DOPRINT *PRINT *, TABLA DE DIFERENCIAS PARA LOS DETERMINANTES'DO I=0,N
 WRITE (*,I(F8.4, 1P6E1I.3)') RA(I), (DF(I,J),J=0,N-I)END DO
 C - - La siguiente rutina es para calcular los coeficientes de las potencias 0I medio de los coeficientes de MarkovPRINT *
 205 PRINT *, 'COEFICIENTES DE MARKOVDO I=0,N
 CC (I)=0MV(I)=0
 END DOMV (1) =1 Se inicializan los coeficientes de MarkovCC (0) =DF (0, 0)
 CC(1)=DF(0, 1)DO K=2,N
 DO L=K,1, -1MV(L)=(MV(L-1) - (K-1)*Mv(L))/KCC (L) =CC (L) +MV (L) *DF (0, K) ! Coeficientes de Markov
 END DOPRINT 223, (MV(L),L=1,K)
 223 FORNAT(1X, 6F12.7)END DOPRINT *PRINT *, '- - - RESULTADO FINAL - - -,PRINT *,' POTENCIA, COEFICIENTES'DO I=0,N
 CC(I)=CC(I) /DE**IWRITE (6,'(2X,I3,5X,F10.4)')I, CC(I)
 END DOPRINT *
 460 PRINT *,
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 500 PRINT *PRINT*PRINT*, 'OPRIMA 1 PARA CONTINUAR, 00 PARA TERMINAR'READ *,KIF(K.EQ.i) GOTO 1PRINT*END
 C* * * * * * * ** * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *SUBROUTINE DETbINT (N, A, BET) Cálculo del determinanteDIMENSION A(20,20)INTEGER PV, PCPCO ! Inicialización del contador de pivoteoDO 1=1 , N-i I Comienza la eliminación hacia atrás
 PV=IDO J=I+i, N
 IF (ABS(A(Pv,I)) .LT. ABS(A(J,I))) Pv=jEND DOIF (PV.NE.I) THEN
 DO JC=1,NTM=A (I, JC)A(I,JC)=A(PV,JC)A(PV,JC)=TM
 END DOPC=PC+ 1
 END IFDO JR=I+i,N
 IF (A(JR,I).NE.0) THENR=A(JR, I) /A(I, I)DO KC=I+i,N
 A(JR,KC)=A(JR,KC) -R*A(I,KC)END DO
 END IFEND DO
 END DO Fin de la eliminación hacia atrásIF (A(N,N).EQ.0) GY1'O 1200DET=1 ! Inicialización del determinante
 DO I=i,NDET=DET*A(I, I)
 END DOIF (PC .NE. INT(PC/2)*2) DET=-DETPRINT *, DETERMINANTE = ',DrPRINT *, 'NUMERO DE PWOTEOS= 'IRETUR1
 1200 PRINT *, 'LA MATRIZ ES SINGULAR'RETUR1END
 D) Ejemplo de salida
 CSL/F7 -1 METODO DE INTERPOLACION (FORTRAN)
 ORDEN DE LA MATRIZ = 4MATRIZ4.00000E+00 3.00000E+00 2.00000E+00 i.00000E+003.00000E+00 3.00000E+00 2.00000E+00 i.00000E+002.00000E00 2.00000E+00 2.00000E+00 i.00000E+00i.00000E+00 1.00000E+00 1.00000E+00 i.00000E+00
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 DELTA LAMBDA ?0.5
 LAMBDA= 0.0000000E+00DETERMINANTE 1.000000NUMERO DE PIVOTEOS = 0
 LAMBDA= 0.5000000DETERMINANTE = 6.2499966E-02NUMERO DE PIVOTEOS =
 LAMBDA= 1.000000DETERMINANTE = -8.9406981E-08NUMERO DE PIVOTEOS = 0
 LAMBDA= 1.500000DETERMINANTE = -4 . 437500NUMERO DE PWOTEOS =
 LA11BDA= 2.000000DETERMINANTE = -17 . 00000NUMERO DE PIVOTEOS =
 TABLA DE DIFERENCIAS PARA DETERMINANTES
 COEFICIENTES DE MARKOV-0.5000000 0.50000000.3333333 -0.5000000 0.1666667
 -0.2500000 0.4583333 -0.2500000 0.0416667
 - - - RESULTADO FINAL - - -
 PROGRAMA 7-2 HouseholderlbisecciOn
 A) Explicaciones
 Este programa calcula los valores propios de una matriz real simétrica transforman-do la matriz en una matriz tridiagonal simétrica y calculando en seguida los valorespropios de ésta mediante el método de bisección.
 El orden y los elementos de la matriz se especifican en los enunciados DATA.La reducción de la matriz propuesta a la forma tridiagonal se lleva a cabo en elprograma principal por el esquema de Householder. Los enunciados en este procesose pueden comparar fácilmente con las ecuaciones en el texto. AquI, la matriz tn-diagonal es un caso especial de la matriz de Hessenberg. Despuês de esto, se calculanlos valores propios de la matriz tridiagonal. El determinante de una matriz tridiago-
 0.00000.50001.0000150002.0000
 1.000E+006.250E-02
 -8.941E-08-4.438E+00-1.700E+01
 -9.375E-01-6.250E-02-4.438E+00-1.256E+01
 8.750E-01-4.375E+00-8.125E+00
 -5.250E+00-3.750E+00
 1.500E+00
 POTENCIA, COEFICIENTES0 1.00001 -7.00002 15.00003 -10.00004 1.0000
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 nal se calcula utilizando la ecuación (7.3.15) en la subrutina BISEC. Los resultadosfinales se imprimen.
 Variables
 N: orden de la matrizA(I, J): elementos de la matriz
 S: sSSR:
 UAU: s = UTAU
 T(I, J): memoria temporal de matricesEI(L, J): J-ésimo valor propio de la L-êsima matriz tridiagonal principal
 XL: cota inferior para las estimaciones del valor propioXH: cota superior para las estimaciones del valor propio
 Listado
 C CSL/F7 -2. FOR HOUSEHOLDER/TRIDIAGONAL'DIMENSION A(0:10,0:10),U(0:lQ),T(0:10,0:1o)DIMENSION G(O:1O) ,EI(O:1O,O:1Q)COON L
 3 PRINT *PRINT *, 'CSL/V7 -2 HOUSEHOLDER/TRIDIAGONAL'PRINT *, SOLO PARA MATRICES SIMETRICAS =PRINT *
 C -
 C - - - ESTE PROGRAMA CALCULA LOS VALORES PROPIOS DE UNA MATRIZ SIMETRICA EN DOSC ETAPAS; ETAPA 1:C REDUCCION DE UNA MATRIZ A UNA FORMA TRIDIAGONAL MEDIANTE ELC ESQUEMA DE HOUSEHOLDERC ETAPA2:C CALCULO DE LOS VALORES PROPIOS DE LA MATRIZ TRIDIAGONAL MEDIAN'TE ELC ESQUEMA DE BISECCION COMBINADO CON LA INTERPOLACION LINEALC20 N4 ! Define el orden de la matriz
 DATA (A(1,J),J=1,4)/4, 3, 2, 1/ MatrizdeNxNDATA (A(2,J),J=1,4)/3, 3, 2, 1/DATA (A(3,J),J=1,4)/2, 2, 2, 1/DATA (A(4,J),J=1,4)/1 ,i, 1, 1/PRINT *' REDUCCION DE UNA MATRIZ A LA FORMA DE HESSENBERGPRINT * 0 TRIDIAGONAL MEDIANTE EL ESQUEMA DE HOUSEHOLDER'PRINT *PRINT *' MATRIZ ORIGINAL (DEBE SER SIMETRICA)PRINT *DO I=1,N
 PRINT 52, (A(I,J) ,J=1,N)52 FORMAT(IX, 1P6E12.5)
 END DODO 1R' 1 , N - 2 Comienza el esquema do Householder.
 s=0DO I=1,N
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 U(I)=0IF (I .GT. IR+1) U(I)=A(I,IR)IF (I .GT. IR) S=S+A(I,IR)*A(I,IR)
 END DOW= 1
 IF (A(IR+1,IR) .LT. 0) W=-1SSR=SQRT (S)PRINT *H=S+ABS (A(IR+1, IR) ) *SSRU(IR+1)=A(IR+1,IR)+SSR*WUAU=0DO I=1,N
 DO J=1,NUAUUAUU(I) *A(I,J) *u(J)IF ((I .LE. IR).AND.(J .LE. IR)) THENT (I J) =A (I J)
 GOTO 710END IFIF ((J.EQ.IR).AND.(I .GE. IR+2)) THEN
 T(I,J)=0GOTO 710
 ENDI FB23=0DO K=1,N
 B23=B23- (U(I) *A(K,J) +A(I,K) *u(J)) *u(K)END DOT(I,J)A(I,J) +B23/H
 710 END DOEND DOUAU=UAU/H/HDO I=1,N
 DO J=1,NA(I,J)=T(I,J)+UAU*U(I)*U(J)IF (ABS(A(I,J)) .LT. .000001) A(I,J)=0
 END DOEND DO
 END DOPRINT *, MATRIZ DE HESSENBERG 0 TRIDIAGONALPRINT *DO I=1,N
 PRINT 52, (A (I, J) , J1, 4) Impnxne la matriz de HessenbergEND DOPRINT *PRINT *, 'PARA CONTINIJAR, OPRIMA 1 Y LA TECLA ENTER'pJJ* DUMMPRINT *
 DO L=1,KMIF (L.EQ.1) THEN
 El (1, 1) =A (1, 1)
 ELSEDO J1,L
 XL=EI (L-1,J-1)XH=EI (L-1,J)KM=JCALL EISEC(G,A,XL,XH,XM)El (L,J)=XM
 END DOEND IFEl (L, 0)=-99
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 El (L,L+1)=99IF (L.NE.N) THEN
 PRINT *PRINT 2130, L,L
 2130 FORNAT(' VALORES PROPIOS DE LA' ,12, ' X' ,I2,1 ' SUBMATRIZ PRINCIPAL
 ELSEPRINT *PRINT *, 'RESULTADOS FINALES (VALORES PROPIOS DE LA MATRIZ COMPLETA)PRINT *,'END IFPRINT 52, (EI(L,I),I=1,L)
 END DOPRINT *,'PRINT *PRINT *STOPEND
 * *** * * ** **** **** **** ******** * *** ** * * *
 SUBROUTINE BISEC(G,A,XL,XH,XM) ! BiseccionDIMENSION A (0: 10, 0 : 10) , G (0 : 10) ! Calcula las raices de un determinanteCOMMON LKA=0CALL DETERM(G,A,XL,YL)CALL Da'iRN(G,A,XH,YH)
 80 KA=KA+1IF (KA . GT. 99) RETURNDX=XH-XLIF (Dx .LT. .0000001) RETURNIF (DX .GT. 1) THEN
 XM= (XL+X}i) /2 ! Esquema de bisecciónCALL DETERM(G,A,XM,YM)GOTO 30
 END IFXB=XM1(14= (xL*YH-xH*yL) / (yH-yT) ! Esquema de mterpolación linealCALL DETERN(G, A, XM, YM)IF (ABS(xB-xM) .LT. .000001) RETURN
 30 IF (YL*YM .LT. 0) THENXH=XMYH=YMGOTO 80
 ENDIFXL=XMYL=YMGO'rO 80END
 * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
 SUBROUTINE DETERM (G, A, X, SL) Calcula el determinante de una matriz tridiagonalDIMENSION A(0:10, 0:10) ,G(0:10)COMMON LG(0)=1IF (L.EQ.1) RETURNG(1)=A(1,1) -xIF (L.EQ.1) RETURNDO K2,L
 END DOSL=G(L)RETURNEND
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 D) Ejemplo de salida
 CSL/F7 -2 HOUSEHOLDER/TRIDIAGONAL(SOLO PARA MATRICES SIMETRICAS)
 REDUCCION DE UNA MATRIZ A LA FORMA DE HESSENBERG0 TRIDIAGONAL MEDIANTE EL ESQUEMA DE HOUSEHOLDER
 MATRIZ ORIGINAL (DEBE SER SIMETRICA)4.00000E+OO 3.00000E+OO 2.00000E+OO 1.00000E+OO3.00000E+OO 3.00000E+OO 2.00000E+OO 1.00000E+OO2.00000E+OO 2.00000E+O0 2.00000E+OO 1.00000E+OO1.00000E+OO i.00000EOO 1.00000EOO 1.00000E+OO
 MATRIZ DE HESSENBERG 0 TRIDIAGONAL4.00000E+OO-3.74166E+OO O.00000E+OO O.00000E+OO
 -3.74166EOO 5.00000E+OO 4.62911E-01 O.00000E+OOO.00000E+OO 4.62911E-01 6.66666E-01-8.90870E02O.00000E+OO O.00000E+OO-8.90269E-02 3.33333E-01
 VALORES PROPIOS DE LA SUBMATRIZ PRINCIPAL DE 1 x 1
 4 . OOOOOEOO
 VALORES PROPIOS DE LA SUBMATRIZ PRINCIPAL DE 2 x 2
 7.25082E-01 8.27492E+OO
 VALORES PROPIOS DE LA SUBMATRIZ PRINCIPAL DE 3 x 3
 3.81085E-01 9.94722E-01 8.29086E+OO
 RESULTADOS FINALES (VALORES PROPIOS DE LA MATRIZ COMPLETA)
 2.83250E-01 4.26021E-01 9.99996E-01 8.29086E+OO
 PROGRAMA 7-3 lteraciôn QR
 Explicaciones
 El PROGRAMA 7-3 transforma una matriz dada (tanto simétrica como no simétrica) ala forma de Hessenberg mediante el método de Householder y luego encuentra todoslos valores propios mediante la iteración QR.
 La matriz se define en los enunciados DATA. El resto del programa se divideen dos partes. La primera es el método de Householder para reducir una matriz pro-puesta a la forma de Hessenberg; es idéntica al PROGRAMA 7-2. La segunda parte es Iaiteración QR. Los valores propios se imprimen como resultados finales.
 Variables
 N: orden de la matrizA(I, J): elementos de la matriz
 S: sSSR:
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 UAU: UTAU
 RL(K): parte real del K-ésimo valor propioIT: contador de las iteraciones
 IM(K): parte imaginaria del K-ésimo valor propio
 C) Listado
 C CSL/F7 -3. FOR ITERACION DE HOUSEHOLDER/ORC
 DIMENSION A(0:10,0:10),U(O:10),T(0:10,O:10)DIMENSION F(0:10),RL(0:10)REAL IM(0:10),MA
 C * Si se desea utilizar la doble precision, escriba C en la columna 1 de las tres lineas anterioresC * y quite la C de la primera columna de las tres lineas siguientesc DOUBLE PRECISION A(0:10,0:1O),U(O:10),T(0:10,0:10)C DOUBLE PRECISION F(0:10),RL(0:10),P,Q,R,S,W,x,y,zC REAL16 IM(0:10),MA
 CHARACTER*7 G (0 10)PRINT *PRINT *, 'CSL/F7 -3 ITERACION DE HOUSEHOLDER/QRPRINT *
 C DeimiciOn de la matriz
 DATA N/6/ Define el orden de la matriz.DATA (A(1,J),J=1,6)/5.3, 2.3, 4.6, 2.7, 1.6, 2.2/DATA (A(2,J),J=1,6)/2.4, 7.8, 5.7, 8.4, 3.4, 4.2/DATA (A(3,J),J=1,6)/3.4, 5.6, 2.4, 1.7, 7.4, 3.9/DATA (A(4,J),J=1,6)/8.3, 7.5, 9.2, 6.1, 5.2, 7.9/DATA (A(5,J),J=1,6)/4.3, 5.9, 7.2, 2.6, 4.9, 0.8/DATA (A(6,J),J=1,6)/0.9, 2.7, 4.9, 4.8, 6.7, 4.8/PRINT *, 'ETAPA 1 - - REDUCCION DE UNA MATRIZ A LA FORMA DE HESSENBERGPRINT *,' 0 TRIDIAGONAL MEDIANTE EL ESQUEMA DE HOUSEHOLDER'PRINT *PRINT *' MATRIZ ORIGINALPRINT *R= 1
 DO I=1,NPRINT 192, (A(I,J),J=1,6)
 END DO192 FORMAT(IX, 1P7E11.4)
 PRINT *DO 220 IR=1,N-2
 S=0DO I=1,NU(I)=0IF (I .GT. IR+1) U(I)=A(I,IR)IF (I .GT. IR) S=S+A(I,IR)*A(I,IR)
 END DOW= 1
 IF (A(IR+1,IR) .LT. 0) w=-iSSR=SQRT (S)H=S+ABS (A(IR+1, IR) ) *SSRU(IR+1)=A(IR+1, IR) +SSR*wUAU=0DO 275 I=1,N
 DO 280 J=1,N
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 UAU=UAU+U(I) *A(I,J) *U(J)IF (I .LE. IR .AND. J .LE. IR) THEN
 T (I , J) =A (I J)
 GOTO 280ENDI F
 IF (J.EQ.IR .AND. I .GE. IR+2) THENT(I,J)=0GOTO 280ENDI F
 B23=0DO K=1,N
 B23=B23- (U(I) *A(K,J) +A(I,K) *u(J) ) *u(K)END DO
 T(I,J)=A(I,J) +B23/H280 CONTINUE275 CONTINUE
 UAU=UAU/H / HDO I=1,N
 DO J=1,NA(I,J)T(I,J)+UAU*U(I)*U(J)IF (ABS(A(I,J)) .LT. .000001) A(I,J)=0
 END DOEND DO
 220 CONTINUEPRINT * MATRIZ DE HESSENBERG 0 TRIDIAGONALPRINT *DO I=1,N
 PRINT 390,(A(I,J),J=1,)END DO
 390 FORNAT(1X, 1P7E1I.4)PR1NT*PRINT*, PARA CONTINUAR OPRIMA CUALQUIER NUMERO Y LA TECLA ENTER.'READ *, DUMMYPRINT *PRINT *PRINT *, ' ETAPA 2 - - ITERACION QR PARA ENCONTRAR LOS VALORES PROPIOS'PRINT *MA=l. 0 Se calcula el epsilon do la máquina.
 441 IF (1+MA.GT.1) THENMA=MA/ 2GOTO 441
 END IFIA= (Mp*2) * *2 Cuadrado del epsilon de la máquina.PRINT *, CRITERIO DE CONVERGENCIA =', MANN=N
 435 IF (NN.EQ.0) GOTO 765IT= 0
 NA=NN- 1445 DO L=NN,2, -1
 IF(ABS(A(L,L-1)).LE.MA*(ABS(A(L1,L1))+ABS(A(L,L)))) GOTO 470END DO
 1
 470 X=A(NN,NN)IF (L.EQ.NN) GOTO 705Y=A(NA, NA)R=A(NN,NA) *A(NA,ND)IF (NA.EQ.L) GOTO 720IF (IT.EQ.30) GOTO 760IF (IT.EQ.10 OR. IT.EQ.20) GOTO 505
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 s=x+YY=X*Y-RGOTO 510
 505 Y=ABS(A(NN,NA)) + ABS(A(NA,NN-2))S=i 5*Y=Y*Y
 510 IT=IT+iPRINT 513, IT,NN
 513 FORNAT('ITR. NO.=',13,' NN=',13)DO M=NN-2,L, -i
 X=A (M, M)
 R=A(M+i, M)Z=A(M+i ,M+i)P=X* (x-S) +y+R*A(M,M+i)Q=R* (X+Z-S)R=R*A(M+2,M+i)W=ABS (P) +AES (Q) +ABS (R)p=p /w
 Q/WR=R/WIF (M.EQ.L) GOTO 560HH=ABS(A(M,M-i) ) * (s(Q) +S(R))IF (HH.LT.MA*ABS(P)*(ABS(A(M-i,M-i))+ABS(X)+ABS(Z))) GOTO 560
 END DO560 DO I=M+2,NN
 A (I, 1-2) =0
 END DODO I=M+3,NN
 A (I, 1-3) =0END DODO 575 K=M,NA
 IF (K.NE.M) THENP=A(K, K-i)Q=A(K+1, K-i)R=A(K+2, K-i)IF (NA.EQ.K) R=0x=ABS (P) +5 (Q) +S (R)IF (X.EQ.0) GOTO 575P=P/xQ=Q/XR=R/XEND IF
 S=SQRT (p*p+Q*Q+R*R)IF (P .LT. 0) S=-SIF (K .NE. M) A(K,Ki)-S*XIF (L .NE. M) A(K,K-i)-A(K,I<-i)P=P+sX=P/SY=Q/SZ=R/SQ=Q/PR=R/PDO J=K,NN
 P=A(K,J) +Q*A(K+i,J)IF (NA NE. K) THEN
 p=p+R*A(K+2 , J)A(K+2,J)A(K+2,J) -P'ZEND IF
 A(K+i,J)A(K+i,J) p*yA(K,J)A(K,J) -p*X
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 END DOJ=NNIF (K+3 .LT. NN) J=K+3DO I=L,J
 P=X*A(I,K) +Y*A(I.K+1)IF (NA.NE.K) THEN
 p=p+Z*A(I, K+2)A(I, K+2)=A(I, K+2) P*REND IF
 A(I, K+1)=A(I, K+1) P*QA(I,K)A(I,K) -P
 END DO575 CONTINUE
 GYTO 445C RAIZ SIMPLE705 P.L(NN)=x
 IM (NN) =0
 NN=NN- 1GOTO 435
 C PAR DE RAICES720 P=(Y-X) /2
 * p + R
 Y=SQRT (ABS (Q))IF (Q .LT. 0) GOTO 755
 C PAR REAL730 IF (P .LT. 0) Y=-Y
 Y=P + Y
 RL (ND-i) =X+YP.L (ND) =X-R/Y
 740 IM(NN-i)=0IM (ND) =0NN=NN- 2GOTO 435
 C PAR COMPLEJO755 RL(NN-1)=X+P
 RL (ND) =X+PIM(NN-1) =YIM(NN)=-YNN=NN- 2GOTO 435
 760 PRINT *, I SE HA EXCEDIDO EL LIMITE DE ITERACIONES765 PRINT *
 PRINT *, 1 VALORES PROPIOSPRINT *,IPRINT *,l NO. PARTE REAL PARTE IMAGINARIA'PRINT *,DO I=i,N
 PRINT 820,I,RL(I),IM(I)END DOPRINT *,'
 820 FORMAT(IX,I5,2X,1P2E16.8,' I')PRINT *PRINT *, I MATRIZ REDUCIDA'DO I=1,NPRINT 1200, (A(I,J) ,J=1,N)END DO
 1200 FORMAT(IX, 1P7E11.4)STOPEND
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 D) Ejemplo de salida
 CSL/F7 -3 ITERACION DE HOUSEHOLDER/QR
 ETAPA 1 - - REDUCCION DE UNA MATRIZ A LA FORMA DE HESSENBERG0 TRIDIAGONAL MEDIANTE EL ESQUEMA DE HOUSEHOLDER
 MATRIZ ORIGINAL5.3000E+OO 2.3000E+OO 4.6000E+OO 2.7000E+OO 1.6000E+OO 2.2000E+OO2.4000E+OO 7.8000E+OO 5.7000E'-OO 8.4000E+OO 3.4000E+OO 4.2000E+OO3.4000E+OO 5.6000E+OO 2.4000E+OO 1.7000E+OO 7.4000E+OO 3.9000E+OO8.3000E+OO 7.5000E+OO 9.2000E+OO 6.1000E+OO 5.2000E+OO 7.9000E+OO4.3000E+OO 5.9000E+OO 7.2000E+OO 2.6000E+OO 4.9000E+OO 8.0000E-019.0000E-01 2.7000E+OO 4.9000E+OO 4.8000E+OO 6.7000E+OO 4.8000E+OO
 MATRIZ DE HESSENBERG 0 TRIDIAGONAL5.3000E+OO-5.1043E+OO 2.4620E+OO 2.5047E+OO-1.4576E+OO-7.9177E-01
 -1.0272E+O1 1.9500E+O1-1.2706E+O1-3.5993E+OO 3.9338E+OO 4.9378E+OOO.0000E+OO-1.1336E+O1 4.3307E+OO-4.1246E-02-1.1056E+OO-8.6185E-010. 0000E+00 O.0000E+0O 1 .9893E+OO-3 . 8121E+00-5.4741E-01 3 .2432E-01O.0000E+00 O.0000E+OO 0.0000E+O0 2.4664E+O0 3.0625E+OO 3.9123E+0OO.0000E+0O 0.0000E+00 0.0000E+00 O.0000E+00-3.0033E+OO 2.9188E+00
 ETAPA 2 - - ITERACION QR PARA ENCONTRAR LOS VALORES PROPIOSCRITERIO DE CONVERGENCIA = 3.5527 137E-15)
 VALORES PROPIOS
 MATRIZ REDUCIDA2.8395E+01-1.9324E+00-4.2270E+00-4.5041E+00 4.6254E-01-5.2750E+00
 -4.9089E-19-2.7794E+00-4.3060E-01-4.2567E+00 S.3568E-01 2.3792E4-005.4210E-20 2.1442E+00-3.3709E+00 2.5847E+0O 9.7257E-01-2.3789E-017.0197E-25-2.1792E-13 1.4095E-18 3.1161E+00 4.0594E-01 6.1544E-010.0000E+00-1 .9961E-12 1 .5384E-13-3 .4276E-16 2 .5655E+00 3 .7212E+000.0000E+00 0.0000E+00 6.8632E-12 1.2490E-16-3.3722E+00 3.3735E+00(Los pequeflos residuos debajo de Ia diagonal deben considerarse como cero.)
 ITR. NO.= 1 NN= 6ITR. NO.= 2 NN= 6ITR. NO.= 3 NN= 6ITR. NO.= 4 NN= 6ITR. NO.= 1 NN 4ITR. NO.= 2 NN= 4ITR. NO.= 3 NN= 4ITR. NO.= 4 NN= 4ITR. NO.= 1 NN= 3
 NO. PARTE REAL PARTE IMAGINARIA
 1 2.83953304E+01 0.00000000E+00 I2 -3.07517910E+00 9.14228916E-01 I3 -3.07517910E+00 -9.14228916E-01 I4 3.11612034E+00 0.00000000E+00 I5 2.96946931E+00 3.51930857E+00 I6 2.96946931E+00 -3.51930857E+00 I

Page 291
                        

Cap. 7 Cálculo de valores propios de una matriz 271
 PROBLEMAS
 7.1) Transforme la siguiente función caracteristica en un polinomio de Newton haciaadelante eva1uandof.) para 2 = 1, 0 y 1:
 r22 21f(A)=detL 1 3A]
 Despuês de esto, reduzca el polinomio de interpolación de Newton a una serie de potenciasutilizando los coeficientes de Markov. Compare sus resultados con Ia serie de potencias que seobtiene desarrollando el determinante de manera directa.
 7.2) Transforme Ia siguiente ecuaciôn caracterIstica en una serie de potencias utilizandoel polinomio de interpolaciôn de Newton:
 f(2)=det(A
 donde
 321A= 2 1 1
 111(Sugerencia: evaltie f(A) para 2 = 0, 1, 2 y 3.)
 7.3) Repita el problema 7.2) para las siguientes matrices:
 7.5) Transforme la ecuación caracterIstica de la matriz dada por
 2 1 0
 a) 1 2 10 1 2
 2 1 0
 b) 1.5 2 0.5_0 1 1_
 5.300000 2.300000 4.600000 2.7000002.400000 7.800000 5.700000 8.3999993.400000 5.600000 2.400000 1.700000
 8.300000 7.500000 9.200000 6.100000
 7.4)polación:
 Calcule los
 527
 valores propios de las siguientes matrices mediante el método de inter-
 a) 3 1 5
 2621 1 1
 1222b)
 1 2 3 3
 1234
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 en una serie de potencias mediante el método de interpolación, luego encuentre los valorespropios mediante el esquema de Bairstow.
 7.6) Calcule los valores propios de la siguiente matriz simétrica mediante el esquema deHouseholder/tridiagonal:
 [3.0000000 2.0000000 1.0000000
 2.0000000 2.0000000 1.0000000
 [i.0000000 i.0000000 i.0000000
 7.7) Determine los valores propios de Ia siguiente matriz simétrica mediante el esquemade Householder/tridiagonal:
 4 3 2 l3321
 M= 2221_1 1 1 1_
 7.8) Transforme las siguientes matrices a Ia forma de Hessenberg utilizando una trans-formaciôn de similaridad; haga los cãlculos a mano.
 [3 1 2
 (a)1 2 1
 [2 1 4
 [4 1 2
 (b)13 2 1
 [o 1 2
 7.9) Determine los valores propios de la siguiente matriz utilizando el esquema deHouseholder/tridiagonal:
 5.3000000 2.3000000 4.6000000 2.7000000
 2.3000000 7.8000000 5.7000000 8.3999990
 4.6000000 5.7000000 2.4000000 1.7000000
 2.7000000 8.3999990 1.7000000 6.1000000_
 7.10) Calcule los valores propios de la siguiente matriz utilizando el esquema de House-holder/QR:
 5.300000 2.300000 4.600000 2.700000
 2.400000 7.800000 5.700000 8.399999
 3.400000 5.600000 2.400000 1.700000
 _8.300000 7.500000 9.200000 6.100000_
 7.11) Encuentre los valores propios de Ia matriz dada en el problema 7.9) mediante el es-quema de Householder/QR.
 7.12) Calcule las raices de los siguientes polinomios mediante el esquema QR:
 y=1.1+4x+3x2+x3y = -2.202 - 5.301x - 3x2 + 1.1x3 + x4
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 (Sugerencia: transforme el problema del polinomio a un problema equivalente de valores pro-pios de una matriz utilizando Ia matriz de Frobenius y aplique entonces el esquema QR.)
 7.13) Al aumentar Ia multiplicidad de un valor propio, la precision del esquema QR sevuelve más pobre. Esto debe tenerse en cuenta al aplicar dicho esquema para determinar lasraices de un polinomio. (Esta situación es muy similar a Ia del esquema de Bairstow; vêase elproblema 3.30). El siguiente polinomio tiene a x = 1 como una raiz de multiplicidad 6:
 x6-6x5+15x4-20x3+15x2-6x+1=0
 Intente encontrar todas las raices mediante el esquema de QR o de Householder/QR.
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BAjuste de curvas
 8.1 INTRODUCCION
 Los datos que se obtienen mediante mediciones fluctüan, esto se debe a errores alea-torios del sistema de mediciôn aplicado al comportamiento intrInsecamente estocás-tico del sistema en observaciôn. Cualquiera que sea la razón, es frecuente que surjala necesidad de ajustar una funciôn a los datos de una mediciOn. For ejemplo, un in-vestigador podrIa intentar desarrollar una formula empirica para ci sistema enobservaciOn, o bien un economista desearla ajustar una curva a una tendenciaeconOmica actual para poder predecir el futuro.
 Si el nümero de datos es igual al orden de un polinomio más uno, podemosajustar con exactitud dicho polinomio a los datos (ésta es la interpolación polino-mial descrita en el capitulo 2). Sin embargo, al hacer el ajuste de una funciOn a losdatos de una mediciOn, deben utilizarse un nümero de datos mucho mayor que el or-den del polinomio. De hecho, mientras más datos se utilicen, mejor será la precisionde La curva ajustada.
 Por tanto, i,cómo podemos ajustar una funciOn a los puntos dados? Lo mejorque podemos hacer es considerar una funciOn con pocos parametros libres y deter-minarlos de forma que la desviación de La función con respecto a Los datos seaminima. Dicha minimizaciOn de Ia desviaciOn se obtiene mediante el mêtodo deminimos cuadrados.
 8.2 REGRESION LINEAL
 Supongamos que deseamos encontrar una función lineal que se ajuste a los datos dela tabla 8.1, con una desviaciOn minima. La función lineal determinada de esta ma-nera se llama una recta de regresión.
 274
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 Tabla 8.1 Unconjunto de datosobservados
 La función lineal se expresa aqui como
 g(x) = a + bx (8.2.1)
 donde a y b son constantes por determinar. La desviación de la recta con respecto acada dato se define como
 r = - g(x1) = - (a + bxj, i = 1, 2,. . . , L (8.2.2)
 donde L es el nümero total de datos seis en este ejemplo y a y b son constantespor determinar.
 El cuadrado total de las desviaciones estâ dado por
 L L
 R=
 (r=
 (y - a - bx1)2 (8.2.3)
 Debido a que a y b son parãmetros arbitrarios, se determinan de forma que minimi-
 cen a R. El mInimo de R se obtiene silas derivadas parciales de R con respecto a a y
 b se anulan:
 7= 2(y1abx)=O2x(y1abx)=O
 que, después de dividir entre 2, se puede reescribir como
 [A1,1 Ai,21[al [Zi[A2,, A2,2][b] [z2
 x y
 1 0.1 0.61
 2 0.4 0.92
 3 0.5 0.99
 4 0.7 1.52
 5 0.7 1.47
 6 0.9 2.03
 (8.2.4)
 (8.2.5)
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 donde
 A11 = LA1,2 = x
 z1=y,A2, 1 =A22 = (x1)2
 z2 = xy
 En Las ecuaciones anteriores, la suma es sobre i, desde 1 hasta L. Observe que A2,es igual a A La solución de la ecuación (8.2.5) se escribe como
 aA2,2Z1 - Al2Z2
 bA1,1Z2 - A2,1Z1
 (8.2.6)
 donde
 d = A1,1A2,2 - A1,2A21
 El PROGRAMA 8-1 de este capitulo ileva a cabo la regresiOn lineal. Puede graficar lospuntos dados y La lInea de regresión en La pantalLa.
 Ejemplo 8.1
 Calcule Ia lInea de regresiOn para los datos de Ia tabla 8.1.
 (SoIuciôn)
 Calculamos los coeficientes de a ecuaciôn (8.2.5), como en a tabla 8.2.
 labia 8.2
 Propôsito Al2, A21 Z1 A22 Z2
 x1 y1 x x1y1
 1 .1 .61 .01 .061
 2 .4 .92 .16 .368
 3 .5 .99 .25 .495
 4 .7 1.52 .49 1.064
 5 .7 1.47 .49 1.029
 6 .9 2.03 .81 1.827
 Total 3.3 7.54 2.21 4.844

Page 297
                        

Cap. 8 Ajuste de curvas
 De los resultados de esa tabla obtenemos
 All = L = 6, Al2 = 3.3, Zl = 7.54
 A2l = 3.3, A22 = 2.21, Z2 = 4.844
 Asi, Ia ecuación (8.2.5) queda
 [ 6 3.3 1[al [7.54
 [3.3 2.21][b] - [4.844
 La soluciOn es
 a = 0.2862, b = 1.7645
 Asi, a recta de regresiOn es
 g(x) = 0.2862 + l.7645x
 que se grafica en Ia figura E8.l con los puntos dados.Ahora evaluamos Ia desviaciOn de Ia linea ajustada en Ia tabla 8.3.
 Tabla 8.3
 3-un punto dato
 2-
 1
 Figura E8.1 Recta ajustada a los datos
 .
 277
 I x(i) y(i) g = ax + b DesviaciOn
 1 0.1 0.61 0.4626161 0.14738
 2 0.4 0.92 0.9919831 -0.071983 0.5 0.99 1.168439 -0.178444 0.7 1.52 1.52135 -0.001355 0.7 1.47 1.52135 -0.051356 0.9 2.03 1.874261 0.15574
 0.5 x 1.0
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 RESUMEN DE ESTA SECCION
 La finalidad de la regresiôn lineal es La de ajustar una funciôn lineal a puntos da-dos mediante el método de mInimos cuadrados.El PROGRAMA 8-1 se puede utilizar para una regresión lineal.
 8.3 AJUSTE DE CURVAS CON UN POLINOMIO DE ORDEN SUPERIOR
 La regresión lineal explicada en la sección anterior funciona bien silos datos de lamedición son lineaLes intrinsecamente, 0 Si el rango de las abscisas es pequeño. Sinembargo, para otros casos, se pueden obtener mejores resultados ajustando un poli-nomio de orden superior al conjunto de datos.
 El principio de los minimos cuadrados se puede extender para ajustar un poli-nomio de cualquier orden a los datos de una medición. Primero se escribe un polino-mio de orden N como
 g(x) = a0 + a1x + a2x + aX (8.3.1)
 La desviaciOn de la curva de los puntos dados es
 r.=yg(xj, i=1,2,...,L (8.3.2)
 donde L es eL niimero de puntos dados. El total de Los cuadrados de la desviaciôn esel siguiente:
 R=
 (r (8.3.3)
 Hacemos iguales a cero las derivadas parciales de R con respecto a los coeficientesdel polinomio para minimizar a R:
 n=O,1,2,...,N (8.3.4)
 o, en forma equivalente,
 n [i xrk]an = xy1 parak = 0, 1,2,..., N (8.3.5)i= 1
 que se puede escribir en forma más explIcita como:
 L x?, >
 x2
 a0
 a1
 aN xry1
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 Los coeficientes a,,, n = 0, 1, 2,..., N se determinan resolviendo la ecuación (8.3.5)en forma simultánea (mediante eliminaciôn de Gauss).
 Ejemplo 8.2
 Ajuste un polinomio cuadrático a los datos de Ia tabla 8.1.
 (Scluciôn)
 La ecuaciOn para los coeficientes, en notaciOn matricial, es
 Los coeficientes de as potencias son:
 Potencia Coeficiente
 n
 For 0 que el polinomio cuadrático determinado es
 y = 0.587114 + 0.059102x + 1.729537x2
 En Ia tabla 8.4 se muestra Ia evaluaciOn del error.
 Tabla 8.4
 Las ecuaciones lineales que surgen en ci ajuste de curvas son con frecuenciama! condicionadas cuando !os coeficientes de !as ecuaciones !inea!es se convierten enuna mezcla de nümeros muy grandes con cifras muy pequeflas. Esta diseminación seintensifica cuando aumentan tanto e! rango de valores de x en los puntos dados y e!orden del poiinomio. Por lo tanto, es recomendab!e uti!izar la doble precision pararesolver las ecuaciones !ineales (vêase e! PROGRAMA 8-i).
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 a) El ajuste de po!inomios es una extension del ajuste de rectas y se basa en el méto-do de mjnimos cuadrados.
 I x(i) y(i) Polinomio DesviaciOn
 1 0.1 0.61 0.6103198 -0.000322 0.4 0.92 0.8874811 0.03252
 3 0.5 0.99 1.049050 -0.059054 0.7 1.52 1.475959 0.04404
 5 0.7 1.47 1.475959 -0.005966 0.9 2.03 2.041231 -0.01123
 6.0000 3.3000 2.2100 a1 7.5400
 3.3000 2.2100 1.6050 a2 4.8440
 2.2100 1.6050 1.2245 a3 3.5102
 0 0.5871141 0.0591022 1.729537
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 (8.4.2)
 donde L es el nümero total de puntos dados. El total de los cuadrados de las des-viaciones es
 L
 R=L N 2
 = i1 - n=1 anfn(xj)1
 Al igualar a cero las derivadas parciales de R con respecto a los coeficientes indeter-minados, obtenemos
 0a= 0, n = 1, 2,. . . , N (8.4.4)
 o, de manera equivalente,
 NL 1 L
 I fm(Xi)fn(Xi) lam = yf(x) para n = 1 a N (8.4.5)mlLil ] 11
 donde se dividiO Ia ecuaciOn entre 2. La ecuaciOn (8.4.5) tiene N ecuaciones con Nincógnitas. AsI, las ecuaciones se pueden resolver mediante Ia eliminaciOn de Gauss.
 (8.4.3)
 El nümero de puntos ajustados es generalmente mucho más grande que el ordendel polinomio.Con frecuencia, Ia ecuación lineal asociada con el ajuste de polinomios es de-rnasiado vulnerable a los errores de redondeo. Se recomienda el uso de la dobleprecision.
 8.4 AJUSTE DE CURVAS MEDIANTE UNA COMBINACION LINEALDE FUNCIONES CONOCIDAS
 Al ajustar una función a puntos dados, se puede utilizar una combinaciOn lineal decualesquiera funciones conocidas, en vez de emplear polinomios.
 La curva ajustada a los puntos dados se puede escribir en este caso como
 g(x) = a1f1(x) + a2f2(x) + a3f3(x) + + af(x)
 = n1af(x) (8.4.1)
 dondef1,f2,... son funciones prescritas, a1, a2,... son coeficientes indeterminadosy N es el nümero total de funciones prescritas.
 La desviación de Ia curva con respecto de cada punto dado se define como
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Ejemplo 8.3
 Determine os coeficientes de Ia funciOn
 g(x) = 81 + a2x + a3 sen (x) + 84 exp(x)
 (Soluciôn)
 En forma matricial, Ia ecuaciOn (8.4.5) es
 Los coeficientes determinados son los siguientes:
 FunciOn Coeficiente
 n
 La evaluaciôn del error se muestra en Ia tabla 8.5.
 Tabla 8.5
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 a) El ajuste de curvas, incluyendo el ajuste de rectas y polinomios, se basa en el me-todo de mInimos cuadrados.
 6.0000E + 00 3.3000E + 00 3.0404E + 00 1.0733E + 01 a 7.5400E + 00
 3.3000E + 00 2.2100E + 00 2.0124E + 00 6.5645E + 00 a2 4.8440E + 00
 3.0404E + 00 2.0124E + 00 1.8351E + 00 6.0030E + 00 a3 4.4102E + 00
 1.0733E + 01 6.5645E + 00 6.0030E + 00 2.0325E + 01 84 1.4693E + 01
 I x(i) y(i) Curva ajustada DesviaciOn
 1 0.1 0.61 0.6117 -0.00172 0.4 0.92 0.8824 0.0376
 3 0.5 0.99 1.0494 -0.05944 0.7 1.52 1.4793 0.0407
 5 0.7 1.47 1.4793 -0.00936 0.9 2.03 2.0380 -0.0080
 ajustada a los datos de Ia tabla siguiente:
 x y
 0.1 0.61
 0.4 0.92
 0.5 0.99
 0.7 1.52
 0.7 1.47
 0.9 2.03
 1 -5.2657852 -19.7069393 13.4967654 5.882096
 Cap. 8 Ajuste de curvas 281
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 b) Las funciones que aparecen en una combinaciôn lineal se pueden elegir, ya seapor experiencia o por razones teóricas.
 PROGRAMA
 PROGRAMA 8-1 Curvas por mInimos cuadrados
 Explicaciones
 Este programa incluye la regresión lineal (sección 8.2), el ajuste de polinomios (see-ción 8.3) y las combinaciones lineales de funciones (sección 8.4) en un programa. Elprograma analiza las desviaciones de la curva ajustada y Ia gráfica junto con lospuntos dados. El polinomio puede ser de cualquier orden menor que 11. Si el ordenes 1, el programa Ileva a cabo el análisis de regresiôn lineal.
 Al ejecutar el programa, la computadora pregunta el tipo de ajuste de curvasdeseado, ya sea el ajuste de polinomios o una combinación lineal de funciones. Sepresiona el 0 para elegir la primera opciOn y 1 para la segunda. Sin embargo, si se eli-ge la combinaciôn lineal, las funciones a utilizar deben estar definidas en la subrutinaFUN. El ajuste de una recta es un caso especial de ajuste de polinomios.
 Para aumentar la precision de los cálculos, se utiliza Ia doble precision para lasvariables dave. El conjunto de datos que se ajustará mediante un polinomio se defi-ne en los enunciados DATA. Las ecuaciones lineales se resuelven mediante Ia subru-tina GAUSS. Después de determinar la curva, se calculan sus desviaciones y sei m pri men.
 Variables
 LP: 1 para ajuste polinomial y 2 para combinaciones linealesNORD: orden del polinomio a ajustar (en el caso de que LP = 1)
 IN: nümero de puntos dadosA(I, J): elementos de la matriz de coeficientes
 A(1, M + 1): (/ - 1)-ésimo coeficiente del polinomio, a_1GG(I): valor del polinomio ajustado en el punto dado t1
 X(I), Y(I): datos
 Listado
 C CSL/F8 -1 . FOR AJIJSTE DE CURVAS CON POLINOMIOS 0C COMBINACIONES LINEALES MEDIANTE MINIMOS CUADRADOS10 DIMENSION X(0:100), Y(0:100),A(0:10,0:10),GG(0:100)

Page 303
                        

Cap. 8 Ajuste de curvas 283
 DOUBLEPRECISION APRINT *PRINT *, 'CSL/FS-1 AJUSTE DE CURVAS MEDIANTE MINIMOS CUADRADOSPRINT *DATA IN/ 6 / ! Nümero de puntos dados.DATA (x(J),J=1,6)/0.1, 0.4, 0.5, 0.7, 0.7, 0.9/DATA (Y(J),J=1,6)/0.61, 0.92, 0.99, 1.52, 1.47, 2.03/PRINT *,' OPRIMA 0 PARA AJUSTE POLINOMIALPRINT *,' 1 PARA COMBINACION LINEALREAD *, LPIF (LP.EQ.1) GOTO 200
 C Ajuste polinomialPRINT *,' DE EL ORDEN DEL POLINOMIOl?EAD *, NORDM=NORD+ 1DO K= 1, N Inicialización de la matriz
 DO J=1,M+1A(K,J)=0. 0
 END DOEND DODO K=1, M ! Desarrollo de la matriz para el ajuste polinomial
 DO 1=1, IN ! IN es el mimero de puntos dadosDO J=1,M
 JJ=K- 1+J- 1YY=1. 0IF(JJ.NE.0) YY=X(I)**JJA(K,J)=A(K,J) +yy
 END OJEX=K- 1Y-Y=1. 0
 IF(JEX.NE.0) YY=X(I)**JExA(K,M+1)=A(K,M+1)+Y(I)*YY
 END DOEND DOGOTO 220
 C Combinación lineal200 PRINT *,' DE EL NUMERO DE FUNCIONES EN LA COMBINACION LINEAL
 PRINT *,' (POR EL MOMENTO SOLO SE DISPONE DE CUATRO FUNCIONES)'* , N M es el nümero de funciones en la combinación lineal
 DO I=1,INDO K=1,M
 FK=FUN(K,X(I))DO J=1,M
 A(K,J)=A(K,J)+FK*FUN(J,X(I))END DOA(K,M+1)=A(K,M+1)+Y(I)*FK
 END DOEND DO
 C Solución220 DO I=1,M
 PRINT 50, (A(I,J),J=1,M+1)END DO
 50 FORMPT(1X,1P7E11.3)N=M
 CALL GAUSS(M,A)PRINT *PRINT *,' DETERMINACION DE COEFICIENTESPRINT *,'IF(LP.EQ.1) THEN
 PRINT *,' FUNCION COEFICIENTE
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 ELSEPRINT *,' POTENCIA COEFICIENTE'
 END IFPRINT *,'DO I=i,M
 IF(LP.EQ 1) WRITE (6,595) I, A(I,M+i)IF(LP.NE 1) WRITE (6,595) I-1,A(I,M+1)
 END DO595 FORNAT(2X,14,8X,Fi2.6)
 PRINT *,PRINT *PRINT *DO I=i,IN
 GG(I)=0.0DO K=i,M
 IF(LP.EQ.i) GG(I)=GG(I) +A(K,M+i)*FUN(JK,X(I))IF(LP.NE.i) GG(I)=GG(I)+A(K,M+1) *x(I)**(K-1)
 END DOEND DOPRINT *, ' EVALUACION DEL ERROR'PRINT *,'PRINT *,' I X (I) Y (I) POLINOMIO DESVIACION'PRINT *,'DO I=i,IN
 WRITE (6,435)I,X(I),Y(I),GG(I),Y(I)-GG(I)END DO
 435 FORNAT(14,3X,F8.2,2X,FiO.5,3X,Fi2.7,2X,Fil.6)PRINT *,'PRINT *STOPEND
 ELIMINACION DE GAUSSSUBROUTINE GAUSS (N, A)DOUBLEPRECISION A, TM, VA, P.DIMENSION A(0:i0,0:i0)DO 1=1, N-i
 I PV=IDO J=I+i,N
 IF (ABS(A(IPV,I)) .LT. ABS(A(J,I))) IPV=JEND DOIF (IPV.NE.I) THEN
 DO JC=i,N+iTM=A (I , JC)
 A(I,JC)=A(IPV,JC)A (IPV, JC) =TM
 END DOEND IFDO JR=I+1,N
 IF (A(JR,I).NE.0) THENIF (A(I,I) .EQ.0.0) GOTO 840R=A(JR,I)/A(I, I)DO KC=I+i,N+1
 A(JR,KC)'A(JR,KC) -R*A(I,KC)END DO
 END IFEND DO
 END DOC - - SUSTITUCION HACIA ATRAS
 IF (A(N,N) .EQ. 0) GOTO 840A(N,N+1)A(N,N+i) /A(N,N)
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 DO NV=N-1,1,-1VA=A(NV, N+1)DO K=NV1,N
 VA=VA-A(NV,K) *A(K,N+1)END DOA (NV , N+1) =VA/A ( NV, NV)
 END DORETURN
 840 PRINT *, LA MATRIZ ES SINGULAR'RETURNEND
 SUBPROGRAMA QUE DEFINE LAS FUNCIONESFUNCTION FUN (K, X)IF (K. EQ. 1) FtJNI Primera funciónIF (K. EQ. 2) FUN=X ! Segunda funciónIF (K.EQ.3) FJN=SIN(X) etc.IF (K.EQ.4) FUN=EXP(X)RETURNEND
 D) Ejemplo de salida
 (Corrida 1)CSL/F8-1 AJUSTE DE CURVAS MEDIANTE MINIMOS CUADRADOS
 OPRIMA 0 PARA AJUSTE POLINOMIAL1 PARA COMBINACION LINEAL
 0DE EL ORDEN DEL POLINOMIO
 26.000E+00 3.300E+00 2.210E+00 7.540E+003.300E+00 2.210E+00 1.605E+00 4.844E+002.210E+00 1.605E+00 1.224E+00 3.510E+00
 DETERMINACION DE COEFICIENTES
 POTENCIA COEFICIENTE
 0 0.5871161 0.0590942 1.729546
 EVALUACION DEL ERROR
 I X (I) Y (I) POUNOMIO DESVIACION
 1 0.10 0.61000 0.6103207 -0.0003212 0.40 0.92000 0.8874806 0.0325193 0.50 0.99000 1.0490491 -0.0590494 0.70 1.52000 1.4759588 0.0440415 0.70 1.47000 1.4759588 -0.0059596 0.90 2.03000 2.0412321 -0.011232
 (Corrida 2)CSL/F8-1 AJUSTE DE CURVAS MEDIANTE MINIMOS CUADRADOS
 OPRIMA 0 PARA AJUSTE POLINOMIAL1 PARA COMBINACION LINEAL
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 1DE EL NUMERO DE FUNCIONES EN LA COMBINACION LINEAL
 (POR EL MOMENTO SOLO SE DISPONE DE CUATRO FUNCIONES)3
 DETERMINACION DE COEFICIENTES
 POTENCIA COEFICIENTE
 EVALUACION DEL ERROR
 PROBLEMAS
 8.1) Determine una función lineal ajustada a los siguientes puntos mediante el métodode minimos cuadrados. (Primero trabaje con una calculadora y luego verifique La respuesta conel PROGRAMA 8-1.)
 8.2) Obtenga una función lineal ajustada a los siguientes puntos mediante el método deminimos cuadrados. (Responda La pregunta utilizando el PROGRAMA 8-1).
 I x yi
 1 0.1 9.9
 2 0.2 9.23 0.3 8.44 0.4 6.65 0.5 5.96 0.6 5.07 0.7 4.1
 8 0.8 3.1
 9 0.9 1.9:
 10 1.0
 I X (I) Y (I) POLINOMIO DESVIACION
 1 0.10 0.61000 0.6011153 0.0088852 0.40 0.92000 0.9075877 0.0124123 0.50 0.99000 1.0562348 -0.0662354 0.70 1.52000 1.4620502 0.0579505 0.70 1.47000 1.4620502 0.0079506 0.90 2.03000 2.0509617 -0.020962
 I x yi
 1 1.0 2.02 1.5 3.23 2.0 4.14 2.5 4.95 3.0 5.9
 6.000E+00 3.300E+00 3.040E+00 7.540E+003.300E+00 2.210E+00 2.012E+00 4.844E+003.040E+00 2.012E+00 1.835E+00 4.410E+00
 1 0.5225202 7.9031793 -7.129104
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 8.3) Ajuste un polinomio cuadrático al siguiente conjunto de datos.
 x y
 8.4 a) Ajuste un polinomio cuadrático al siguiente conjunto de datos:
 b) Evalüe las desviaciones del polinomio con respecto a los datos.8.5) Repita el problema anterior con polinomios de primer y tercer orden.8.6) Ajuste polinomios de orden 1, 2 y 3 a los siguientes datos y compare las des-
 viaciones de los tres polinomios:
 8.7) Ajuste una funciôn cuadrãtica a los siguientes datos y grafique la curva ajustadajunto con los puntos dados:
 8.8) Ajuste un polinomio cübico a los datos del problema anterior.
 8.9) Ajuste
 g(x) = a0 + a1x + a2sen(irx) + a3sen(2irx)
 i xi yi
 1 0 02 1 2.3
 3 2 4.2
 4 3 5.7
 5 4 6.5
 6 5 6.97 6 6.8
 i xi y
 1 0 02 0.2 7.783 0.4 10.684 0.6 8.375 0.8 3.97
 6 1 0
 0 1
 1 0
 2 0
 3 2
 x(i) y(i)
 o 0
 0.002 0.6180.004 1.17560.006 1.6180.008 1.9021
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 a la tabla siguiente:
 i x(i) y(i)
 1 0.1 02 0.2 2.12203 0.3 3.02444 0.4 3.25685 0.5 3.13996 0.6 2.85797 0.7 2.51408 0.8 2.16399 0.9 1.8358
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9Problemas de ecuacionesdiferenciales ordinariascon valor o condiciôn inicial
 9.1 INTRODUCCION
 Los problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) se clasifican en proble-mas con condiciones iniciales y problemas con condiciones en la frontera. Muchosde los problemas con condiciones iniciales dependen del tiempo; en ellos, las condi-ciones para la solución están dadas en el tiempo inicial. Los métodos numéricos paralos problemas con condiciones iniciales difieren en forma significativa de los que seutilizan para los problemas con condiciones en la frontera. Por lo tanto, estecapitulo examina los métodos de soluciôn numérica solo para el primer tipo,mientras que el capitulo 10 describe los métodos numéricos para el segundo tipo.
 El problema con condiciones iniciales de una EDO de primer orden se puedeescribir en la forma
 y'(t) = f(y, t),y(0) = y (9.1.1)
 donde ftv, t) es una función de y en tanto que t y la segunda ecuaciOn es una condi-ciOn inicial. En la ecuaciOn (9.1.1), la primera derivada de y está dada como unafunción conocida de y y t y queremos calcular la funciOn incOgnita y integrando nu-méricamente f(y, t). Si f fuera independiente de y, ci cáicuio seria simplemente unade las integraciones directas analizadas en el capltulo 4. Sin embargo, el hecho deque f sea una funciOn de la funciOn desconocida y hace que la integraciOn sea distinta.
 La condición inicial siempre es parte de la definiciOn del problema, debido aque Ia solución de un problema con condiciones iniciales sOlo se puede determinar demanera Onica si dicha condiciOn inicial está dada.
 289
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 A continuaciôn se muestran mãs ejemplos de problemas con condiciones mi-ciales de EDO de primer orden:
 y'(t) = 3y + 5, y(0) = 1
 y'(t) ty + 1, y(0) = 0
 1y'(t)
 = 1 + y2'y(0) = 1
 e) y' = z, z' = -y, y(0) = 1, z(0) = 0
 Véase [Rieder y Busby] para ejemplos en ingenieria.Los métodos numéricos para las EDO calculan la solución en los puntos t, =
 t,_1 + h, donde h es el tamaño del paso (o intervalo de tiempo).En este capitulo se analizan tres tipos de métodos de integración numérica para
 problemas con condiciones iniciales: el de Euler, de Runge-Kutta y el predictor-corrector. Los aspectos principales de ellos se resumen en la tabla 9. 1.
 Tabla 9.1 Resumen de los métodos para los problemas de EDO con condición inicial
 Nombre delos métodos
 Ecuaciones no rIgidas:
 Métodos de Eulerhacia adelantemodificadohacia atrás
 Runge-Kuttade segundo ordende tercer ordende cuarto orden
 Predictor-correctorde segundo ordende tercer ordende cuarto orden
 Ecuaciones rIgidas:
 Métodos implicitos
 Transformaciónexponencial
 aNA: Sin capacidadAl: Capacidad de aCF: El tamaño delCD: El tamafto delNL: En cada paso,
 Formula relevante
 Diferencias hacia adelante 0(h2)Regla del trapecio 0(h3)Diferencias hacia atrás 0(h2)
 Regla del trapecio 0(h3)Regla de 1/3 de Simpson 0(h4)Regla de 1/3 o 3/8 0(h5)de Simpson
 (idéntico al de Runge-Kutta de segundo orden)Newton hacia atrás 0(h4) 0(h3)
 Newton hacia atrãs 0(h5) 0(h4)
 Diferencias hacia atrás;método de Gear
 TransformaciOnexponencial
 Local Global caracteristicas a
 0(h)
 0(h2)0(h)
 0(h2)0(h3)
 0(h4)
 AI,CFAl, CF, NLAl, CF, NL
 Al, CFAl, CFAl, CF
 Al, CFNA, CDNA, CD
 Al/NA
 Al
 de autoinicializaciOn.utoinicializaciOn.intervalo se puede cambiar con facilidad a mitad de la soluciOn.intervalo se cambia con dificultad.podrIa requerirse la soluciOn de ecuaciones no lineales.
 Error Otras
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 Una vez que aprendamos los mêtodos numéricos para resolver ecuaciones dife-renciales de primer orden, éstos se pueden aplicar con facilidad a las EDO de ordensuperior, ya que se pueden descomponer en un conjunto de ecuaciones diferencialesde primer orden. Por ejemplo, consideremos
 y" + ay" + by" + cy' + ey = g (9.1.2)
 donde a, b, c, e y g son constantes o funciones conocidas de t. Las condiciones mi-ciales están dadas por
 Y(0) = Yo, y'(0) =
 y"(0) = y', y"(0) =
 y donde y, y ', y " y y'' ' son valores preescritos Si definimos u, v y w como
 u y', v y", v
 la ecuación (9.1.2) se puede escribir como
 w'+aw+bv+cu+ey=g (9.1.3)
 AsI, la ecuación (9.1.2) es equivalente al siguiente conjunto de cuatro EDO de pri-mer orden:
 y' = U, Y(0) Yo
 U' = V, u(0) = y
 = w, v(0) = y
 = g - aw - by - cu - ey, w(0) = y'1'
 Podemos entonces aplicar los métodos numéricos de solución de EDO de primer or-den al conjunto anterior.
 También se pueden aplicar métodos numéricos a las ecuaciones integro-dife-renciales. Por ejemplo, consideremos la ecuación dada por
 y" + ay + j' y(s)ds = g, y(0) = y0, y'(0) = y'0 (9.1.4)
 Definimos u y v como
 u=y', v=J0y(s)ds
 La ecuaciôn (9.14) queda
 u'=ayv+g, u(0)=y'0
 = y, v(0) = 0 (9.1.5)
 y' = y(0) =
 El anterior conjunto de EDO de primer orden se puede resolver mediante un métodonumérico.
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 9.2 METODOS DE EULER
 Comenzamos nuestro estudio con los métodos de Euler, los cuales son adecuadospara una programación rápida debido a su sencillez. Debemos senalar que, cuandoel sistema de ecuaciones es cada vez más complicado, se utilizan con más frecuencialos métodos de Euler. De hecho, una gran parte de los métodos numéricos para lasecuaciones diferenciales parciales parabólicas e hiperbólicas que son mucho máscomplicadas que las ecuaciones diferenciales ordinarias se basan en los métodosde Euler y no en los métodos de Runge-Kutta o predictor-corrector.
 Los métodos de Euler tienen tres versiones: a) Euler hacia adelante, b) Eulermodificado y c) Euler hacia atrás.
 9.2.1 Método de Euler hacia adelante
 El método de Euler hacia adelante para la ecuación y' = f(y, 1) se obtiene reescri-biendo la aproximación por diferencias hacia adelante,
 yn+1ynh
 como
 (9.2.2)
 y+i = y + hf(y, t) (9.2.3)
 donde se usa y ', = f(y, ta). Mediante la ecuaciôn (9.2.3), se calculay en forma re-cursiva como
 Yi =y0+hy'0=y0+hf(y0,t0)
 Y2 = Yi + hf(y1, t1)
 Y3 = Y + hf(y2, t2)
 yn = y_i + hf(y_1, t_1)
 Ejemplo 9.1
 Resuelva y' = - 20y + 7 exp (-0.5t), y(0) = 5, por medio del métodode Euler hacia adelante con h = 0.01 para 0 <t 0.02. Haga el cálculo amano.
 Repita to mismo para h = 0.01, 0.001 y 0.0001 en una computadora,para 0 t 0.09. Evalüe Ics errores de los tres cálculos mediante Ia compara-don con Ia soluciOn analitica dada por
 y = 5e20t + (7/19.5)(e°'5t - e20t)
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h = 0.01 h = 0.001 h = 0.0001
 a(error) x 100
 Comentarios: Ia exactitud del método de Euler hacia adelante aumenta al dismi-nuir el intervalo de tiempo h. En efecto, las magnitudes de los errores son aproxi-madamente proporcionales a h. Sin embargo, una reducciôn mayor de h, sin eluso de Ia doble precisiOn, tiene sus desventajas, puesto que aumenta el errornumérico debido al redondeo (véase el capitulo 1).
 293
 Aunque el método de Euler hacia adelante es muy sencillo, debe utilizarsecuidadosamente para evitar dos tipos de errores. El primer tipo lo forman los erroresde truncamiento, como en ci caso del ejemplo 9.1. El segundo tipo lo constituye laposible inestabilidad, que aparece cuando la constante del tiempo es negativa (la so-lución tiende a cero si no hay término fuente), a menos de que el intervalo de tiempoh sea suficientemente pequeño. Una ecuación caracteristica con solución decrecientees = - cry, y(0) = Yo > 0, donde a > 0. La soluciôn exacta es y = y0e(-at).El método de Euler hacia adelante para este problema es
 = (1 - cth)y
 Si ah < 1, la soluciOn numérica es decreciente y positiva; pero si ah > 1, ci signo dela solución es alternante. Además, si ah > 2, la magnitud de la soiución aumenta encada paso y la solución oscila. Esto se conoce como inestabilidad.
 0.01 4.07000 ( 8.693) 4.14924 (0.769) 4.15617 (0.076)a
 0.02 3.32565 (14.072) 3.45379 (1.259) 3.46513 (0.124)
 0.03 2.72982 (17.085) 2.88524 (1.544) 2.89915 (0.153)0.04 2.25282 (18.440) 2.42037 (1.684) 2.43554 (0.167)0.05 1.87087 (18.658) 2.04023 (1.722) 2.05574 (0.171)0.06 1.56497 (18.125) 1.72932 (1.690) 1.74454 (0.168)0.07 1.31990 (17.119) 1.47496 (1.613) 1.48949 (0.160)
 0.08 1.12352 (15.839) 1.26683 (1.507) 1.28041 (0.150)
 0.09 0.96607 (14.427) 1.09646 (1.387) 1.10895 (0.138)
 0.10 0.83977 (12.979) 0.95696 (1.261) 0.96831 (0.126)
 Cap. 9 Prob. de ecuaciones diferenciales ordinarias con valor o condiciôn inicial
 (Soluciôn)
 Los primeros cálculos con h = 0.01 son los siguientes:
 t0=0, y0=y(0)=5= 0.01, Yi = y0 + hy'0 = 5 + (0.01)(-20(5) + 7 exp (0))
 = 4.07
 = 0.02, Y2 = Yi + hy = 4.07 + (0.01)(-20(4.07) + 7 exp (-0.005))
 = 3.32565
 t = nh, y,, = y,1 + hy'_1Los resultados computacionales para los valores seleccionados de t,
 con tres valores de intervalos de tiempo (espaciamiento de Ia reticula) semuestran en Ia tabla 9.2.
 Tabla 9.2 Método de Euler hacia adelante
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 El método de Euler hacia adelante es aplicable a un conjunto de EDO de pri-mer orden. Consideremos un conjunto de EDO de primer orden dado por:
 = f(y, Z, t), y(0) Yo
 = g(y, z, t), z(0) = z0
 El método de Euler hacia adelante para la ecuación (9.2.4) se escribe como
 = y,, + hy' = y,, + hf(yn, Z,, tn)
 Zn+i = Zn + hZ = Zn + hg(yn, Zn, tn)
 Como se mencionó antes, una ecuación diferencial ordinaria de orden superiorse puede descomponer en un sistema simultáneo de ecuaciones diferenciales de pri-mer orden.
 Ejemplo 9.2
 Por medlo del método de Euler hacia adelante con h = 0.5, determine losvalores de y(l) y y'(l) para
 y"(t) - 0.05y'(t) + 0.15y(t) = 0, y'(0) = 0, y(0) = 1
 (Soluciôn)
 Sea y' = z: entonces Ia EDO de segundo orden es
 y'=z, y(0)==lI = 0.05z - 0.15y, z(0) = 0
 Denotaremos y,, = y(nh) y z, = z(nh). Las condiciones iniciales son Yo = y(0)= 1 y z0 y y' (0) = 0. Por medio del método de Euler hacia adelante, se obtienenyyzenn.= 1 yn = 2:t = 0.5:
 = z0 = 0
 z = 0.05z0 - O.15y = 0.15Yi = y + hy'0 = 1 + (0.5)(0) = 1
 = z0 + h4 = 0 + (0.5)(-0.15) = 0.075
 t= 1:
 = z1 = 0.075z = 0.05z1 - 0.15y1 = (0.05)(-0.075) - (0.15)(1) = 0.15375
 Y2 = Yi + hy'1 = 1 + (0.5)(-0.075) = 0.96250
 = z1 + hz = 0.075 + (0.5)(-0.15375) = 0.15187
 Por lo tantoy(1) = Y2 = 0.96250
 y'(l) = z(1) = z2 = 0.15187
 (9.2.4)
 (9.2.5)

Page 315
                        

Cap. 9 Prob. de ecuaciones diferenciales ordinarias con valor o condición inicial 295
 Ejemplo 9.3
 Resuelva el siguiente conjunto de EDO mediante el método de Euler haciaadelante, utilizando h = 0.005 it y h = 0.0005 it:
 y'=z, y(0)=lz'=-y, z(0)=0
 (A)
 (Soluciôn)
 Los cálculos para los primeros pasos, con h = 0.0005it son:
 t0 = 0: Yo = 1
 z0 = 0
 t1 = 0.0005ir: Yi = Yo + hz0 = 1 + (0.0005ir)(0) = 1.0
 z1 = z0 - hy0 = 0 - (0.0005ir)(1) = -0.00157
 = 0.00lic: Y2 = Yi + hz1 = 1 + (0.0005ir)(-0.00157) = 0.99999
 z2 = z1 - hy1 = -0.00157 - (0.0005ir)(1) = -0.00314
 En Ia tabla 9.3 se comparan los resultados de estos cálculos para valores selec-cionados de t con los de Ia soluciôn exacta, y = cos(t) y z = -sen(t).
 Tabla 9.3
 En esta tabla se puede observar que el error crece al incrementar t y es propor-cional a h. (Véanse los valores de y para t = it, 2ir, 3ir, 6ir y 8it; los valoresde z no siguen este patron, puesto que cuando z es cercano a cero, los erroresde z se yen afectados en forma significativa por el desfasamiento.)
 9.2.3 Método de Euler modificado
 El método de Euler modificado tiene dos motivaciones. La primera es que es máspreciso que el anterior. La segunda es que es más estable.
 Este método se obtiene al aplicar la regla del trapecio para integrar y' = f(y, t):
 +1 = y + [f(y +1' t +) + f(y, ta)] (9.2.6)
 Exacto h = 0.005it h = 0.0005ir
 y = cos (t) z = -sen (t) y z y z
 0.5it 0 -1 1.32E-4 -1.01241 2.62E-6 -1.00123
 it -1 0 -1.02497 -2.67E-4 -1.00247 -5.25E-6l.5ir 0 1 -4.O1E-4 1.03770 -7.88E-6 1.00371
 2ir 1 0 1.05058 5.48E-4 1.00495 1.05E-53m -1 0 -1.07682 -8.43E - 4 -1.00743 -1 .58E - 56ir 1 0 1.15954 1.82E-3 1.01491 3.19E-58it 1 0 1.21819 2.54E-3 1.01994 4.27E-5
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 Si f es lineal en y, Ia ecuación (9.2.6) se puede resolver fãcilmente en términos de+ 1.Por ejemplo, si la EDO está dada por
 = ay + cos (t)
 La ecuación (9.2.6) queda
 hy,, + 1 = y,, + [ay + 1 + cos (t + ) + ay + cos (ta)]
 Por lo tanto, al despejar + 1 se obtiene
 1 + ah/2 h/2Yfl+1 = 1 - ah/2 +
 1 - ah/2[cos (t1) + cos (ta)] (9.2.7)
 Sifes una funciOn no lineal dey, la ecuaciOn (9.2.6) es una función no lineal dey + ,
 por lo que se requiere un algoritmo para resolver ecuaciones no lineales. Uno de losmétodos ampliamente utilizados para resolver ecuaciones no lineales es el de la susti-tución sucesiva (sección 3.6):
 (k) - If( (ki) .j. f( t-2
 LJ'Yn+1 ' n+ii jYn, n
 donde y 1 es la k-ésima aproximación iterativa de v, + , i es una estimacióninicial de + . Esta iteración se detiene si Iy- 1 y'4i11 es menor que una ciertatolerancia prestablecida. La estimación inicial es igual ay. Entonces, el primer pasode iteración es idéntico al método de Euler hacia adelante. En el caso de que solo seutilice un paso más de iteraciôn, el esquema se convierte en el método de Runge-Kutta de segundo orden o, en forma equivalente, en el método predictor-correctorde Euler. Pero en el método de Euler modificado, Ia iteraciOn sigue hasta satisfacerla tolerancia.
 El ejemplo 9.4 muestra una aplicaciOn del método de Euler modificado a!casode una EDO no lineal de primer orden.
 Ejemplo 9.4
 Resuelva a siguiente ecuaciOn mediante el método de Euler modificado,conh=0.1: 15y =y +1, y(0)=lOcon 0 t 1. Imprima los resultados hasta t = 1.
 (SoIuciôn)
 El método de Euler modificado es
 h '1.5 ', 1.5y,1+1=yn+ [(y1 +2]
 Paran = 0:h
 15 / \1.5Yi = Yo + [(Yi) Yo) + 2]
 (A)
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 Yo es a mejor estimación del lado derecho para Yi Sustituimos Yi y0del adoderecho y obtenemos
 0.1Yi 10 + [_(1O)15 - (10)15 + 2] = 6.93772
 Incorporamos este valor de Yi en Ia ecuaciôn (A) y tenemos
 0.1Yi 10 + - [_(6.93772)15 - (10)15 + 2] = 7.60517
 2
 Repetimos Ia sustituciOn unas veces más y obtenemos
 ,Por qué es mejor la precision del método modificado con respecto al métodode Euler hacia adelante? Para dar una explicaciOn analItica a esta pregunta, conside-remos una ecuaciOn de prueba, y' = ay. Entonces, la ecuaciOn 9.2.6 para este pro-blema es
 Yn +1 = Yn + (y + + y) (9.2.9)
 o bien, a! despejar + ,
 cth\7 cih\1Yn
 0.1Yi 10 + [_(7.60517)15 - (10)15 + 2] = 7.47020
 0.1Yi 10 + -- [_(7.47020)15 - (10)15 + 2] = 7.49799
 0.1Yi 10 + [_.(749799)1.5 - (10)15+2] = 7.49229
 0.1Yi = 10 + [_(7.49326)15 - (10)15 + 2] = 7.49326
 Los resultados calculados para diez pasos son:
 y
 0.0 10.0
 0.1 7.4932
 0.2 5.8586
 0.3 4.73450.4 3.9298
 0.5 3.33570.6 2.88590.7 2.53860.8 2.26580.9 2.04871.0 1.8738

Page 318
                        

298 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 Desarrollamos los coeficientes de esa ecuación y tenemos
 =(i + h + h)2 + +
 Al hacer la comparaciôn de este desarrollo con la serie de Taylor del valor exacto,y(t + i) = exp ( h )y,, tenemos que la ecuaciôn (9.2.9) es exacta hasta el términode segundo orden. Asi, el método de Euler modificado es un método (preciso) de se-gundo orden. Por otro lado, un análisis similar del método de Euler hacia adelantemuestra que tiene una precision de primer orden.
 El error local (generado en cada paso) del método de Euler hacia adelante esproporcional a h2, mientras que el error global es proporcional a h; en tanto que elerror local del método de Euler modificado es proporcional a h3 y su error global esproporcional a h2. El orden del error del método de Euler hacia atrás es igual al delmétodo de Euler hacia adelante.
 Al aplicar el método de Euler modificado a un conjunto de EDO, Ia ecuaciOndebe resolverse en forma simultánea o "implicita". Sin embargo, la ventaja de la so-luciOn implicita consiste en el hecho de que el métodci es más estable que el métodode Euler hacia adelante, por lo que permite un mayor intervalo de tiempo.
 9.2.4 Método de Euler hacia atrás
 Este método se basa en aproximación por diferencias hacia atrás y se escribe como
 y+i = y + hf(y±, t1) (9.2.10)
 La precisiOn de este método es la misma que la del de Euler hacia adelante. Además,sifes una funciOn no lineal dey, debe utilizarse un esquema iterativo en cada paso,justo como en el método de Euler modificado. Sin embargo, las ventajas son: a) elmétodo es estable para los problemas rigidos, y b) la soluciOn es positiva si la solu-ciOn exacta es positiva. Véanse aplicaciones del método de Euler hacia atrãs en IasecciOn 9.5 y el capItulo 12.
 RESUMEN DE ESTA SECCIÔN
 El método de Euler hacia adelante utiliza la aproximaciOn por diferencias haciaadelante. Su error en un intervalo es proporcional a h2, mientras que su errorglobal es proporcional a h. El método de Euler hacia adelante podria ser ines-table si la EDO tiene una constante de tiempo con signo negativo, a menos que seutilice una h pequena.El método de Euler modificado utiliza la regla del trapecio. Si la EDO no es li-neal, se requiere un método iterativo para cada intervalo. Su error en un interva-lo es proporcional a h3, mientraS que su error global lo es a h
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 c) El método de Euler hacia atrás utiliza la aproximación por difer.encias haciaatrás. Sus errores son anaiogos a los del método de Euler hacia adelante. El me-todo es estabie, por lo que se puede utilizar para resolver probiemas rigidos queson dificiles de resolver por otros medios.
 9.3 METODOS DE RUNGE-KUTTA
 Una desventaja fundamental de los métodos de Euler consiste en que los órdenes deprecision son bajos. Esta desventaja tiene dos facetas. Para mantener una alta preci-sión se necesita una h pequena, lo que aumenta ci tiempo de cáiculo y provoca erro-res de redondeo.
 En los métodos de Runge-Kutta, ci orden de precisiOn aumenta a! utilizar pun-tos intermedios en cada intervalo. Una mayor precision implica además que los erroresdecrecen más rápido a! reducir h, en comparaciOn con los métodos con precisiOnbaja.
 Consideremos una ecuaciôn diferencial ordinaria
 = f(y, t), y(0) = yo (9.3.1)
 Para caicular + en i + i = t,, + h, dado un valor de y,, integramos la ecuaciOn(9.3.1) en ci intervalo [ta, tp +
 yn+1 = Yn + $'f(Y t)dt (9.3.2)
 Los métodos de Runge-Kutta se obtienen al aplicar un método de integraciOn numé-rica al integral del lado derecho de la ecuaciOn (9.3.2) [Fox/Mayers]. En el resto deesta sección analizaremos los métodos de Runge-Kutta de segundo, tercero y cuartoorden.
 9.3.1 Método de Runge-Kutta de segundo orden
 Aplicamos Ia regla del trapecio a! lado derecho de la ecuación (9.3.2):
 ftn+if(y, t) dt h[f(y, t) + f(y+1, )] (9.3.3)
 En esta ecuación, v, + i es una incOgnita, por 10 que aproximamos ci segundo térmi-no mediante f(jT i' + ), donde Y, + es la primera estimaciOn de y,, + obtenidamediante el método de Euler hacia adelante. Este esquema se conoce como ci méto-do de Runge-Kutta de segundo orden y se resume como
 = y + hf(y, t)
 Yn +1 = Yn + [f(y, t) + f( +1' n + 1)]
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 Ejemplo 9.5
 El circuito que se muestra en Ia figura E9.5 tiene una autoinductancia deL = 50H, una resistencia de R = 20 ohms y una fuente de voltaje de V = 10vols. Si el interruptor se cierra en el instante t = 0, Ia corriente 1(t) satisface Iaecuaciôn d
 L-I(t) + RI(t) = E, 1(0) = 0 (A)
 Determine el valor de Ia corriente para 0 <2 10 segundos, mediante el méto-do de Runge-Kutta de segundo orden, con h = 0.1.
 (Soluciôn)
 En primer lugar, reescribimos Ia ecuaciOn (A) como
 d R EI= I+-1f(I,t)Podemos desarrollar entonces el método de Runge-Kutta de segundo ordencomo [A E
 k1
 Figura E9.5 Un circuito eléctrico
 k2=h[_(I+k1) +]I+i = I + (k1 + k2)
 Una forma canónica de lo anterior es
 k1 = hf(y, t)k2 = hf(y + k1, t1)
 (9.3.4)
 = y + + k2]
 El método de Runge-Kutta de segundo orden es idéntico al método predictor-correc-tor de Euler, que es el método mãs simple de este tipo (véase Ia sección 9.4). Tam-bién es equivalente al método modificado de Euler, con ünicamente dos pasos deiteración.
 L1 A2
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 n = 1 (t = 0.2): k1 = 0.1[(-0.4)(0.0196) + 0.2] = 0.019216
 k2 = 0.1[(-0.4)(0.0196 + 0.019216) + 0.2] = 0.018447
 '2 = '1 + (k1 + k2)
 El
 Podemos analizar la precision del método de Runge-Kutta de segundo ordenmediante la ecuación de pruebay' = ay, como se describe a! final de la secciOn 9.2.Sin embargo, para ser mãs formales, consideremos una forma genérica, y' = f(y,x). Primero desarrollamos el valor exacto de + 1 en una serie de Taylor:
 h2=y+hf+--[f+ff]h3
 + -- [f + 2Jf + ff2 + ftf + ff] + 0(h4) (9.3.5)
 en donde todas las derivadas de y se expresan en términos de f y de sus derivadasparciales evaluadas en t,.
 Ahora desarrollamos la segunda ecuaciOn de (9.3.4) en serie de Taylor:
 de f y de sus derivadasparciales evaluadas en t,.
 Ahora desarrollamos la segunda ecuaciOn de (9.3.4) en serie de Taylor:
 h2 h3= y,, + hf + -- [J + f,f] + -- [J + 2J3,f + f,f2] + 0(h4) (9.3.6)
 h2 h3= y,, + hf + -- [J + f,f] + -- [J + 2J3,f + f,f2] + 0(h4) (9.3.6)
 = 0.0196 + (0.019216 + 0.018447) = 0.038431
 resultado final de los càlculos (en mUltiplos de 1 0 pasos) es:
 ((seg) I(amp)
 0 0
 1 0.16482 0.27523 0.3493
 4 0.39905 0.4332
 6 0.45467 0.46958 0.4796
 9 0.486310 0.4908
 (cc) (0.5000)
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 Al comparar las ecuaciones (9.3.6) y (9.3.5) podemos observar que (9.3.4) tiene unaexactitud del orden de h2 y una discrepancia (que es el error generado en cada paso)proporcional a h3. Conviene hacer notar que el método de Runge-Kutta de segundoorden es idéntico al método modificado de Euler [ecuaciôn (9.2.8)] con dos pasos deiteración. Sin embargo, el orden de precision de ambos métodos es idéntico, aunqueel segundo necesite una convergencia iterativa. Esto es un indicador de que la itera-ciOn del método modificado de Euler sOlo mejora un poco la precisiOn. (De hecho, eluso del método de Runge-Kutta de segundo orden con una h más pequena mejora laprecisiOn de una manera más eficaz que si se usara el método modificado de Eulercon una convergencia iterativa estricta.) PodrIamos haber realizado el análisis ante-rior más fácilmente con la ecuaciOn de prueba y' = ay, pero esta via la dejamoscomo ejercicio.
 Es fácil aplicar el método de Runge-Kutta de segundo orden a una ecuación di-ferencial ordinaria de orden superior. A manera de ejemplo, consideremos la ecua-ciOn diferencial de segundo orden:
 y"(t) + ay'(t) + by(t) = q(t), y(0) = 1, y'(0) = 0 (9.3.7)
 donde a y b son los coeficientes y q(t) es una función conocida, al igual que las con-diciones iniciales. Definimos
 z(t) = y'(t) (9.3.8)
 La ecuaciOn (9.3.7) se reduce a unas ecuaciones diferenciales simultáneas de primerorden:
 f(y, Z, t) Z, y(0) = 1(9.3.9)
 = g(y, z, t) a - by + q, Z(0) = 0
 Podemos escribir como sigue el método de Runge-Kutta de segundo orden para estasecuaciones:
 k1 = hf(y, Z, t) = hZ
 11 = hg(y, Z, tn) = h(aZ - by + q)
 k2 hf(y + ki,Zn + 11, t1) = h(z + l)
 12 = ha(y + k1,Z + 1, t+1) = h(a(Zn + l) - b(y + k1) + q+1) (9.3.10)
 = y + (k1 + k2)
 z+1 = Zn + (l + 12)
 Ejemplo 9.6
 Cierto material de forma cUbica, con una masa de M 0.5 kg se pone enel extremo inferior de un resorte sin masa. El extremo superior se fija a unaestructura en reposo. El cubo recibe una resistencia de R = - B dy/dt del aire,
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 donde B es una constante de amortiguamiento (véase Ia figura E9.6). Laecuaciôn de movimiento es
 d2 dMy+By+ky=0, y(0)=1,y'(0)=O (A)
 donde y es el desplazamiento desde Ia posiciôn estática, k = 100 kg/seg2 es Iaconstante del resorte y B = 1 0 kglseg.
 Calcule a mano y(t), para 0 <t < 0.05 mediante el método de Runge-Kutta de segundo orden y h = 0.02 5.
 Calcule y(t), para 0 <t < 10 segundos con el método de Runge-Kuttade segundo orden y h = 0.001.
 Repita el câlculo con B = 0.
 (Soluciôn)
 Podemos escribir Ia ecuaciôn (A) como
 = z f(y, z, t), y(0) = 1
 B kz'= zyg(y,z,t), z(0)=0Sean a = B/M = 20, b = k/M = 200 y g = 0; asi, el método de Runge-Kutta desegundo orden para Ia ecuaciôn (A) toma Ia forma de Ia ecuaciôn (9.3.9).
 a)Paran = 1: t = 0.025
 k1 = hf(y0, z0, t0) = hz0 = 0.025(0) = 0
 '1 = hg(y0, z0, t0) = h( - 20z0 - 200y) = 0.025( - 20(0) - 200(1)) = 5
 k2 = hf(y0 + k1, z0 + '1, t0) = h(z0 + I) = 0.025(0 - 5) = 0.125
 '2 = hg(y0 + k1, z0 + '1' t1) = h[-20(z0 + I) - 200(y0 + k1)]
 = 0.025[-20(0 - 5) - 200(1 + 0)] = 2.5
 Yi = Yo + (0 - 0.125) 0.9375
 z1 = z0 + (-5 - 2.5) = 3.75
 Paran=2: t=0.05
 k1 = hf(y1, z1, t1) = hz1 = 0.025(-3.75) = 0.09375
 = hg(y1, z1, t1) = h(-20z1 - 200y)
 = 0.025[-20(-3.75) - 200(0.9375)] = 2.8125
 tyFigura E9.6 Un sistema de masa-resorte
 (B)

Page 324
                        

304 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 k2 = hf(y1 + k1, z1 + I' t) = h(z1 + I)
 = 0.025(-3.75 - 2.8125) = 0.1640625
 '2 = hg(y1 + k1, z1 + !, t) = h[-20(z1 + I) - 200(y + k1)]
 = 0.025[-20(-3.75 - 2.8125) - 200(0.9375 - 0.093750)J= -0.9375
 Y2 = Yi + (-0.09375 - 0.1640625) = 0.80859
 z2 = z1 + (-2.8125 - 0.9375) = -5.625
 b) y C) En esta parte de los càlculos utilizamos el PROGRAMA 9-1. Abajo semuestran los resultados computacionales después de cada 50 pasos hasta 0.75segundos:
 b) C)
 seg) y (metros) y (metros)
 9.3.2 Método de Runge-Kutta de tercer orden
 Un método de Runge-Kutta más preciso que el anterior es resultado de un esquemade integraciôn numérica de orden superior para el segundo término de la ecuación(9.3.2). Con la regla de 1/3 de Simpson, la ecuación (9.3.2) es:
 +1 = y + [f(y, t) + 4f( +, t +) + f( + + (9.3.11)
 donde Y, + i y + . son estimaciones, puesto que no conocemos v, +. + i.
 Obtenemos la estimación Y I mediante el método de Euler hacia adelante:
 = y + f(y, t) (9.3.12)
 (B=10) (B=0)0 1.000 1.0000.05 0.823 0.7600.1 0.508 0.1550.15 0.238 -0.5230.2 0.066 -0.9510.25 -0.016 -0.9230.3 -0.042 -0.450.35 -0.038 0.2350.4 -0.025 0.8100.45 -0.013 0.9960.5 -0.004 0.7050.55 0.000 0.0750.6 0.001 -0.5900.65 0.001 -0.9730.7 0.001 -0.8890.75 0.000 -0.378
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k3=hf(y+Ok1 +(1 O)k2,tn+h)
 1
 = y,, + + 4k2 + k3)
 Para optimizar 0, desarrollamos k1, k2 y k3 en serie de Taylor:
 k1 = hf
 k2 = hf + h2( + ff) + h(f + 2ff+ ff2)
 (9.3.14)
 + ff2 + (1 - 0)(J + f,f)f,] (9.3.15c)
 donde f y sus derivadas se evaluian en t,. Sustituimos la ecuación (9.3.15) en laecuación (9.3.14) y comparándola con la ecuaciOn (9.3.5), determinamos que 0 =1 es el óptimo, puesto que en este caso la ecuación (9.3.14) coincide con laecuación (9.3.5) hasta el término de tercer orden.
 El desarrollo anterior es más fácil de entendr si se aplica a la ecuación depruebay' = y.
 En resumen, el método de Runge-Kutta con una precision de tercer orden seescribe como
 k1 = hf(y, t)
 k2=hf(Yn+kitn+)
 k3=hf(yk1 +2k2,tn+h)1
 = y,, + (k1 + 4k2 + k3)
 (9.3.16)
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 La estimación Y + 1 es
 n+1 = Yn + hf(y, tn)o bien
 Y + 1 = y,, + hf(y + , t,, )
 o una combinaciôn lineal de ambas
 = y, + h[Of(yn, t) + (1 - O)f(, tn+J)] (9.3.13)
 Donde U es un parámetro que hay que determinar de forma que maximice La pre-cisión del método numérico. Con la ecuaciôn (9.3.13), el esquema global tiene laforma siguiente:
 k1 = hf(y, tn)
 (9.3. 15a)
 (9.3. 15b)
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 9.3.3 Método de Runge-Kutta de cuarto orden
 El método de Runge-Kutta de cuarto orden se obtiene de una manera análoga a ladel tercer orden, excepto que se utiliza un paso intermedio adicional para evaluar laderivada. Podemos escoger de varias formas el esquema de integración numéricaque utilizaremos en la ecuación (9.3.2). El método de Runge-Kutta de cuarto ordentiene una precision hasta el término de cuarto orden del desarrollo de Taylor, por loque el error local es proporcional a h5.
 Las siguientes dos versiones del método de Runge-Kutta de cuarto orden sonlas de uso más popular. La primera se basa en la regla de 1/3 de Simpson y se escribecomo
 k1 = hf(y, t)
 k4 = hf(y + k3, t, + h)
 = y + [k1 + 2k2 + 2k3 + k4]
 La segunda versiOn se basa en la regla de 3/8 de Simpson y se expresa como
 k1 = hf(y, t)
 k2 = +
 2h(9.3.18)
 k4=hf(y+k1k2+k3,t+h)
 = y + [k1 + 3k2 + 3k3 + k4]
 Ejemplo 9.7
 Calcule y(1) resolviendo
 = 1/(1 + y2), y(0) = 1
 por medio del método de Runge-Kutta de cuarto orden, con h = 1.
 (9.3.17)
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 (Soluciôn)
 Hacemos
 f(y t) =1 + y2
 Y Yo = 1 y t0 = 0. Puesto que solo tenemos un intervalo, los cálculos son:
 Yi = Yo + [k1 + 2k2 + 2k3 + k4J
 = 1 + [-0.5 - 2(0.64) - 2(0.6838) - 0.9091] = 0.3238
 Ejemplo 9.8
 Resuelvay'=ty+l, y(0)=0
 mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden ecuaciôn (9.3.17) conh = 0.2, 0.1 y 0.05, respectivamente; evalüe el error para cada h en t = 1, 2, 3,4 y 5.
 (Soluciôn)Los cálculos de este ejemplo se realizaron con el PROGRAMA 9-2. Los resul-
 tados son los siguientes:
 a e.p.: error porcentual.
 Al comparar estos resultados con los del método de Euler, tenemos que el errordel método de Runger-Kutta de cuarto orden, con h = 0.1, es comparable con elerror del método modificado de Euler para h = 0.01. Además, el método deRunge-Kutta de cuarto orden con h = 0.2 es comparable con el método de Eulerhacia adelante para h = 0.001.
 h=0.2 h=0.1 h=0.05y e.p. y e.p. y e.p.a
 1 1.41067 (0.00) 1.4l9 (0.00) 1.41068 (0.00)
 2 8.83839 (0.01) 8.83937 (0.00) 8.83943 (0.00)
 3 112.394 (0.11) 112.506 (0.01) 112.514 (0.00)
 4 3716.42 (0.52) 3734.23 (0.04) 3735.72 (0.00)
 5 330549. (1.71) 335798. (0.15) 336273. (0.01)
 1 1--2
 k1 = hf(y0, t0) = - -(1+1)
 k2=hf(o+to+)= 0.64(1 + (0.75)2) -
 k3 = hf(o + , to + = 0.6838(1 + (0.68)2) =
 0.9091k4=hf(y0+k3,t0+h)= -(1 + (0.3161)2)
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 La aplicación de método de Runge-Kutta de cuarto orden a un conjunto deecuaciones diferenciales ordinarias es análoga a la aplicaciôn del mêtodo de segundoorden. Con ci fin de simplificar la expiicaciôn, consideremos un conjunto de dosecuaciones:
 = f(y, z, t)
 = g(y, z, t)
 El método de Runge-Kutta de cuarto orden para este conjunto es
 k1 = hf(y, Zn, tn)
 1 = hg(y, Zn, tn)
 I k1 11 hk2 =hfYn+,Zn+,tn+
 12 = h(Yn+Zn+,tn +)
 k3 =hf(Yn+Zn +tn+)
 Ejemplo 9.9
 Repita el problema del ejemplo 9.3 con el método de Runge-Kutta de cuar-toordenconh=O.2ir yh=O.05it.
 (Solución)
 Utilizamos el PROGRAMA 9-3 para obtener los siguientes resultados:
 (9.3.19)
 (9.3.20)
 / k2 12 h
 k4= hf(Yn+k3,Zn +13,tn+h)14 = hg(y + k3, Zn + 13, tn + h)
 = y + [k1 + 2k2 + 2k3 + k4] (9.3.21)
 Zn+i = Zn + + 212 + 213 + 14] (9.3.22)
 Inciuso cuando ci nümero de ecuaciones en un conjunto es mayor que dos, cimétodo de Runge-Kutta de cuarto orden es esencialmente ci mismo. En ci PROGRAMA9-3 se da un programa para resolver un conjunto de ecuaciones con ci método deRunge-Kutta de cuarto orden.
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 La comparaciôn de estos valores con los resultados de Ia soluciôn de Euler haciaadelante en el ejemplo 9.3 muestra que Ia precisiOn del método de Runge-Kuttade cuarto orden (incluso con h = 0.2 it ) es significativamente mejor que el méto-do de Euler hacia adelante para h = 0.01 it.
 9.3.4 Error, estabilidad y optimizaciOn del intervalo de Ia reticula
 Los métodos de Runge-Kutta están sujetos a dos tipos de errores: el error de trunca-miento y el de inestabilidad. Como ya se ha analizado, ci error de truncamiento sedebe a la discrepancia entre el desarrollo de Taylor del método numérico y ci de lasolución exacta. El tamaño del error decrece al aumentar el orden del método. Porotro lado, la inestabilidad es un efecto acutnulado del error local, de forma que elerror de la solución crece sin limite al avanzar los intervalos de tiempo.
 Para analizar la estabilidad de un método de Runge-Kutta consideremos laecuación de prueba
 y' = (9.3.23)
 donde a <0. Paray dada, el valor exacto dey + estã dada en forma analItica porpor
 Yn +1 = exp (cxh)y (9.3.24)
 Conviene observar que Lv +11 decrece cuando n (o el tiempo) aumenta, ya que a <0.La solución numérica de la ecuación (9.3.23) mediante ci método de Runge-
 Kutta de cuarto orden esbecomes
 k1 = cthy
 k2 = cth(Yn + = cth(1 +
 k3 = cih(Yn+ ) = xh(1 + h(1 +(9.3.25)
 k4 = cth(y + k3) = cth(1 + h(1 + h(1 + cth)))Y
 yn+i = [i + h + (ch)2 + h) + (cLh)4]Yn (9.3.26)
 Valor exacto h = 0.2ir h = 0.05nt y = cos (t) z = -sen(t) y z y z
 0.5ir 0 -1 1.23E-4 -0.99997 1.32E-6 -0.99999it -1 0 -0.99993 -2.48E-4 -0.99999 -2.65E-6
 1.5n 0 1 -3.72E-4 0.99990 -3.96E-6 0.999992ir 1 0 0.99987 4.95E-4 0.99999 5.29E-63it -1 0 -0.99989 -7.43E-4 -0.99999 -7.94E-66ir 1 0 0.99960 1.49E-3 0.99999 1.57E-58ir 1 0 0.99947 1.98E-3 0.99999 2.11E-5
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 La ecuación (9.3.26) es igual a los primeros cinco términos del desarrollo de Taylorpara el lado derecho de la ecuaciôn (9.3.24) alrededor de t,. El factor
 y = 1 + cth + (h)2 + (cxh) + (9.3.27)
 de la ecuaciôn (9.3.26) aproxima a exp (ah) de la ecuaciôn (9.3.24), por lo que enesta aproximaciôn se originan tanto el error de truncamiento como la inestabilidadde la ecuación (9.3.26).
 En la figura 9.1 se grafican juntos Ia ecuación (9.3.27) y exp (cxh), para p0-derlas comparar. La figura indica que si a < 0 y el môdulo (valor absoluto) de ahaumenta, crece la desviaciôn de y con respecto de exp (ah), por lo que se incrementael error del método de Runge-Kutta. En particular, cuando ah 2.785, el méto-do se vuelve inestable, debido a que el módulo de la soluciôn numérica crece a cadapaso, mientras que el módulo de la solución verdadera decrece en cada paso por unfactor de exp (ah).
 (ah)
 Dominlo estableah
 Figura 9.1 Dominio de estabilidad
 En las aplicaciones prácticas del método de Runge-Kutta, es posible determi-nar el tamaño ôptimo de un intervalo de la retIcula de la manera siguiente. A manerade ejemplo, supongamos que deseamos mantener menor que E. El error local delmétodo de Runge-Kutta de tercer orden. El error local de este método para un inter-valo de prueba h es proporcional a h4, por lo que expresamos el error en la forma
 Eh = Bh4 (9.3.28)
 donde B es una constante que depende del problema dado. Si aplicamos el mismométodo de Runge-Kutta en dos pasos y con h/2 como intervalo de tiempo, el errorresulta ser proporcional a 2(h/2)4, donde el factor de 2 se debe a la acumulación delerror en dos etapas. Asi, se tiene que
 h4 12Eh/2 = 2B() = Bh4 (9.3.29)
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 Restamos la ecuación (9.3.29) a la ecuación (9.3.28), con lo que obtenemos
 Eh - 2Eh/2 = Bh4 - Bh = (9.3.30)
 Podemos evaluar el lado izquierdo de la ecuaciOn anterior mediante un experi-mento numérico (es decir, ejecutamos el esquema dos veces, partiendo del mismovalor inicial). En la primera ejecución, solo se avanza un intervalo, utilizando unvalor d prueba para h. Denotamos el resultado de este cálculo como [yl]h. En la Se-gunda ejecuciOn, [Y2] h/2 se calcula en dos intervalos de tiempo, con h/2 como inter-valo. Usamos los resultados de estos dos cálculos y evaluamos el lado izquierdo de laecuación (9.3.30) como sigue
 Eh - 2Eh/2 = [Y1]h - [Y2]h/2 (9.3.3 1)
 Sustituimos la ecuación (9.3.3l) en la ecuaciOn (9.3.30) y despejamos a B.
 B = ([Y1]h - [y2]h12)/h4 (9.3.32)
 Una vez determinada B, podemos encontrar el h máximo (u Optimo) que satisface elcriterio de Eh sustituyendo Eh = en la ecuación (9.3.28) y despejando h:
 h=P- (9.3.33)
 La teoria que hemos descrito recuerda la integraciOn de Romberg, explicada en lasecciOn 3.2.
 Ejemplo 9.10
 Suponga que el método de Runge-Kutta de cuarto orden se aplica a
 y(0)=1
 determine el tamaño ôptimo de intervalo que satisfaga Eh 0.00001.
 (Soluciôn)
 Para el caso de método de Runge-Kutta de cuarto orden, el error local seexpresa como
 E,, = Bh5 (A)
 El punto de vista es muy parecido al de las ecuaciones (9.3.28) a (9.3.33), ex-cepto que el orden del error es cinco. El error acumulado en dos pasos, con h/2,es 2Eh/2 = 2B(h/2)5. Evaluamos en forma numérica Ia diferencia entre los erro-res de un paso y dos pasos, Eh -
 2E,, - = [Y1]h - [Y2]h/2. (B)
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 En Ia ecuaciôn (B), [Y1]h es el resultado del método de Runge-Kutta de cuartoorden con solo un paso y h; mientras que [Y2]h/2 es el resultado del mismo méto-do con dos pasos y h/2. Sustituimos (A) en (B) y despejamos B.
 B = - [Yl]h/2)/h5 (C)
 En realidad, desarrollamos el método de Runge-Kutta de cuarto orden consolo un paso y h = 1, partiendo de Ia condiciôn inicial dada. Entonces lo ejecuta-mos para dos pasos con h12 = 1/2. Los resultados son
 [Yi]1 = 0.4566667 (un intervalo Unicamente)
 [Y2]1/2 = 0.4559973 (dos intervalos)
 De Ia ecuaciOn (C), obtenemos el valor de B
 B = (0.4566667 - 0.4559973)/(1) = 6.3 x iO (D)
 Sustituimos esto en Ia ecuaciOn (A), con lo que el error local para cualquier h es
 Eh = 6.3 x 104h5
 El máximo h que satisface el criterio dado, Eh < 0.00001, es
 h = (0.00001/6.3 x 10-4)1/5 = 0.44 (E)
 RESUMEN DE ESTA SEccION
 Los métodos de Runge-Kutta se obtienen a! integrar la EDO de primer orden conmétodos numéricos. El método de Runge-Kutta de segundo orden es idéntico almétodo modificado de Euler con dos ciclos de iteraciôn y al método predictor-corrector de segundo orden.Una EDO de orden superior se puede resolver mediante un método de Runge-Kutta, después de transformarla a un conjunto de EDO de primer orden.Los métodos de Runge-Kutta se vuelven inestables si a es negativa y a h excedeun cierto criterio.
 Se puede calcular el error local de un método de Runge-Kutta ejecutándolo dosveces: la primera con un intervalo y un valor de h y la segunda vez con dos inter-valos y h/2.
 9.4 METODOS PREDICTOR-CORRECTOR
 9.4.1 Método predictor-corrector de Adams de tercer orden
 Un método predictor-corrector conSta de un paso predictor y un paso corrector encada intervalo. El predictor estima la solución para el nuevo punto y el corrector me-jora su precision. Los métodos de predictor-corrector utilizan la soluciôn de lospuntos anteriores, en lugar de utilizar puntos intermedios en cada intervalo.
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 'fl-3 "ni "n
 z-3h z=-2h z=h z=O z=hFigura 9.2 Puntos de la reticula utilizados en los mêtodos predictor-corrector
 Para explicar los métodos, consideremos un intervalo de tiempo dividido demanera uniforme y supongamos que hemos calculado Ia soluciOn hasta el tiempo n,por lo que es posible utilizar los valores de y y y' en los tiempos anteriores para cal-culary + .
 Las formulas predictoras y correctoras se obtienen a! sustituir una aproxima-ción polinomial adecuada de y' (t) en la ecuaciOn (9.3.2). El miembro mãs primitivode los métodos predictor-corrector es el de segundo orden, que es idéntico al métodode Runge-Kutta de segundo orden.
 Obtengamos un predictor de tercer orden a! aproximary' = f(y, t) con un po-linomiQ de interpolaciOn cuadrática, ajustado a f'1 v' - 1 y ' - 2:
 y'(z)= 22 [(z + h)(z + 2h)y - 2z(z + 2h)y1 + z(z + h)y2] + E(z) (9.4.1)
 donde z es una coordenada local dada por
 z = t - t
 y E(z) es el error (véase la secciOn 2.3). La ecuaciOn (9.4.1) es la interpolaciOn deLagrange ajustada a los valores y ', y / - 1 y ' - 2 El error del polinomio es
 1E(z) = z(z + h)(z + 2h)yt(),
 En esta ecuación, la derivada del término del error es de cuarto orden, puesto que seha ajustado un polinomio cuadrático a y'.
 La ecuaciOn (9.3.2) se puede reescribir en términos de la coordenada localZ = t - t,, como
 yn+1 = y + y'(z)dz (9.4.3)
 Sustituimos la ecuación (9.4.1) en Ia ecuación (9.4.3) para obtener
 y+i = y + (23y - l6Y-1 + 5Y-2) + 0(h4) (9.4.4)
 La ecuaciOn (9.4.4) recibe el nombre de fOrmula predictora de tercer orden deAdams-Bashforth. El error de la ecuación (9.4.4) se atribuye a la ecuación (9.4.2), el
 (9.4.2)
 0tfl._. 3 tn-2 tni tn tn+i
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 cual se evalüa a! integrar ésta en [0, h]:
 0(h4) =
 En la deducciOn de la ecuación (9.4.4), hay que observar que se usô la ecuación(9.4.1) como extrapolaciOn. Como señalamos en la sección 2.9, la extrapolación esmenos precisa que la interpolación (véanse la sección 2.9 y el apéndice A). Por lotanto, solo utilizamos La ecuación (9.4.4) como un predictor y la escribimos como
 Yn+i = Yn + (23Y - '6Y- i + SY2) + 0(h4) (9.4.5)
 donde la barra superior indica un predictor.Para obtener una fOrmula correctora, se necesita un valor predicho de ' + ,
 denotado por Y' + , el cual se calcula sustituyendo Y, + 1 en y' (t) = f(y, t):
 =fQ+ t±)
 El polinomio cuadrãtico ajustado a Y' + , y y ' - se escribe como
 y'(z) = [z(z + h)±1 - 2(z - h)(z + h)y + z(z - h)y ] + E(z) (9.4.6)
 donde z es la coordenada local definida después de La ecuaciOn (9.4.1). El error deesta ecuaciOn es
 E(z) = (z - h)z(z + h)y1), tn_i < < tn+i
 Sustituimos La ecuaciOn (9.4.6) en La ecuaciOn (9.4.3) para obtener La fOrmula correc-tora
 yn+1 = y + (5± + 8Y - yd + 0(h4) (9.4.7)
 El error es
 0(h4) - - tn i < < t +- 24
 La ecuaciOn (9.4.7) es lafórmula correctora de Adams-Moulton de tercer orden. Elconjunto de ecuaciones (9.4.5) y (9.4.7) se llama método predictor-corrector deA dams de tercer orden.
 Como hemos visto en eL análisis anterior, podemos obtener muchas fOrmulasa! cambiar la eLecciOn de los polinomios de extrapolaciOn e interpolaciOn.
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 En el análisis de los métodos predictor-corrector, hemos supuesto que se dispo-ne de las soluciones para los puntos anteriores. Como ya se explicô, el métodopredictor-corrector de tercer orden necesita tres valores previos de y. Por to tanto,para comenzar con el método, se necesitan las soluciones para n = 0, n = 1 y n = 2;la primera está dada por una condición inicial, pero las otras deben obtenerse porotros medios, como por ejemplo un método de Runge-Kutta.
 Ejemplo 9.11
 Repita el problema del ejemplo 9.8, con el método predictor-corrector deAdams de tercer orden y h = 0.1, 0.01.
 (Soluciôn)
 Puesto que los métodos predictor-corrector no pueden autoinicializarse,utilizamos el método de Runge-Kutta de cuarto orden para obtener Ia soluciOn enlos primeros dos intervalos. Para este cálculo, modificamos el PROGRAMA 9-3 e in-corporamos el método predictor-corrector, por 10 que calculamos Yi ' Y2 me-diante el método de Runge-Kutta; en tanto que el resto 10 calculamos mediante elmétodo predictor-corrector. El programa utilizado es el PROGRAMA 9-4. Los resul-tados computacionales son:
 a e.p.: error porcentual.
 9.4.2 Método predictor-corrector de Adams de cuarto orden
 Podemos escribir el polinomio de interpotaciOn de Newton hacia atrás Lvease taecuaciOn (2.4.14)] dey' en los puntos n, n - 1, n - 2,..., n - m, de ta manerasiguiente:
 g(t) = (_ 1)k (s + k - 1)Aky k
 k=O k
 m /(9.4.8)
 donde
 t - tnh
 t
 h=0.1 h=0.01y (e.p.)a y (e.p.)°
 1 1.41091 (-0.01) 1.41069 ( 0.0000)
 2 8.84404 (-0.05) 8.83943 (-0.0001)3 112.644 (-0.12) 112.514 (-0.0004)4 3740.07 (-0.11) 3736.00 ( 0.0004)
 5 335593 ( 0.22) 336344. ( 0.0009)
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 donde
 bk=f+ k 1k
 )ds
 Los primeros bk SOfl
 b0 = 1
 =
 5b2
 = 12
 3b3 -
 (9.4.10)
 251b4
 = 720
 Por ejemplo, si hacemos m = 2 en la ecuaciOn (9.4.9), obtenemos el predictor de ter-cer orden dado por (9.4.4). Si seguimos el mismo procedimiento para el caso m = 3,obtenemos la fOrmula predictora de cuarto orden:
 n+1 = yn + (55Y - 59Y-i ± 37Y-2 - 9Yn3) + 0(h5)
 donde
 0(h5) = h5y(), t_3 < <tn+1720
 Podemos obtener las formulas correctoras mediante el polinomio ajustado a y' enlos puntos de la reticula, n + 1, n, n - 1,..., n - m + 1. La formula de interpola-ción de Newton hacia atrãs Cs, en este caso (véase la secciOn 2.5):
 k=O( kg(t)
 s + k - 2)AkyF +1k
 (9.4.11)
 (9.4.12)
 Al sustituir esta ecuaciOn en (9.3.2) resulta la fOrmula predictora de Adams-Moulton:
 Yn+ 1 = Yn + h[c0y+1 + c1Ay' +... + CmAmy_m] (9.4.13)
 Sustituimos la ecuación (9.4.8) en la ecuaciOn (9.3.2) para obtener asi la formulapredictora de Adams-Bash fort de orden m + 1:
 = y,, + h[by' + b1y_1 + + bmLmy'n_m] (9.4.9)
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 donde
 Los primeros valores Ck son:
 CkJ"1/S + k _2)
 dso(k
 = 1
 Cl = -
 C2=j1
 = 24
 19
 Si hacemos m = 3 en (9.4.13), obtenemos la formula correctora de Adams-Moultonde cuarto orden:
 = y + (9+ 1 + 19Y - 5Y-1 + Y-2) + 0(h5) (9.4.14)
 donde y = f(y,, t) y
 190(h5) = _öh5y(), t,_2
 El conj unto de ecuaciones (9.4.11) y (9.4.14) recibe el nombre de método predictorcorrector de cuarto orden de Adams.
 9.4.3 Ventajas y desventajas de los métodos predictor-corrector
 Una de sus ventajas es la eficiencia computacional: utilizan la informaciOn de pasosanteriores. De hecho, la funciônf(y, t) se evalüa sOlo dos veces en cada paso, inde-pendientemente del orden del mêtodo predictor-corrector; en tanto que el método deRunge-Kutta de cuarto orden hace la evaluaciOn de fQ', t) cuatro veces en cada in-tervalo. Otra ventaja consiste en que se puede detectar el error local de cada pasomediante un pequeno esfuerzo computacional extra. En la subsecciOn 9.4.4 analiza-mos la técnica para detectar dicho error. Por otro lado, tiene algunas desventajas:
 a) No se puede inicializar por si mismo, debido a que utiliza puntos anteriores. Sepuede utilizar otro método, como el de Runge-Kutta, hasta que se conozcan lassoluciones de un nümero suficiente de puntos.
 C4 =720
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 Debido a! uso de puntos anteriores, no es fácil cambiar el tamaño del intervalo ala mitad del proceso de solución. Aunque se pueden obtener formulas predicto-correctoras para el caso de puntos con espaciamiento no uniforme, los coeficien-tes de las formulas cambian en cada intervalo, por lo que la programación setorna complicada.Este método no se puede utilizar si y' es discontinua. Este caso puede ocurrircuando uno de los coeficientes de la ecuación diferencial cambia de manera dis-continua a mitad del intervalo.
 Sin embargo, es posible resolver las ültimas dos dificultades de la siguiente forma:puesto que el programa predictor-corrector debe contener un método que se inicia-lice por si mismo tal como el de Runge-Kutta--- se pueden volver a retomar loscálculos cuando sea necesario cambiar el tamaño del intervalo 0 S y' se torna dis-continua.
 9.4.4 Análisis del error local y Ia inestabilidad de losmétodos predictor-corrector
 Una de las ventajas del método predictor-corrector es la facilidad para evaluar confacilidad el error local, si se registra la diferencia entre el predictor y el corrector encada paso. Como ejemplo de dicho análisis, consideremos el método predictor-corrector de Adams de tercer orden. Las ecuaciones (9.4.4) y (9.4.7) indican que, enel caso en que .v i v - sean exactas, los valores del predictor-correctorson
 1 = Yn+ 1 exacto - (9.4.15)
 Yn+ 1 = Yn+ 1, exacto + (9.4.16)
 Si suponemos además que los valores de la cuarta derivada en las ecuaciones (9.4.15)y (9.4.16) son idénticos, al restar la ecuación (9.4.16) de (9.4.15) obtenemos
 jn+1 - Yfl+1 = (9.4.17)
 Volvemos a sustituir la ecuación (9.4.17) en la ecuaciOn (9.4.16), con lo que resulta
 Yn + 1, exacto - yn + i (n + 1 - Yn + 1) (9.4.18)
 El lado derecho de la ecuación (9.4.18) es el error local del corrector. El cálculo essencillo debido a que dicho error queda expresado en términos de la diferencia entreel predictor y el corrector. Si se utiliza este algoritmo en cada intervalo, es posiblehacer un seguimiento automático en un programa del error local del método.
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 Analicemos ahora la estabilidad de un método predictor-corrector, conside-rando nuevamente el método predictor-corrector de Adams de tercer orden dadopor las ecuaciones (9.4.5) y (9.4.7). Supongamos que aplicamos el método a laecuación de prueba, dada por
 = cy (94. 19)
 Sustituimos Ia ecuación (9.4.19) en las ecuaciones (9.4.4) y (9.4.7), con to que obte-nemos
 Yn+i =y+(23y-16y_1 +Syfl_2)
 cthyn+1 = y + + 8y - y_)
 Eliminamos +1 en las ecuaciones anteriores y reagrupamos los términos, de lo queresulta
 = ay - a1y_1 - a0y_2donde
 a2 = (1 + 13b + 115b2)a1 = b + 80b2a0 = 25b2
 bcth
 12
 (9.4.20)
 Podemos pensar en la ecuaciOn (9.4.20) como un problema de una ecuación dediferencias con condición inicial, cuya solución analItica se puede obtener de maneraanáloga a la de una ecuación diferencial ordinaria lineal de tercer orden. Dc hecho,la solución analitica de la ecuación (9.4.20) tiene la forma
 = cy (9.4.21)
 donde y es un valor caracterIstico y c es una constante. Sustituimos la ecuación(9.4.21) en la ecuación (9.4.20) para obtener la ecuación caracterjstica:
 y3 + a2y2 + a1y + a0 = 0 (9.4.22)
 La ecuación (9.4.22) es una ecuación polinomial de tercer orden, por to, que tienetres raices, de las cuales dos pueden ser complejas. Denotamos las tres raIces por
 Yi, Y2, Y Y
 Puesto que cada Yl, y y y3 satisface la ecuación (9.4.20), cualquier combinaciônlineal de estas soluciones también es soluciôn de (9.4.20). La solución general de esta
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 ecuaciOn se puede escribir entonces como
 = c1(y1) + c2(y2) + c3(y3) (9.4.23)
 donde c1, c2 y c3 quedan determinados a! dar los valores iniciales de Yo, Yi Y (con-viene recordar que el método predictor-corrector de tercer orden necesita tres valo-res de inicialización).
 La solución exacta del problema original, ecuación (9.4.19), está dada por
 = y(0) exp (ccnh) (9.4.24)
 dondey(0) es la condiciôn inicial dey(t). ,Cómo se relaciona cada uno de los térmi-nos de la ecuación (9.4.23) con la ecuación (9.4.24)? La respuesta es que un términode la ecuaciôn (9.4.23) es una aproximación de la ecuación (9.4.24), pero los otrosdos son irrelevantes para la solución exacta y forman parte del error del esquema.Supongamos que el primer término es la aproximación, mientras que los otros dosforman el error. La inestabilidad del método se relaciona entonces con los dos ülti-mos términos. Si éstos se anulan cuando n crece, no existe la inestabilidad. Si lamagnitud de estos términos se vuelve mayor que la unidad, surge un comportamien-to errãtico de la solución numérica. Esta es la inestabilidad y aparece cuando
 1 0 h'3> 1 o ambos
 Al aplicar el método predictor-corrector a la ecuaciôn (9.4.19), tanto a comoh afectan la inestabilidad. Sin embargo, ya que ambas variables aparecen siemprecomo un producto [véase la ecuación (9.4.20)], podemos considerar a cth como unünico parámetro. En la tabla 9.4 se muestran las raices de la ecuaciôn (9.4.22) paradistintos valores de a h.
 Tabla 9.4 Valores caracteristicos del método predictor-corrector de tercer orden, aplicado a y' (t) = ay(t)
 = /- 1
 exp (ch) Yi
 Porcentajedel error Y2' Y3 Y21' IY3
 0.1 1.1051 1.1051 0 0.006±0.0391 0.040
 0.2 1.2214 1.2214 0 0.014 ± 0.074j 0.075
 0.5 1.6487 1.6477 0.06 0.047 ± 0.15Sf 0.162
 1.0 2.7183 2.6668 1.90 0.108 ± 0.231j 0.255
 1.5 4.4816 4.1105 8.3 0.155 ± 0.266j 0.308
 2.0 7.3891 5.9811 23. 0.190 ± 0.283j 0.341
 2.5 12.1825 8.2705 32. 0.215 ± 0.292j 0.362
 -0.1 0.9048 0.9048 0 -0.003 ± 0.043j 0.043
 -0.2 0.8187 0.8189 0.02 -0.002 ± 0.092j 0.092
 -0.3 0.7408 0.7416 0.1 -0.003 ± 0.14Sf 0.145
 -0.4 0.6703 0.6732 0.43 -0.011 ± 0.203j 0.203
 -0.5 0.6065 0.6147 1.35 0.022 ± 0.26Sf 0.266
 -1.0 0.3678 0.4824 31.2 0.116 ± 0.5881 0.600
 -1.5 0.2231 0.4944 121. 0.338 ± 0.821j 0.889
 -2.0 0.1353 0.5650 419. 0.731 ± 0.833j 1.109
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 En la tabla 9.4, 'i es la raiz relevante para la solución exacta; es decir, es unaaproximaciOn para exp (ah). Las otras dos 'y son ralces irrelevantes. La ültima co-lumna muestra la magnitud de la segunda y tercera raices. Se ye que cuando ah > 0(es decir, a > 0), las magnitudes de Y2 y y3 siempre son menores que ' i. For lo tan-to, Si ii crece, la magnitud del segundo y tercer términos disminuye con respecto alprimero. AsI, no hay inestabilidad en el caso a > 0.
 En la segunda parte de la tabla 9.4, donde a < 0, la raIz relevante 'i siempre esmenor que uno y decrece cuando ah es más negativa. Si la magnitud de ah es muypequena, las raices irrelevantes son menores que la rajz relevante, pero la magnitudde aquéllas sigue aumentando y excede a la magnitud de ésta antes de que ah alcanceel valor 1. La magnitud de la raIz irrelevante es mayor que la unidad aproximada-mente cuando ah = 1.8. Cuando esto ocurre, el segundo y tercer términos de laecuaciOn (9.4.20) muestran un comportamiento errático. Es decir, mientras que elprimer término tiende a cero, los otros divergen de manera oscilatoria. Por lo tanto,existe una inestabilidad del método predictor-corrector de segundo orden en el casoah <-1.8.
 En la tabla 9.4 también aparece una información importante acerca de Ia preci-sión del método predictor-corrector de Adams de tercer orden. Como se analizôanteriormente, la primera rajz Yi de la tabla 9.4 tiende a exp (ah). La discrepancidentre y exp (ah) mide directamente el error local. La tabla muestra que, cuando a> 0, el porcentaje del error es pequeno hasta que ah alcanza el valor 0.5. Si a <0,el porcentaje de error aumenta rápidamente a! crecer ah ; para ah = 0.5, quetodavia está lejos del dominio de inestabilidad, es significativo el porcentaje delerror.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Un método predictor-corrector conSta de un predictor y un corrector.Los predictores de los métodos predictor-corrector de Adams reciben el nombrede predictores de Adams-Bashforth. Se obtienen al integrar una extrapolaciónpolinomial de y' para los puntos anteriores.Los correctores de los métodos predictor-corrector de Adams reciben el nombrede correctoreS de Adams-Moulton y se obtienen al integrar una interpolación p0-linomial de y' para los puntos anteriores más y' (el valor predicho para el nuevopunto).El método predictor-corrector de segundo orden es idéntico a! método de Runge-Kutta de segundo orden.Los métodos predictor-corrector de tercero y cuarto orden no pueden inicializar-se por si mismos. Sin embargo, una vez inicializados, su eficiencia compu-tacional es mayor que la del método de Runge-Kutta. La verificación del error encada intervalo es mãs fácil que en el caso del método de Runge-Kutta.
 9.5 MAS APLICACIONES
 Mostraremos en esta sección cinco aplicaciones de los métodos numéricos paraproblemas con condiciones iniciales. Aunque en toda la Sección utilizamos el méto-
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 do de Runge-Kutta de cuarto orden, éste puede remplazarse por cualquiera de losdemás métodos analizados en este capitulo.
 Ejemplo 9.12
 Una pieza metàlica con una masa de 0.1 kg y 200° C (0 473° K) se cob-ca en cierto momento dentro de un cuarto con una temperatura de 25° C, endonde está sujeta al enfriamiento por convecciôn natural y Ia transferencia de Ca-br por radiaciôn. Bajo Ia hipôtesis de que Ia distribuciôn de temperatura es unifor-me en el metal, Ia ecuaciôn de Ia temperatura se puede escribir como
 = --- [w(297 - T4) + h(297 - T)], T(0) = 473 (A)dt pcv
 donde T es Ia temperatura en grados Kelvin y las constantes son
 p = 300 kg/rn3 (densidad del metal)
 v = 0.001 m3 (volurnen del metal)
 A = 0.25 m2 (area de Ia superficie del metal)
 C = 900 J/kgK (cabor especifico del metal)
 h = 30 J/rn2K (coeficiente de transferencia de cabor)
 = 0.8 (emisividad del metal)
 a = 5.67 x 108 w/rn2K4 (constante de Stefan-Boltzmann)
 (SoluciOn)
 Podemos resolver este problema modificando el PROGRAMA 9-2, el cual uti-liza el método de Runge-Kutta de cuarto orden. A continuaciôn se muestran lastemperaturas calculadas mediante este método para varios vabores de t y h = 1.
 Ejempbo 9.13
 La corriente eléctrica del circuito que aparece en Ia figura E9. 1 3a satisf a-ce Ia ecuaciôn integro-diferencial
 di -fi(r)dr+q(o)=E(t), t>0L - + Ri +dt C
 (A)
 t(seg) T(°K)
 0 47310 418.0
 20 381.730 356.960 318.8
 120 300.0180 297.4
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 donde el circuito se cierra en el instante t = 0; I = 1(t) es Ia corriente (amp); R esuna resistencia (ohm); L, C y E estân dadas por
 L = 200 henry
 C = 0.001 faradio
 E(t) = 1 voltio para t> 0
 las condiciones iniciales son q(0) = 0 (carga inicial del capacitor) e 1(0) = 0. Cal-cular Ia corriente para 0 t 5 seg después de cerrar el circuito (t = 0), conlos siguientes valores de R:
 R=OohmR = 50 ohmR = 100 ohmR = 300 ohm
 Figura E9.13a Circuito eléctrico
 (Solución)
 En primer lugar, definimos
 q(t) = i(t') dt' (B)
 Derivamos (B) para obtener
 dq(t) = 1(t), q(0) = 0 (C)
 Sustituimos Ia ecuaciôn (B) en Ia ecuaciôn (A) y reescribimos
 d R 1 1 E(t)-i(t) = i(t) q(t) +q(0) -:--' '(0) =0 (D)
 Asi, transformamos Ia ecuaciôn (A) en un conjunto de dos EDO de primer orden,las ecuaciones (C) y (D). Modificamos en dos sentidos el PROGRAMA 9-4 paraeste problema (véase Ia nota más adelante). En Ia figura E9. 1 3b se muestra demanera grâfica el resultado del càlculo.
 Nota: a) para Ilevar a cabo los cálculoS de los cuatro casos en una sola eje-cuciôn, incorporamos cuatro parejas acopladas de EDO de primer orden, siendoIa primera pareja correspondiente al primer caso, Ia segunda pareja al segundocaso, etc. Esto es posible debido a que no todas las ecuaciones del programadeben acoplarse matemáticamente. b) Añadimos una rutina de graficaciôn, por loque los cuatro casos tienen una salida gráfica.
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 i(t)
 Ejemplo 9.14
 En Ia figura de abajo se muestra un sistema de tres masas. Los desplaza-mientos de estas tres masas satisfacen las ecuaciones dadas por
 M1y' + B1y + K1y1 - B1y - K2y2 = F1(t)
 -B1y - K1y1 + M2y' + B1y + (K1 + K2)y2 - K2y3 = 0 (A)
 -K2y2 + M3y' + B2y'3 + (K2 + K3)y3 = F3(t)
 0R=100 -
 R=300
 Figura E9.1 3b Gràfica de los resultados obtenidos
 Las constantes y condiciones iniciales son
 K1 = K2 = K3 = 1
 M1=M2=M3=lF1(t)= 1, F3(t) = 0
 B1 = B2 = 0.1
 Yi(0) = Y(0) = Y2(0) = y(0) = y(0) = y(0) = 0
 Resuelva las ecuaciones anteriores mediante el método de Runge-Kutta de cuar-toorden,paraOt 3Osegyh=O.1
 R=
 * R = 50 +
 Figura E9.14a Sistema de masas-resortes
 (constantes de los resortes, kgmls2)(masa, kg)
 (fuerza, Newton)
 (coeficientes de amortiguamiento, kgls)
 (condiciones iniciales)
 M1 M2WvV-1<2
 M3 ParedCE-
 H'-.y1
 B1 -H'-y3
 B2
 K., F3 K3
 -me-
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 6
 E
 Cl)0C
 J3
 0
 Ejemplo 9.15
 Una varilla de 1 .0 m de longitud, colocada en un vacio, se calienta median-te una corriente eléctrica aplicada a Ia misma. La temperatura en los extremosse fija en 273° K. El calor se disipa de Ia superficie mediante Ia transferencia de
 vi
 -
 V3
 10 20 30Tiempo (seg)
 Figura E9.14b Resultado de los câlculos
 (Soluciôn)
 Definimos
 y4=y;, y=y, Y y6=y (B)
 La ecuaciOn (A) se escribe como un conjunto de seis EDO de primer orden, de Iamanera siguiente:
 YiY4 (Cl)
 Y2 = (C2)
 Y'3 Y6 (C3)
 = [B1y - K1y1 + B1y5 + K2y2 + F1] (C4)
 = [By + K1y1 - B1y5 - (K1 + K2)y2 + K2y3] (C5)
 = [Ky - B2y6 - (K2 + K3)y3 + F3] (C6)
 Resolvemos estas ecuaciones modificando el PROGRAMA 9-3. En Ia figuraE9.1 4b se muestran los resultados computacionales.
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 calor por radiación hacia el ambiente, cuya temperatura es 273° K. Con las si-guientes constantes, determinar Ia distribuciôn de temperatura en Ia direcciOndel eje.
 k = 60 W/mK (conductividad térmica)
 Q = 50 W/m (tasa de generaciôn de calor por unidad de
 longitud de Ia barra)
 a = 5.67 x 10-8 W/m2K4 (constante de Stefan-Boltzmann)
 A = 0.0001 m2 (area de Ia secciOn transversal)
 P = 0.01 m (perimetro de Ia varilla)
 (Soluciôn)
 La ecuaciôn de conducciôn del calor en Ia direcciôn del eje x es
 d2Ak--T+Pa(T4-2734)=Q 0<x<1.0dx2
 con las condiciones en Ia fron,tera dadas por
 T(0) = T(1.0) = 273 K
 donde T es Ia temperatura en grados Kelvin.Este problema es un problema con condiciones en Ia frontera (especifica-
 das en x = 0 y x = 1), pero se puede resolver como un problema de condiciOninicial sobre Ia base de prueba y error. Definimos Yi y Y como
 Yi(X) = T(x)
 Y2(X) = T'(x)
 6OO' '<.-< y(0)= 1,300K
 >< y2(0) = 1,220><
 +4-4-,< 4-
 4-
 +
 ><y2(0 1,160 +
 + +
 300-
 Figura E9.15 Resultados obtenidos mediante el método de disparo
 (A)
 500-'
 400-'
 +
 x0 x = im
 200 H
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 La ecuaciôn (A) se puede reescribir como un conjunto de dos EDO de primerorden como Y=Y2 (B)
 Y'2 = o(y - 273) -
 Solo se obtiene una condiciOn inicial, Yi (0) = 273, a partir de las condiciones enIa frontera (y2(0) no se conoce). Por ello, resolvemos a ecuaciOn (A) con valo-res de prueba para y2(0), hasta satisfacer Ia condiciOn en Ia frontera para elextremo derecho, Yi (1) = 273. Este enfoque se llama método de disparo[Rieder/Busby].
 Para este ejemplo, utilizamos el PROGRAMA 9-3 con ciertas modificaciones.Los resultados se grafican directamente en una impresora y se muestran en Iafigura E9. 1 5. Se puede ver que y2(°) = 1160 es demasiado pequeño como es-timaciOn inicial, mientras que y2(0) = 1300 es muy grande. Algün valor de Y2(°)
 entre estos dos dará el resultado Optimo. Después de unas cuantas pruebas, de-terminamos que y2(0) = 1 220 satisface de manera casi exacta Ia condiciôncorrecta en Ia frontera.
 Ejemplo 9.16
 La temperatura de una barra de hierro de 55 cm de longitud perfectamenteaislada es inicialmente de 200° C. En cierto instante, se reduce Ia temperaturadel extremo izquierdo y en t = 0 seg es 0° C. Calcule Ia distribuciôn de Ia tem-peratura cada 100 seg hasta alcanzar los 1000 seg. Las constantes son
 k = 80.2 W/mK (conductividad térmica)
 p = 7870 kg/m3 (densidad)
 C = 447 kJ/kg° K (unidad de calor especifico)
 (SoluciOn)
 En primer lugar, dividimos Ia varilla en once volümenes de control, segünse muestra en Ia figura E9. 1 6a. Si denotamos Ia temperatura promedio deli-ésimo volumen de control mediante T1 (t), Ia ecuaciôn del balance de calor parael i-ésimo volumen de control es
 pcAxA(dT1/dt) = (qr-i - q,)A (A)
 En Ia ecuaciôn (A), q1 es el flujo de calor (tasa de conducciôn de Ia transferenciadel calor por unidad de area de Ia secciOn transversal) en Ia frontera de los volü-menes de control i e I + 1, dados por
 YA(1) YA(2)(J1/(1I//J/JJ Il/I/I /11/
 T0=O T1 T2
 -' r-q q1
 I = 1 //IIIj =x = 0 l*Volumen.1
 de control
 Figura E9.16a Una barra aislada
 YA(1 0)
 /IJ1JJ//1I1!/110. ..-I.-
 q9 q10=O
 1//Ix= 55 cm
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 PROPORCIONE EL INTERVALO DE IMPRESION 0 GRAFICACION (1.1.)100
 PROPORCIONE EL NUMERO DE PASOS EN CADA 1.1. DE X
 PROPORCIONE EL MAXIMO VALOR DE X PARA DETENER EL CALCULO
 Figura E9.16b Resultado de los câlculos
 de
 kq1 = --(T1 - T1) parai = 0, 1,2.....9 (B)
 y
 (C)
 Sustituimos (B) en Ia ecuaciôn (A) y reagrupamos:
 dT. k
 dt _pcAx2_12Ti+Ti+i) (0-1)
 parai=1,2,3.....9ydT10 k
 dt2(T9 - T10) (0-2)
 Podemos considerar Ia ecuaciôn (D) como un conjunto de EDO de primerorden y resolverla mediante uno de los métodos de Runge-Kutta. El conjunto deecuaciones se resolviO utilizando el PROGRAMA 9-3 con ciertas modificaciones.En a figura E9.16b se muestran los resultados obtenidos.
 Notas:a) Podemos ver Ia ecuaciôn (D) como una aproximaciOn mediante semidiferen-
 cias de Ia ecuaciôn de conducciôn de calor (ecuaciôn diferencial parcialparabOlica)
 ÔT(x t)
 con condiciOn inicial T(x, 0) = 2000 C y condiciones en Ia frontera T(0, t) =T(55, t) = 0.
 1005H= 20 T T1 12 110
 t= 100 0 109 170 192 198 200 200 200 200 200 200(seg)200 0 81 141 175 191 197 199 200 200 200 200
 300 0 67 122 160 182 193 197 199 200 200 200
 400 0 58 108 146 172 186 194 198 199 200 200
 500 0 52 99 136 163 180 190 195 198 199 200
 600 0 48 91 127 155 173 186 193 196 198 199
 700 0 44 85 120 147 167 181 190 195 197 198
 800 0 41 80 114 141 162 176 186 192 196 197
 900 0 39 76 108 135 156 172 183 190 194 196
 1000 0 37 72 104 130 152 168 179 187 192 194
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 9.6 EDO RIGIDAS
 9.6.1 Por qué las ecuaciones rigidas son difIciles
 La rigidez se refiere a una pequena constante del tiempo en una EDO. Por ejemplo,sea
 = - LY + S(t), Y(0) = Yo
 donde a> 0. Si s = 0, la solución de esta ecuación es
 y(t) = y0et
 y si s(t) 0, entonces
 y(t) = y0et + et f s()e d
 b) Esta técnica de soluciôn para una ecuaciôn diferencial parcial que emplea unmétodo numérico para las EDO, recibe el nombre de método de IIneas.
 C) Se puede hacer un cambio menor para implantar Ia conductividad térmica de-pendiente del espacio y el tiempo; es decir, recalcular k para cada fronterade los volümenes de control en cada intervalo de tiempo.
 d) El estudio del autor indica que los cálculos con h = 50 seg concuerdan conlos que se obtienen utilizando h = 1 seg, pero el esquema de soluciOn sevuelve nestable con h = 100 seg.
 (9.6.1)
 (9.6.2a)
 (9.6.2b)
 La respuesta del sistema a la condición inicial, asI como a los cambios de s(t) quedacaracterizada por 1/IJ, que recibe el nombre de constante del tiempo.
 Es dificil, y a veces imposible, resolver un problema rigido mediante un méto-do estándar de Runge-Kutta o predictor-corrector. Por ejemplo, si utilizamos el me-todo de Runge-Kutta de cuarto orden para las ecuaciones (9.6.2a y b), el cálculo es
 inestable a menos que h < 2.785/II (véase la subsección 9.3.5). Al hacerse más pe-quena la constante del tiempo, se debe utilizar un intervalo de tiempo cada vez máspequeño. Por ejemplo, si a = 100000 seg-1, h debe ser menor que 2.785/100000= 0.000002785 seg para que se conserve la estabilidad. Los métodos predictores-correctores analizados anteriormente están sujetos a restricciones parecidas.
 Cuando hay que calcular las transiciones muy rápidas de un sistema, escomprensible la necesidad de pequenos intervalos de tiempo. Por otro lado, si s(t) esuna funciôn constante o con variación lenta, la solución cambia muy lentamente, porlo que, de manera natural, deseariamos utilizar intervalos mayores. Sin embargo,los mismos intervalos pequenos de tiempo son necesarios para garantizar la estabilidadde la solución numérica, sin importar qué tan lento sea el cambio real de la solución.
 La rigidez es particularmente critica para un conjunto de EDO [Gear (1971);Gear (1979); Hall/Watt; Fertziger; Kuo]. Si el conjunto de ecuaciones contiene üni-
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 camente una ecuación rigida, la estabilidad del método numérico está determinadapor la menor constante del tiempo de la ecuaciôn más rigida.* Por ejemplo, en el Ca-so de dos ecuaciones,
 y' = y + z + 3 (9.6.3)z= 107z+y
 donde la segunda ecuaciOn tiene una constante del tiempo mucho menor que la de laprimera.
 Se han propuesto varios métodos numéricos que permitan mayores intervalosde tiempo; entre éstos están el método implIcito de Runge-Kutta y el método ra-cional de Runge-Kutta. Examinamos estos dos métodos en el resto de esta sección.
 9.6.2 Métodos implicitos
 Para simplificar el análisis, consideremos un conjunto de dos EDO:
 d =f(y,z,t)(9.6.4)
 z = g(y, z, t)
 Utilizamos laaproximación por diferencias hacia atrás en el lado izquierdo, con loque podemos escribir un esquema implicito como
 yn+i - yn = hf(y+1, Zfl1, tn+i) hfn+i (9.6.5)- Zn = hg(y+1, t+1) hg1
 donde los términos f y g del lado derecho tienen incógnitas, v, + 1 y z, + i.Sify g son funciones no lineales, no podemos resolver la ecuación (9.6.5) en
 forma exacta. Sin embargo, la solución iterativa explicada en la subsecciôn 9.2.3 sepuede aplicar con facilidad [Hall/Watt]. Exhortamos al lector a que intente esta via.Desgraciadamente, no es eficiente en términos computacionales para un sistemagrande EDO. Un punto de vista mãs eficiente es linealizar las ecuaciones mediantedesarrollos de Taylor [Kubicek; Constantinides]. El desarrollo de Taylor defk +
 en torno de tn es
 +1 = In + fAy + fz + f(9.6.6)
 = g,, + gRAy + gz\z + gh
 * En términos mãs estrictos, la constante del tiempo es un valor propio del sistema, por lo que noes Ufl valor asociado con ninguna de las ecuaciones individuales del conjunto. Sin embargo, si una de lasecuaciones es mucho más rigida que las demás, esta ecuación determina la minima constante del tiempo ytiene poca influencia de las demás.
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 donde
 [1 - hf[ hg
 o, en forma más compacta,
 VLD = vector del lado derecho de la ecuación (9.6.8a)J = la matriz jacobiana definida por
 J=[fy f[g g
 I = matriz identidad= col (Ay, Az)
 Resolvemos la ecuación (9.6.8) mediante la eliminación de Gauss. El métodoimplIcito es incondicionalmente estable, a menos que los efectos no lineales provo-quen la inestabilidad.
 El método se ha extendido a un conjunto grande de EDO simultáneas. Losmétodos de Gear [Gear, 1971], disponibles en Ia biblioteca NAG [NAG], utilizanaproximaciones por diferencias hacia atrás de orden superior con un espaciamientovariable en la reticula.
 9.6.3 Método exponencial
 Varios investigadores han propuesto y utilizado la transformación exponencial y elajuste exponencial para resolver EDO rIgidas. En esta subsección daremos sOlo unabreve introducciOn de las ideas básicas de los métodos exponenciales.
 Para explicar el principio en ci que se basan,consideremos una sola EDO deprimer orden:
 = f(y, t) (9.6.9)
 donde, para hacer ci análisis más sencillo, suponemos quef no inciuye a t en formaexplIcita.
 hf 1 [Ay1-
 [hf + h2f,(9.6.8a)1 - hgj[Az] [hg + h2g
 (I - hJ)AJ = VLD (9.6.8b)
 donde
 = yn+1 - yn, LZ = Z+i - Zn (9.6.7)
 Sustituimos la ecuación (9.6.6) en la ecuación (9.6.5); utilizamos ademãs la ecuación(9.6.7) para obtener
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 Al sumar cy a ambos lados de la ecuación (9.6.9), obtenemos
 y'+cy=f(y,t)+ cy (9.6.10)
 donde c es una constante. Si usamos ect como factor integrante, la ecuación(9.6.10) se integra en el intervalo [ta, t, + ] de Ia manera siguiente:
 y(t±1) = ye + 5° [f(y(t + ), t + ) + cy(t + )]ec(_d (9.6.11)
 donde + i = t, + h. La ecuación (9.6.11) es exacta, sin importar la elección de c.Se pueden obtener varios esquemas numéricos distintos si introducimos una
 aproximación para f + cy en el integrando. Sin embargo, la precision de una in-tegraciOn aproximada se ye afectada entonces por el valor de c. Para determinar unvalor apropiado de c, escribimos y como
 y(t) = y,, + 5y(t) (9.6.12)
 Sustituimos la ecuación (9.6.12) en la ecuaciOn (9.6.9), de lo que resulta
 5y' = f(y + 5y)
 = f,, + (f),,öy + O(äy2) (9.6.13)
 Ignoramos el término del error de segundo orden, con lo que podemos escribir laecuación (9.6.13) en la siguiente forma equivalente:
 y' - (f)y = - (f)y (9.6.14)
 que es una aproximación linealizada de la ecuaciOn (9.6.9) en torno de t = t,. Si ha-cemos c igual a
 C = -(f) (9.6.15)
 en la ecuaciOn (9.6.10), entonceS êsta queda idéntica a la de la ecuación (9.6.14). Uti-lizamos
 y" = f' = fy' = ff (9.6.16)
 Podemos expresar la ecuación (9.6.15) también como
 c= -(f'/ft, (9.6.17)
 Obtenemos un esquema numérico explIcito aproximando los términos de losparéntesis cuadrados de la ecuaciOn (9.6.11) por
 [f(y, t,, + c) + cy(t + )] f,, + cy, (9.6.18)
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 Puesto que el lado derecho de la ecuación (9.6.18) es constante, la ecuación (9.6.11)se reduce a
 yn+i = ye + (1/c)(1 - e)[f + cy]
 = Yn + hL[ _Chl (9.6.19)
 que se conoce como el método ajustado en forma exponencial [Bui; Oran; Hetric;Fergason/Hansen]. Este método no solo es incondicionalmente estable, sino quetambién garantiza que la solución es positiva si se espera que Ia soluciOn sea positiva.
 Los errores de La ecuación (9.6.19) provienen de la aproximaciOn de laecuación (9.6.18). En el resto de esta subsección desarrollamos un método más pre-ciso mediante un procedimiento iterativo. Con base en la ecuación (9.6.19), pode-mos plantear el siguiente predictor de y(t) para t < t < t,, +
 - e_un, =ttn
 ypara t+1,
 1n+i=n+[ ]fn
 (9.6.20)
 Sustituimos la ecuación (9.6.20) en (9.6.11), para obtener
 = + 5Ø [f(j(t + ), t + ) - f + cy(t + ) - cyn]ecd (9.6.21)
 El segundo término de la ecuación (9.6.2 1) es una corrección de la ecuaciOn (9.6.20)y se puede evaluar de las siguientes formas:
 Mediante la integración analitica, cuando sea posible.Con la aproximación de los términos en los paréntesis cuadrados mediante unainterpolaciOn lineal.Al usar la integración con la regla del trapecio.
 El enfoque a) no es fácil, a menos quef sea una función sencilla, por lo que no
 lo tomaremos en cuenta. Para examinar b), la interpolación lineal de la parte entre
 paréntesis se escribe como
 [f((t + )) - f, + cy(t + ) - cy] B (9.6.22)
 donde
 B - f + c(y+1 - y)h
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 Al sustituir la ecuación (9.6.22) en la ecuación (9.6.21), el corrector es
 Bh2 (1 - e_)Yn+1 = Yn+i + ch \ ch (9.6.23)
 Si utilizamos Ia regla del trapecio, el corrector queda
 Bh2yn+1 = yn+1 + -i-- (9.6.24)
 lo que coincide con la ecuación (9.6.23) en el limite de ch 0.El segundo término de (9.6.23) o (9.6.24) es una corrección de la ecuación
 (9.6.19). Para calcularlo, primero evaluamos la ecuación (9.6.19) y después el Segun-do término.
 La extension del método exponencial a un conj unto de ecuaciones no linealeses directa, con un procedimiento esencialmente idéntico al de una ünica ecuaciOn.Una vez obtenidos los predictores de todas las variables, se evalüa entonces el segun-do término de la ecuaciOn (9.6.23) o (9.6.24).
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Una EDO es rigida si la constante del tiempo es pequena yf'/f < 0 (si existe eltérmino no homogéneo, Ia soluciOn tiende a cero). Si se utiliza un método numé-rico estándar, como los de Runge-Kutta o predictores-correctores, se necesita unpequeño intervalo de tiempo aun cuando la soluciOn vaya cambiando en formalenta
 Para atenuar la dificultad de las EDO rIgidas, se presentan dos métodos, elimplIcito y el exponencial.
 PROGRAMAS
 PROGRAMA 9-1 Método de Runge-Kutta de segundo orden
 A) Explicaciones
 Este programa calcula la soluciOn de la EDO de segundo orden que aparece en elejemplo 9.6 mediante el método de Runge-Kutta de segundo orden.
 Las constantes dadas en el ejemplo 9.6, se definen en las instrucciones DATA.Las condiciones iniciales estãn dadas en YB y ZB. Los resultados obtenidos se impri-men después de cada 50 pasos.
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 Variables
 Y, Z: y y z para un nuevo pasoYB, ZB: y y z del paso anterior
 BM, KM: a y b en la ecuación (9.3.10)
 Listado
 C CSL/F9 -1 . FOR ESQUEMA DE RUNGE-KUTTA DE SEGUNDO ORDENC (SOLUCION DEL PROBLEMA DEL EJEMPLO 9.6 INCISO b)
 PEAL*8 M,K,K1,K2,L1,L2,KMPRINT * 'CSL/F9 -1 ESQUEMA DE RUNGE-KUTI'A DE SEGUNDO ORDENDATA T, K, M, B, Z, Y, H
 % /0.0,100.0, 0.5, 10.0, 0.0, 1.0, 0.001/PRINT *, T Y Z'
 PRINT 1,T,Y,ZFORMAT( F10.5, 1P2E13.6)KM=K/ MBM'B/MDO N1,20
 DO KOtJNT=1,50T='I' +H
 K1=H* ZL1=-H*(BM*Z + *y)
 K2=H* (z±L1)L2=-H*(BM*(Z+L1) + y*(y+K1))Y=Y+ (K1+K2) /2Z=Z+ (L1+L2) /2
 END DOPRINT 1,T,Y,Z
 END DOEND
 Ejemplo de salida
 CSL/F9 -1 ESQUEMA DE RUNGE-KUTTA DE SEGUNDO ORDENT Y Z
 0.00000 1.000000E+00 0.000000E+000.05000 8.230488E-01-5.815448E+000.10000 5.083122E-01-6.190855E+000.15000 2.383530E-01-4.451182E+000.20000 6.674805E-02-2.461108E+000.25000-1.662533E-02-9 .825372E-010.30000-4.225293E-02-1.406029E-010.35000-3.886459E-02 2.117637E-010.40000-2 .582995E-02 2.771569E-010.45000-1. 320036E-02 2. 171473E- 010.50000-4.550497E-03 1.292080E-010.55000 1.172962E-05 5.766744E-020.60000 1.686464E-03 1.385871E-020.65000 1.791016E-03-6.460617E-030.69999 1.286237E-03-1.197583E-020.74999 7.104116E-04-1.037225E-020.79999 2.831070E-04-6.636304E-030.84999 4.004550E-05-3.249089E-030.89999-6.151515E-05-1.017550E-030.94999-8.021756E-05 1.119957E-04
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 PROGRAMA 9-2 Esquema de Runge-Kutta de cuarto orden
 Explicaciones
 Es un programa de Runge-Kutta de cuarto orden para resolver una ecuación diferen-cial de primer orden. Antes de ejecutar el programa, el usuario debe definir laecuación diferencial ordinaria a resolver, en el subprograma FUN. Cuando se ejecu-ta el programa, se le pregunta a! usuario el nümero de pasos, I, en el intervalo deimpresión de t, denotado por TD. Entonces, el intervalo del tiempo se hace igual ah TD/I. También se pregunta a! usuario el máximo t en el que debe evaluarse Iasolución.
 La condición inicial para y en t = 0 se plantea en el programa. Los valores dek, j = 1, 2, 3 y 4 se calculan mediante la subrutina. El cálculo se detiene cuando seexcede XL (el valor 'máximo de t especificado en la entrada).
 Variables
 H: intervalo de tiempo, hF: f(y, t) de la ecuación (9.3.1)
 Ki, K2, K3 y K4: k1, k2, k3 y k4, respectivamenteY: y
 YA: y en el subprograma que define a la ecuación diferencialX:t
 XA: t de la ecuación diferencial en el subprogramaXL: valor máximo de tTD: intervalo de impresión de t (la solución se imprime después de
 cada incremento de t por TD).
 Listado
 C CSL/F9 -2 . FOR ESQUEMA DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDENC (VEASE EL EJEMPLO 9.8)
 REAL K1,K2,K3,K4PRINT *PRINT*, 'CSL/F9 -2 ESQUEMA DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN'PRINT *PRINT * ' INTERVALO DE IMPRESION DE T?'
 PEAL) *, XPRPRINT * 'NUMERO DE PASOS EN UN INTERVALO DE IMPRESION?'
 READ *,PRINT *,' ,T MAXIMO?'
 READ *, XLY=O ! Aqui se fija el valor inicial de la solución.HXPR/ I H es el mtervalo del tiempoPRINT *, 'H=', HXPO ! Se inicializa el tiempoHH=H/2PRINT *
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 PRINT *'PRINT *,' TPRINT *,IPRINT 82, XP,Y
 82 FORNAT( 1X,F10.6, 7X,1PE15.6)30 DO J 1, I ! Avanza I pesos en cads intervalo de impresión
 XB=XPXP=XP+HYN=YXM=XB+HHK1=H*FUN (xB, YN)K2=H*FUN(YN+K1/2 , XM)
 K3=H*FUN (YN+K2/2 , XM)K4=H*FUN(YN+K3 , XP)
 Y=YN + (K1+K2*2+K3*2+K4)/6END DOPRINT 82, XP,YIF (XP.LE.XL) GO TO 30PRINT *PRINT *, SE HA EXCEDIDO EL LIMITE DE X I
 PRINT *200 PRINT*
 PRINT*, 'OPRIMA 1 PARA CONTINUAR 00 PARA TERMINARPEAD *,KIF(K.EQ.1) GOTO 1PRINT*END
 C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
 FUNCTION FUN (X, Y)FUN = X''Y+1RETURNEND
 D) Ejemplo de salida
 CSL/F9 -2 ESQUEMA DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN
 ,INTERVAL0 DE IMPRESION DE T?1NUMERO DE PASOS EN UN INTERVALO DE IMPRESION10,T MAXIMO?11H= 0.1000000
 T Y
 0.000000 0. 000000E+001. 000000 1. 410686E+002 . 000000 8.83937 OE+002.999999 1. 125059E+023 .999998 3 .734233E+034 .999998 3.35797 3E+055.999997 8. 194363E+076 .999996 5 .419219E+107.999995 9 .693210E+138 .999998 4. 676607E+17
 10 - 000002 6. 064899E+2111.000006 2 .105243E+26
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 PROGRAMA 9-3 Método de Runge-Kutta de cuarto ordenpara un sistema de EDO
 A) Explicaciones
 Este programa se diseñô para resolver un conjunto de cualquier nümero deecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, aunque los datos muestra sonlos del ejemplo 9.5.
 En el subprograma FUNCT se define el conjunto de ecuaciones diferencialesordinarias de primer orden a resolver. En el programa principal se definen el nümerode ecuaciones IM, asi como los IM valores de las condiciones iniciales. Para correr elprograma con un nuevo problema, el usuario debe cambiar las ecuaciones enFUNCT, el valor de IM y las condiciones iniciales. La estructura del programa esesencialmente idéntica a la del PROGRAMA 9-2, pero se calcula cada paso intermedioen un ciclo DO para el nümero IM de ecuaciones.
 B) Variables
 y
 z
 Y(I): I-ésima incognitaYN(I): yparaI= 1 y znparal= 2, etc.YA(I): y,, + k1/2 o y, + k2/2 o y, + k3paral= 1;
 z,, + l/2 o z,, + 12/2 0 z,, + l3para 1= 2;K(J, 1), J = 1, 2, 3, 4: k1, k2, k3, k4
 K(J, 2), J = 1, 2, 3, 4: 1, 12, 13, 14
 K(J, M), J = 1, 2, 3, 4: similar a lo anterior para la M-ésima ecuaciOn diferencialIM: nümero de ecuaciones en el conjuntoNS: nümero de intervalos de tiempo en un intervalo de impre-
 siOn, TDXP: limite máximo de tTD: intervalo de impresiOn para t
 C) Listado
 C CSL/F9 -3. FOR ESQUEMA DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDENC PARA UN CONJUNTO DE ECUACIONESC (VEASE EL EJEMPLO 9.9)
 DIMENSION YA(O:1O), YN(O:lO), EK(O:4,O:1O),Y(O:1O)PRINT *PRINT *, 'CSL/F9 -3 ESQUEMA DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN'PRINT *,' PAR.A UN CONJUNTO DE ECUACIONES'1M2 ! Nümero de ecuaciones
 = 1 ! Condición inicial para y - 1 en t = 0= 0 ! Condición inicial para y - 2 en y = 0.
 1 PRINT *PRINT * 1INTERVALO DE IMPRESION DE T?pJ) *,pIPRINT *, 'NUMERO DE PASOS EN UN INTERVALO DE IMPRESION DE T?'P.ED *,NS
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 PRINT *, ,T MAXIMO PARA DETENER LOS CALCULOS?'pi *,XLH= PuNSPRINT *,' H= ',HxP=oHHH/2PRINT *LI = 0 ! Imcialización del mImero de lineaPRINT*,'LINEA T Y(1),WRITE (*,98) LI,XP, (Y(I),I=1,IM)
 28 LILI+1DO N=1,NS
 XB=XP ! Tiempo anteriorXPXP+H Tiempo nuevoXN=XB + HH Tiempo en el punto medioJ 1 Esta parte calcula k 1.DO I=1,IM
 YA (I) =Y (I)END DOXAXBCALL FUNCT(EK,J,YA,H)J=2 ! Esta parte calcula k-2.DO I=1,IM
 YA(I)=Y(I) +EK(1,I) /2END DOXA=XMCALL FUNCT(EK,J,YA,H)J=3 1 Esta parte calcula k-3.DO I=1,IM
 YA(I)Y(I) +EK(2,I) /2END DOXA=XM
 CALL FtJNCT(EK,J,YA,H)J=4 ! Esta parte calcula k-4.DO I=1,IM
 YA(I)=Y(I) +EK(3, I)END DOXAXPCALL FUNCT(EK,J,YA,H)
 DO 11, IM ! Esquema de Runge-Kutta de 4o. ordenY(I)=Y(I)+(EK(1,I)+EK(2,I)*2+EK(3,I)*2+EK(4,I))/6
 END DO
 END DOWRITE (*,93) LI,XP, (Y(I),I=1,IM)
 98 FORMAT(1X, 12, F10.6, 2X, 1P4E16.6/(15X,1P4E16.6))IF (XP .LT. XL) GOTO 28
 200 PRINT*PRINT*, OPRIMA 1 PARA CONTINUAR 00 PARA TERMINAR'READ *,KIF(K.EQ.1) GcYrO iPRINT *END
 C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ** * * * * * * * * * * * * * *
 SUBROUTINE FUNCT (EK, J, YA, H)DIlNSION EK(0:4,0:10),YA(O:1O)EK(J, 1)=YA(2) *HEK(J,2)-YA(1) *HRETURNEND
 DEFINE UN CONJUNTO DE ECUACIONES
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 D) Ejemplo de salida
 CSL/F9-3 ESQUEMA DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDENPARA UN CONJUNTO DE ECUACIONES
 INTERVALO DE IMPRESION DE T?0.5NUMERO DE PASOS DE UN INTERVALO DE IMPRESION DE T?
 2T MAXIMO PARA DETENER LOS CALCULOS?
 PROGRAMA 9-4 Método predictor-corrector de tercer orden
 Explicaciones
 Este programa resuelve una ecuación diferencial ordinaria de primer orden medianteel método predictor-corrector de tercer orden. Se utiliza el método de Runge-Kuttade cuarto orden para la inicialización.
 En el subprograma FUNC se define la ecuación que se resolverá. La estructuradel programa es muy parecida a la del PROGRAMA 9-2, excepto por lo siguiente: en losprimeros dos intervalos, se utiliza el método de Runge-Kutta de cuarto orden; a par-tir del tercer intervalo, se ignora el esquema de Runge-Kutta pero se utiliza elesquema predictor-corrector de tercer orden.
 Variables
 Y: función desconocida yXA, YA: t yy, respectivamente
 X:tI: nümero de pasos en un intervalo de impresión
 N: indice para contar los pasosH: intervalo de tiempo (H = 1/I)
 5.1H= 0.2500000
 LINEA T Y(2)0 0.000000 1. 000000E+00 0. 000000E+001 0.500000 8 .775873E- 01 -4 .794100E-012 1.000000 5. 403255E- 01 -8.414482E-013 1.500000 7.0784 08E- 02 -9 .974816E-014 2.000000 -4. 160835E- 01 -9. 093117E- 015 2.500000 -8 .010826E-01 -5.9852 58E- 016 3.000000 -9. 899591E- 01 -1. 412116E- 017 3.500000 -9 .364737E-01 3.506708E-018 4.000000 -6.537 223E- 01 7. 566990E- 019 4.500000 -2. 109293E- 01 9 .774704E-01
 10 5.000000 2. 835002E- 01 9.58937 2E-0111 5.500000 7 . 085202E- 01 7. 056382E- 01
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 F:fdey' =f(y,t)XL: ilmite máximo de tTD: intervalo de tiempo para la impresión
 C) Listado
 C CSL/B9 -4 .FOR METODO PREDICTOR-CORRECTOR DE TERCER ORDENREAL*8 K1,K2,K3,K4PRINT *, 'CSL/B9 -4 METODO PREDICTOR-CORRECTOR DE TERCER ORDEN'PRINT *, ',INTERVALO DE TIEMPO PARA IMPRIMIR LA SOLUCION?READ *, TDPRINT * ',NUMERO DE PASOS EN UN INTERVALO DE IMPRESION?'PEAD * IPRINT *, ' ,LIMITEDET?READ *,H=TD/I ! Intervalo de tiempoHH=H/2PRINT *, ' Tamaño del paso =', hY 0 I Condición micial de la soluciónYB=0TN=0FC=0FB=0G=H/12PRINT *PRINT *, SoluciónPRINT *, t
 CALL FtJNC(FA,0.0, Y)N=0
 30 DO J 1, I I En este ciclo se avanzan I pasos del tiempoNN+ 1 1 Conteo de los pesos del tiempoFD=FCFC=FBFBFATB=TNTN=TB+HTM=TB + HH
 IF (N. LE. 2) THEN I Runge-Kutta de 40. ordenCALL FUNC(F,TB,Y)
 K1=H * F
 CALL FUNC(F,TM,Y+K1/2)K2=H*FCALL FUNC (F, TM, y+K2/2)
 K3=H*FCALL FUNC (F, TN, Y+K3)
 K4=H* FY=Y + (KI + K2*2 + K3*2 + K4)/6
 ELSE 1 Método predictor-corrector de tercer ordenYP=Y+G* (23*FB-16*FC+5*FD) ! predictor
 CALL FUNC(FP,TN,YP)Y =Y+G*(5*FP+8*FB-FC) ! corrector
 END IFCALL FUNC(FA,TN,Y)
 END DOPRINT *, TN, YIF (Th.GT.TMAX) STOPGO TO 30END
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 C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
 SUBROUTINE FUNC (F,T,Y)110 FT*Y+1
 RETURNEND
 D) Ejemplo de salida
 CSL/B9 -4 METODO PREDICTOR-CORRECTOR DE TERCER ORDENINTERVALO DE TIEMPO PARA IMPRIMIR LA SOLUCION?
 1NTJMERO DE PASOS EN UN INTERVALO DE IMPEESION?
 10LIMITE DE T?
 5Tamafio del paso = 0.1000000
 Soluciónt y
 1.000000 1.4109102.000000 8.8441462.999999 112.64423.999998 3740.0714.999998 335593.3
 PROBLEMAS
 9.1) Resuelva los siguientes problemas en 0 t 5 mediante el método de Euler haciaadelante y h = 0.5, haciendo las operaciones a mano. Repita lo anterior con h = 0.01 y unacomputadora (escriba usted mismo un programa breve). Evalüe los errores por comparacióncon los valores exactos que se dan a continuación:
 Soluciôn exacta
 Define la ecuación diferencial
 0 1.0000 1.0000 0.5000 1.0000 1.00001 1.33 13 0.2088 0.4482 0.5000 0.61472 0.7753 0.06890 1.7969 0.3333 0.74583 0.4043 2.4955E-2 4.9253 0.2500 0.49934 0.2707 9.1610E-3 9.9725 0.2000 -0.27145 0.2092 3.3692E-3 16.980 0.1666 -2.2495
 a) y' + ty = 1, y(0) = 1
 b) y' + 3y = et, y(0) = 1
 c) y' = (t2 - y(0) = 0.5
 d) y' + II = 0, y(0) = 1
 e) y' + 1y1112 = sen (t), y(0) = 1
 a Sugerencia: la soluciôn de b) podria oscilar con h =0.5, pero de todas formas se le exhorta a realizarlo.
 Caso a C d e
 y y y y y
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 ler:
 9.2) Resuelva
 y"(t) - 0.05y'(t) + 0.15y(t) = 0, y'(0) = 0, y(0) = 1
 y determine los valores dey(l) yy(2) mediante el método de Euler hacia adelante con h = 0.5.9.3) Resuelva los siguientes problemas en 0 t 5 mediante el método de Euler hacia
 adelante, con h = 0.1 y h = 0.01 (escriba su propio programa). Evalüe los errores usando lassiguientes soluciones exactas:
 y" + 8y = 0, y(0) = 1, y'(0) = 0
 y" - 0.01(y')2 + 2y = sen(t), y(0) = 0, y'(0) = 1
 y" + 2ty' + ty = 0, y(0) = 1, y'(0) = 0
 (et + y)y" = t, y(0) = 1, y'(0) = 0
 Soluciôn exacta
 9.4) Resuelva las ecuaciones siguientes para 0 < t < 5 con el método modificado de Eu-
 = -3y + 7z + 2t, y(0) = 1
 7z' = - 2y + 8z, z(0) = 0
 Utilice h = 0.01 y h = 0.001.9.5) Un depôsito cónico contiene agua hasta 0.5 m de altura a partir del fondo. El depó-
 sito tiene un orificio, en el fondo, de 0.02 m de radio. El radio del depósito está dado por r =0.25y, donde r es el radio y y es La altura medida desde el fondo. La velocidad del agua quepasa por el orificio está dada por v2 = 2gy, donde g = 9.8 m/seg2. Por medio del método deEuler hacia adelante (h = 0.001 seg), calcule cuántos minutos se tardará en vaciar el depôsito.
 9.6) En La figura P9.6 se muestra un circuito, el cual tiene una autoinductancia de I =100 henrys, una resistencia de R = 2 ohms y una fuente de voltaje de CD de 10 voltios. Si elcircuito se cierra en el instante t = 0, la corriente 1(t) cambia segün La formula
 L 1(t) + RI(t) = E, 1(0) = 0
 ) Determine La corriente I en t = 1, 2, 3, 4 y 5 seg mediante el método de Euler haciaadelanteyh = 0.01.EvalOe el error, comparando la soluciôn numérica con La solución analitica, dadapor 1(t) = (E/R)(1 _e_Rt/'.).Analice el efecto de h, repitiendo los cálculos anteriores pero con h = 0. 1.
 t
 Caso a
 y
 b
 y
 c
 y
 d
 y
 0 1.0 0.0000 1.0000 1.00001 -0.9514 0.8450 0.8773 1.06292 0.8102 0.9135 0.5372 1.36533 -0.5902 0.1412 0.3042 1.8926
 4 0.3128 -0.7540 0.1763 2.55895 -0.0050 -0.9589 0.1035 3.2978
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 Figura P9.6 Circuito eléctrico
 9.7) Un tubo con forma de U y 0.05 m de radio se ilena con agua, pero con una divisionde forma que el nivel del agua en La parte vertical de La izquierda es 0.2 m más alto que el de Laparte vertical derecha. En el instante t = 0 se retira Ia divisiOn. El nivel del agua de La parteizquierda yA, medido desde el plano intermedio entre las dos superficies, satisface LaecuaciOn
 Ly = -2gydonde L es La longitud total del agua en el tubo que se supone mide im mientras que g =9.8 m/seg2. Si se desprecia La fricciôn en el tubo, calcule el nivel del agua por medio del méto-do de Euler hacia adelante para 0 < t < 10 seg y determine cuándo alcanza YA su máximo ysu minimo. Utilice h = 0.001.
 9.8) Repita el problema anterior, suponiendo La existencia de fricciOn en el tubo de for-ma que La ecuación de movimiento es
 Ly' = - I3Y
 donde $ = 0.8 m/seg. Use h = 0.001.9.9) La densidad numérica (nOmero de átomos por cm3) del yodo-135 (radioisOtopo) sa-
 tisface La ecuaciOnN(t) = X1N(t)
 donde N(t) es La densidad numérica del yodo-L35 y X, es su constante de decaimiento, igual a0.1044 hrs - Si N1(0) = i0 átomos/cm3 en el instante t = 0, calcule N,(t) en t = 1 hora me-diante el método modificado de Euler. Haga h igual a 0.05 de hora.
 9.10) El producto del decaimiento del yodo-135 (véase el problema anterior) es el xenOn-135; también es radiactivo. Su constante de decaimiento es = 0.0753 hrs1. La densidadnumérica del xenOn satisface La ecuaciOn
 N(t) = - AN(t) + A1N(t)
 donde N es La densidad numérica del xenOn y N1 es La densidad numérica del yodo, definidaen el problema anterior. Suponga que N(0) = 0 y desarrolle un programa para calcular N, yN con base en el método modificado de Euler. (Puesto que las ecuaciones diferenciales sonlineales, utilice Las soluciones que más se aproximen a cada intervalo de tiempo.) Imprima LasoluciOn para cada 5 horas y hasta alcanzar las 50 horas. Use h = 0.1 hora.
 9.11) Calculey(l) resolviendo La ecuaciOn siguiente mediante el método de Runge-Kuttade segundo orden, con h = 0.5:
 y(0)=1
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 9.12) Calcule y(2) para Ia ecuaciôn siguiente por medio del método de Runge-Kutta desegundo orden, con h = 1:
 mediante el método de Runge-Kutta de segundo orden, con h = 0.5 y evalüey(1) yy'(l).9.15) Un problema de una ecuación diferencial ordinaria con condición inicial está dado
 pory"=y, y(0)=l
 y'(0) = y"(0) = 0
 Calcule y(0.4) por medio del método de Runge-Kutta de segundo orden, con h = 0.2.9.16 a) Un tanque de 50 galones de agua contiene sal con una concentraciôn de 10 on-
 zas/galôn. Con el fin de diluir el contenido de sal, se suministra agua pura a razón de2 galones/minuto. Si el depOsito tiene una mezcla uniforme y la misma cantidad deagua que entra sale del depósito cada minuto, la concentración de sal satisface
 y'1(t) = y(0) = 10
 donde y1(t) es la concentración de sal en onzas/galôn y I es el tiempo en minutos.Utilice el método de Runge-Kutta de segundo orden con h = 1 minuto para determi-nar cuánto tiempo debe transcurrir para que la concentración de la sal sea 1/10 de suvalor inicial.
 b) El agua que sale del tanque entra a otro tanque de 20 galones, en el cual también sevierte agua pura a razón de 3 galones/minuto y se mezcla bien. La concentración deIa sal en el segundo tanque satisface
 y(t) = y2(t) + y(t), Y2(°) = 0
 donde Yi (I) es la concentración de sal del tanque de 50 galones del problema anterior. Utiliceel método de Runge-Kutta de segundo orden para determinar cuándo alcanza su máximo laconcentración de sal en el tanque de 20 galones. Suponga que el segundo tanque tiene agua pu-ra en el instante I = 0.
 9.17) Repita el problema 9.12 con el método de Runge-Kutta de tercer orden.9.18) Se dispara un proyectil al aire, con un ángulo de 450 con respecto del suelo a u =
 v = 150 m/seg, donde u y v son las velocidades horizontal y vertical, respectivamente. Lasecuaciones de movimiento estãn dadas por
 = cVu, u(0) = 150 m/seg= g - cVv, v(0) = 150 m/seg
 (A)
 y" + O.2y' + O.003y sen (t) = 0, y(0) = 0, y'(0) = 1
 9.13) Determine el valor de y(1) resolviendo
 - O.05y' + O.l5y = 0, y(0) = 1,
 Utilice el método de Runge-Kutta de segundo orden, con h
 y'(0) =
 = 0.5.
 0
 9.14) Resuelva la siguiente ecuación diferencial:
 2y" + (y')2 + y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 1
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 donde u y v son funciones del tiempo, u = u(t) y v = v(t), y
 V=Ju2+v2c = 0.005 (coeficiente de arrastre)
 g = 9.8 m/seg2 (gravedad)
 Las ecuaciones de movimiento se pueden resolver mediante alguno de los métodos de Runge-Kutta. La trayectoria del proyectil se puede determinar al integrar
 x'=u Y y'=vo bien
 x = f u(t')dt'(B)
 = v(t') dt'
 El siguiente programa resuelve la ecuación (A) y evalüa la ecuación (B), mediante el me-todo de Runge-Kutta de segundo orden:
 C RUNGE-KUTTA DE SEGUNDO ORDEN PARA EL PROBLEMA DEL PROYECTIL
 DATA UB,VB,H,C,T,X,Y/150.0, 150.0, 0.1, 0.005, 0.0, 0.0, 0.0/real Ki,K2,Ll,L2PRINT*,
 TIEMPO U V X Y'PRINT 20,T,UB,VE,X,Y
 20 FOPNAT( 5F12.6)
 DO N=l, 200T=T+ HVEL1=SQRT(tJB**2+VB* *2)Kl= -C*VEL1*tJB*HLi = (-9.8 - C*VEL1*VB)*HVEL2=SQRT( (tjB+Ki) **2+ (VB+Li) **2)K2= -C*VEL2* (j+Kl) *HL2 = (-9.8 - C*VEL2*(VB+Ll))*HU=UB + (Ki+K2)/2V=VB + (Ll+L2)/2X = X + 0.5*(U+UB)*HY = Y + 0.5*(v+VB)*HtJB=U
 VB=VPRINT 20,T,U,V,X,YIF(Y.LT.0) STOP
 END DOEND
 Velocidad absoluta en t (n)
 Velocidad absoluta en t (n + 1)
 Corra el programa y grafique La trayectoria del proyectiL.Reescriba el programa con eL método de Runge-Kutta de tercer orden.
 9.19) Calcule y(l), resolviendo La ecuación siguiente mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden, con h = 1:
 = _ ±y2' y(0) = 1 para t = 0
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 9.20) A continuación se muestra la solución de y' = -1(1 + y2) mediante el método deRunge-Kutta de segundo orden, con dos valores distintos de h.
 h =0.1 h=0.2t y y
 0.0 1.0000000 1.00000000.1 0.94871880.2 0.894672 0.89475140.3 0.83756060.4 0.7770516 0.77726160.5 0.71278070.6 0.6443626 0.64478980.7 0.57141350.8 0.4935937 0.49438170.9 0.4106803,1 .0 0.3226759 0.3240404
 Estime el error local con h = 0.1.Estime un valor más preciso de y(l).
 9.21) Calcule a mano la solución de
 1y(0) = 1
 1 + y2'
 para t = 1 y t = 2 por medio del método de Runge-Kutta de cuarto orden, con h = 0.5 y h = 1.9.22) Repita el problema 9.1 mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden, con
 h = 0.1.9.23) Para La ecuaciôn dada por
 y' 3y + exp (1 - t), y(0) = 1
 calcule el intervalo óptimo de tiempo para el método de segundo orden de Runge-Kutta, deforma que satisfaga La condición para eL error local, E(h) < 0.0001. (Ejecute el método deRunge-Kutta de segundo orden para un intervalo con un valor de h y vüelvalo a ejecutar parados intervalos con h/2.)
 9.24) Repita el problema (9.23) mediante eL método de Runge-Kutta de cuarto orden.9.25) Repita el análisis de las ecuaciones (9.3.23) a (9.3.27) y obtenga La ecuación corres-
 pondiente a la ecuaciôn (9.3.23) para el método de Runge-Kutta de tercer orden.9.26) Si se apLica el método de Runge-Kutta de tercer orden a y' = - ay, determine el
 rango de h en donde el método sea inestable.9.27) La temperatura iniciaL de la pieza metálica del ejemplo 9.12 es ahora 25°C. Dicha
 pieza se calienta internamente de forma eléctrica a razón de q = 3000 W. La ecuación de latemperatura es
 dT 1
 = [q - arA(T4 - 298) - hA(T - 298)], T(0) = 298
 y'(t) =
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 Calcule la temperatura hasta t = minutos, e imprima Los resultados para cada 0.5 mm me-
 diante el método de Runge-Kutta de cuarto orden, con h = 0.1 mm. (Utilice las constantesdadas en el ejemplo 9.12.)
 9.28) El movimiento del sistema de masas que se muestra en la figura P9.28 está dadopor
 y" + 2wy' + w2y = F(t)/M
 donde
 w = (k/M)'2 (frecuencia natural sin amortiguamiento, s')= c/(2Mw) = 0.5 (factor de amortiguamiento)
 k = 3.2 (constante del resorte, kg/s2)M = 5 (masa, kg)
 F(t) = 0 (fuerza, Newtons)
 Pared: y_..
 4 Figura P9.28 Sistema masa-resorte
 Si F(t) es una funciôn escalonada de magnitud F0 = 1 kg y cuya duraciôn es 1 seg, determineel movimiento de La masa para 0 < t < 10 seg por medio del método de Runge-Kutta de cuartoorden.
 9.29) Determine la respuesta y carga dinámica del sistema amortiguado del problemaanterior sujeto a un pulso de fuerza triangular
 F(t) = 2F0t, 0 t ( 1 seg= 2F0(1 - t), 1 t 2 seg
 t >2seg
 donde F0 = 1 Kg (fuerza). Utilice el método de Runge-Kutta de cuarto orden.9.30) La ecuaciôn diferencial del circuito que aparece en la figura P9.30 es
 L1 i1 + RA(il - i2) + (i1(t') - i2(t')) dt' = e(t)
 it d- £ (i1(t') - i2(t'))dt' - RA(il - i2) + Ri2 + L2 i2 = 0
 Las condiciones iniciales son
 Figura P9.30 Circuito eléctrico
 i1(0) = 2(0) = 0,
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 y e(t) = 1. Mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden con h = 0.1 seg, determine iie i2 para 0 < t < 10 seg.
 9.31) El problema del ejemplo 9.14 tiene una simetrIa geométrica con respecto de x =0.5. For lo tanto, podemos reenunciar el problema en la siguiente forma equivalente:
 d2Ak 2T+Pa(T4-2734)=Q, 0.5<x<1
 dx
 T'(0.5) = 0
 T(1)=0
 Resuelva las ecuaciones anteriores mediante el método del disparo y el método de Runge-Kutta de cuarto orden. (Sugerencia: cambie T(0.5) por prueba y error hasta satisfacerT(1) = 0.)
 9.32) Repita a), b) y c) del problema 9.1 con el método predictor-corrector de Adams detercer orden con h = 0.5.
 9.33) Repita a), b) y c) del problema 9.1 con el método predictor-corrector de Adams decuarto orden con h = 1.0.
 9.34) Escriba en forma explicita los predictores de Adams-Bashfort de orden 2, 3, 4 y 5.
 9.35) Escriba en forma explicita los correctores de Adams-Moulton de orden 2, 3, 4 y 5.
 9.36) Resuelva el problema del ejemplo 9. 11 mediante el esquema predictor-corrector deAdams de cuarto orden. (Sugerencia: modifique el PROGRAMA 9-4 de forma que los primerostres pasos se calculen mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden y el resto se calculemediante el método predictor-corrector de cuarto orden.)
 9.37) El método predictor-corrector de Euler es
 = y + hy'
 y + + y)
 Demuestre que si aplicamos este método a la ecuaciôn y '(t) = ay(t) con a < 0, la inestabi-lidad se presenta cuando cth < 2.
 9.38) El método predictor-corrector de Milne está dado por
 n+1 = = h(2y - Y_i+ 2Y-2) predictor
 Yn + 1 = Yn 1 + + + 4Y'n + y' - ) corrector
 Muestre que este método se torna inestable para y' = ay si a < 0 y
 cc<cxh<-0.8 o 0.3<cth<0
 (Sugerencia: calcule las raIces de la ecuaciôn caracteristica, como en la sección 9.4.4.)
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10Problemas de ecuacionesdiferenciales convalores en Ia frontera
 10.1 INTRODUCCION
 En los problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias unidimensionales con valo-res en la frontera, se pide que la solución satisfaga las condiciones de frontera enambos extremos del dominio unidimensional. La definición de las condiciones en lafrontera es parte fundamental de los problemas de este tipo. Por ejemplo, considere-mos una varilla delgada de metal con longitud H, tal que sus extremos estén conectadosa distintas fuentes de calor. Si el calor sale de la superficie de la varilla ünicamentemediante la transferencia de calor por medio de convección, podemos escribir laecuación de la temperatura como
 A k(x) dT(x) + hPT(x) = hCPT + AS(x) (10.1.1)
 dx dx
 donde T(x) es la temperatura del punto que se encuentra a una distancia x del extre-mo izquierdo, A es el area constante de una sección transversal de la varilla, k es laconductividad térmica, P el perimetro de la varilla, h el coeficiente de transferenciade calor por convección, T es Ia temperatura neta del aire y S es la fuente de calor.Las condiciones en la frontera son
 T(0) = TL (10.1.2)
 T(H) = TR
 donde T1 y TD son las temperaturas del cuerpo dadas en los extremos izquierdo y de-recho, respectivamente.
 351
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 Perimetro (P)
 Figura 10.1 Una lámina conectada a dosfuentes de calor
 Otro ejemplo de una EDO como forma similar es la ecuación de difusiôn deneutrones dada por
 - D(x) (x) + a') = S(x)dx dx
 donde L' es el flujo de neutrones, D es el coeficiente de difusión y S es la fuente deneutrones. El primer término indica la difusiOn de neutrones, el segundo la pérdidapor absorción y el lado derecho es la fuente de neutrones.
 En el resto de este capItulo estudiaremos la ecuación
 --- p(x) q(x) + q(x)q5(x) = S(x)dx dx
 (10.1.4)
 (10.1.5)
 o ecuaciones análogas en coordenadas cilindricas o esféricas. El primer término es elde difusión; el segundo es el de la pérdida y el lado derecho es el término de la fuen-te, independientemente de la situación fisica particular en cuestión.
 Debemos hacer énfasis en que la ecuación (10.1.5) es una ley de la conserva-ción de la difusiôn. Al integrar Ia ecuaciÔn (10.1.5) en [a, b], tenemos que
 Z(b) - Z(a) + s: q(x)(x) dx S(x) dx (10.1.6)
 Si T se define como
 = T - T
 podemos escribir la ecuación (10.1.1) como
 -- k(x) T(x)hP
 1(x) = S(x) (10.1.3)
 en la cual hemos dividido ambos miembros entre A. El primer término representa ladifusiôn del calor, el segundo es la pérdida de calor en el aire por medio de la convec-ción y el lado derecho es la fuente de calor.
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 donde
 Z(x) = - p(x) -- 4)(x)dx
 es el flujo de calor en x si se toma en cuenta la conducción de calor, o bien la corrien-te de los neutrones en el caso de la difusiôn de neutrones. En todo caso, los términosprimero y segundo de la ecuación (10.1.6) son, respectivamente, el flujo haciaadentro y ci flujo hacia afuera de la propiedad representada por 4), el tercer términoes la pérdida total en [a, b] ye! lado derecho es la fuente total en [a, b}. AsI, (10.1.6)representa la conservación de la propiedad en el intervalo [a, b}.
 Si Ia ecuación (10.1.1) fuera un problema con condiciOn inicial, solo se debenespecificar dos condiciones de frontera en una de las fronteras, asi la soluciOn nu-mérica podria pasar de ese extremo hacia el otro, utilizando un método numérico(por ejemplo, el método de Runge-Kutta de cuarto orden). Aunque podriamos utili-zar los métodos de soluciOn de los problemas con condiciones iniciales para este otrotipo de problemas, tal como to mostramos en ci capitulo 9, ellos funcionan sobre labase de prueba y error (conocido como el método de disparo, véase el ejemplo 9.15).Una ventaja de este método es que se puede utilizar con facilidad un programa yaexistente para problemas con condiciones iniciales. Sin embargo, es frecuente queel método falie, ya que puede enfrentarse a la inestabilidad numérica. Ademãs, si elnümero de condiciones en los extremos es mayor que dos, es dificil aplicarlo[Halt/Watt].
 Una via más general para resolver los problemas con valores en la fronteraconsta de: a) la obtenciOn de ecuaciones en diferencias y b) la resoiuciOn de dichasecuaciones en forma simultánea.
 En este capItulo, estudiaremos en primer término ia obtención de aproxima-ciones por diferencias para problemas con valores en la frontera y su solución simui-tánea. Después analizaremos la aplicación de los métodos tanto a problemas convalores en ia frontera como a problemas de valores propios. El estudio de los méto-dos numéricos para problemas unidimensionales con valores en la frontera nos ayu-dará a comprender los métodos de solución para las ecuaciones diferencialesparciales. En la tabla 10.1 aparece un breve resumen de los métodos.
 10.2 PROBLEMAS CON VALORES EN LA FRONTERA PARAVARILLAS Y LAMINAS
 En esta secciOn obtendremos ecuaciones con diferencias finitas para las ecuacionesdiferenciaies ordinarias de segundo orden con valores en la frontera.
 Para expiicar ci principio del método, consideremos la ecuación
 4)"(x) + q4)(x) = S(x) (10.2.1)
 0<x<Hcon condiciones en la frontera
 = 0 (condiciOn en la frontera izquierda)
 4)(H) = 4)R (condición en la frontera derecha)(10.2.2)

Page 374
                        

354 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 Tabla 10.1 Resumen de los métodos para los problemas unidimensionales con valores en Ia frontera
 Método matricial(véase el capitulo 7)
 Métodoiterativo
 Método de lapotencia inversa
 Método de lapotencia inversacon desplazamiento
 Se calculan todos los valorespropios de una sola vez.
 Sencillez.
 Igual de sencillo que el método deIa potencia. Se puede calcularcualquier valor propio.
 Se hace con el método de prueba yerror. Se aplica a una claselimitada de problemas. La soluciónpuede ser inestable.
 Se debe desarrollar un programapara cada problema particular.
 No se puede aplicar si el tamaño dela matriz es grande.
 Solamente para el valor propiofundamental.
 Debe usarse el método de prueba yerror para evaluar el valor propio;solo para valores propios reales.
 donde q es un coeficiente constante. Si dividimos el dominio en N intervalos de iguallongitud, obtenemos una reticula como la de la figura 10.2, donde los intervalos mi-den h = H/N. /
 Aplicamos La aproximación por diferencias centrales [véase el inciso J) de latabla 5.2] a! primer término de la ecuación (10.2.1), con lo que obtenemos laecuación en diferencias para La i-ésima retIcuLa:
 i-1 2i - i+1 + = Si (10.2.3)
 donde , = (x,), S, = S(x1) y se supone que q es constante. Multiplicamos laecuaciôn anterior por h2:
 i-1 + (2 + w)41 - = h2S (10.2.4)
 donde W = h2q. Esta ecuación se puede aplicar a todos los puntos de La reticula, ex-cepto cuando i = 1 e I = N + 1.
 Figura 10.2 RetIcula unidimensional para una lámina
 .. . . . . S S S S 5 //x=h 0 h 2h 3h . . Nh=H1=01 2 34 .. N N+1
 Tipo de problemasy método de soluciOn Ventajas Desventajas
 Problemas nohomogéneos
 Método de disparo Se puede utilizar uñ programa yaexistente para problemas concondiciones iniciales.
 Método de diferencias No hay problemas de inestabilidad.finitas que utiliza la No se utiliza el método de prueba ysolución tridiagonal error para problemas lineales. Se
 puede aplicar a los problemas nolineales con iteración.
 Problemas de valores propios

Page 375
                        

Cap. 10 Problemas de ecuaciones diferenciales con valores en Ia frontera 355
 La condición de la frontera izquierda, dada por la ecuación (10.2.2) es equiva-lente a una condición simétrica en la frontera ilamada condición adiabática en Iafrontera en el caso de La transferencia de calor. Si se considera un punto hipotéticode la rejilla I = 0 localizado en x =-h la ecuación (10.2.4) en el caso i = 1 es
 4'0+(2+w)çb1q52=h2S1
 En esta ecuación, podemos hacer 4 = 2 debido a la simetria. Al dividir Laecuación resultante entre 2 se tiene
 (1 _q2=h2Si (10.2.5)
 Como 4; N+ 1 = 4. (II) 4R en la frontera derecha, la ecuación (10.2.4)con I = N es
 1 + (2 + w)çbN = h2SN + 4R (10.2.6)
 donde los términos conocidos se pasaron del lado derecho.El conjunto de ecuaciones (10.2.4), (10.2.5) y (10.2.6) se escriben en forma
 conjunta como
 (1+w/2)4 42 = h2S1/2
 q1+(2+w)c/2- - '2 + (2 + w)43 - = h2S3 (10.2.7a)
 N-1 + (2 + w)q = h2SN + 4R
 o en la forma matricial equivalente
 1 2+w
 Todos Los elementos de la matriz de la ecuación (10.2.7b) son cero, excepto los de lastres diagonales. Esta forma especial recibe el nombre de matriz tridiagonal y aparecemuy frecuentemente en los métodos numéricos para problemas con valores en lafrontera. Llamaremos a la ecuaciOn (10.2.7a) o (10.2.7b) una ecuación tridiagonal,la cual se resuelve mediante el método tridiagonal que se analiza en la siguiente sec-ción.
 1+w/211
 2+w1
 12+w 1
 h2S1/2
 42 h2S2
 h2S3 (10.2.7b)
 h2SN + '/.R
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 Tabla 10.2 Tres tipos de condiciones en la frontera
 Tipo Explicación Ejemplos
 Condición en lafrontera con unvalor fijo (tipo deDirichiet)
 Condiciôn en Iafrontera para Iaderivada (tipo deNeumann)
 Condición en lafrontera de tipomixto (tipo mixto)
 Se da un valor de lafunción solución.
 Se da Ia derivada deIa solución.
 Se relaciona unvalor de la funcióncon Ia derivada.
 4'(0) + a(0) = /3
 Las condiciones en la frontera se clasifican en tres tipos, como se muestra en latabla 10.2. Analicemos la implantación de una condición mixta. Supongamos quelas dos condiciones de frontera de la ecuación (10.2.1) son del tipo mixto, es decir,
 4)'(0) +f14)(0) = g1 (10.2.8)
 çb'(H) + fD4)(H) gD (10.2.9)
 donde f, f, g1 ' g son constantes. Consideremos la reticula que se muestra en lafigura 10.3 (igual a la de Ia figura 10.2, excepto que el ültimo punto tiene el nUmeroNenvezdeN+ 1).
 . . . . . . . . .x=O h 2h 3h H
 =1 2 3 4 ... N-i N
 Figura 10.3 RetIcula unidimensional
 La ecuaciôn en diferencias (10.2.4) no se altera para i = 2 hasta N - 1, perodebemos revisar las ecuaciones para I = 1 y N debido a que las condiciones en lafrontera han cambiado. En primer lugar, analicemos la frontera izquierda. Utiliza-mos la aproximaciOn por diferencias hacia adelante con base en un intervalo de lon-gitud h/2 de la ecuación (10.2.1) en x = 0 y tenemos que
 4)' () - 4)'(0)
 h
 2
 + q4)1 = Si
 Donde podemos sustituir 4)' (h/2) con la aproximación por diferencias centrales.
 = -
 (0) = 1
 41'(o) =0,= 1
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 donde w = qh2, y los términos conocidos están agrupados del lado derecho.La ecuación en diferencias de la frontera derecha se obtiene mediante un pro-
 cedimiento similar:
 N-1 + (i + +hfD) N = h2SN + hg (10.2.11)
 El conjunto de ecuaciones (10.2.10), (10.2.4) y (10.2.11) forma un conjunto tn-diagonal.
 Ejemplo 10.1
 Determinar las ecuaciones en diferencias para el siguiente problema convalores en Ia frontera:
 2y"(x) + y(x) = exp (-0.2x) (A)
 con condiciones en Ia frontera
 y(0) = 1
 y'(lO) = y(lO)
 Suponga que los intervalos de Ia reticula tienen una longitud unitaria.
 (Soluciôn)
 En Ia figura El 0.1 se muestra Ia reticula. Las ecuaciones en diferenciaspara I = 1 hasta 9 son las siguientes:
 . . . . 1/x=0 1 2 9 x=1O
 1=0 1 2 . 9 10Figura E10.1
 2(y_ + 2y, - Yii) + y = exp (-0.2i) (B)
 donde se usa que x = I.Para I = 1, sustituimos Ia condiciôn en Ia frontera y = y(0) = 1 en las
 ecuaciones anteriores y tenemos que
 5y1 - 2y2 = exp (-0.2) + 2 (C)
 (10.2. 10)
 y 4Y (0) se elimina mediante la ecuación (10.2.8). Asi, obtenemos
 h+ qçb1 = S1
 2o, en forma equivalente,
 (1 + + hfI)ci - = h2S1 + hg1
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 RESUMEN DE ESTA SECCIÔN
 Se presentan los métodos numéricos básicos para los problemas de ecuacionesdiferenciales de segundo orden con valores en la frontera. Se dan dos condicio-nes de frontera, una en el extremo izquierdo y otra en el extremo derecho deldominio.Se aproxima el término de la segunda derivada mediante la aproximación por di-ferencias centrales.El conjunto de ecuaciones en diferencias para cada problema es una ecuaciôn tn-diagonal en forma matnicial.
 10.3 ALGORITMO DE SOLUCION POR MEDIO DE SISTEMAS TRIDIAGONALES
 Escribimos la ecuación tridiagonal obtenida en la sección 10.2 de la forma siguiente:
 B1 C1
 A2 B2
 A3
 C2
 B3 C3
 A, B, C
 A,, B,,
 Para i = 10, primero aproximamos Ia ecuación (A) por
 2[y'(lO)+ y(10) = exp (-2) (D)
 Por medio de Ia aproximaciôn por diferencias centrales, el término y'(9.5) es
 y'(9.5) = [y(10) - y(9)]/1 (E)
 Sustituimos Ia ecuaciôn (E) y Ia condiciôn en Ia frontera derecha y'(lO) =- y(1 0) en Ia ecuaciôn (D), de lo que resulta
 2y + 4.5y = 0.5 exp (-2) (F)
 En resumen, las ecuaciones en diferencias son
 - 2y2 = exp (-0.2) + 22y1_1 + 5y, - 2y1 = exp (-0.2x1), para I = 2 a 9 (G)
 2y + 4.5y = 0.5 exp (-2)
 donde x, = I. El PROGRAMA 10-1 resuelve las ecuaciones anteriores, de Ia (A) a Ia(G).
 D1
 D2
 D3
 (10.3.1)Dqi
 4N DN
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 El algoritmo de soluciOn para esta ecuaciOn recibe el nombre de solución tridiagonal(una variante de la eliminaciOn de Gauss) dada a continuación:
 Se inicializan dos nuevas variables:
 B=B1 y D1=D1
 Se calculan en forma recursiva las siguientes ecuaciones, en orden creciente de ihasta llegar a N:
 R = A/B1B = B, - RC1D=D1RD_1parai=2,3,...,N.
 Se calcula la soluciOn para La ültima incognita:
 = D'N/B'N
 Se calcula la ecuación siguiente en orden decreciente de j:
 i=N 1,N-2,...,1En un programa de computadora no es necesario distinguir las variables conapOstrofe B ', y D ' de B y D puesto que las primeras se almacenan en los mismosespacios de memoria que las ültimas. AsI, el paso a) no es necesario en la programa-ciôn verdadera.
 La soluciOn tridiagonal se emplea del PROGRAMA 10-1 al PROGRAMA 10-4. La si-guiente es una subrutina en FORTRAN que ileva a cabo Ia soluciOn tridiagonal:
 SUBROUTINE TRIDG(A, BC, D,N)
 DIMENSION A(1),B(1),C(1)D(1)DO 10 I=2,N
 R-A(I)/B(I-1 )
 B(I)=B(I)_R*C(I_1
 D(I)=D(I)_R*D(I_1 )
 10 CONTINUE
 D(N)=D(N)/B(N)
 DO 20 I=N-1,1,-1D(I)=(D(I)_C(I)*D(I+1 ))/B(I)
 20 CONTINUERETURN
 END
 Al concluir los cálculos de la subrutina, la solución estã almacenada en el arregloD(I).
 RESUMEN DE EsTA SECCION. La solución tridiagonal es el método numérico más bási-co que se emplea para resolver problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias convalores en la frontera.

Page 380
                        

360 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 10.4 COEFICIENTES VARIABLES V RETICULA CON ESPACIAMIENTO NOUNIFORME EN LA GEOMETRIA LAMINAR
 En muchos problemas se tiene que los coeficientes de la ecuación diferencial depen-den del espacio y se utiliza una reticula no uniforme. Estos casos aparecen, porejemplo, cuando la geometria está formada por varios materiales.
 La ecuación diferencial ordinaria de segundo orden para la geometria laminarcon coeficientes variables es
 (p(x)qY(x))' + q(x)çb(x) = S(x) (10.4.1)
 con las condiciones de frontera dadas por las ecuaciones (10.2.8) y (10.2.9). Denota-remos la longitud del intervalo de x1 ax1 + i por h,. Supondremos quep, q y S de Ca-da intervalo son constantes denotadas por p,, q1 y S,, respectivamente, como semuestra en Ia figura 10.4.
 p = p1.1q =q.1S = Si1
 h.I.
 p= p1q=qS = S1
 h- -i-i a j b
 Figura 10.4 Constantes en los intervalos de la reticula
 El método de integración es una forma natural para obtener ecuaciones en di-ferencias con coeficientes constantes por partes. En este método, integramos laecuación (10.4.1) desde a hasta b (véase la figura 10.4):
 fb(p(x)qY(x))'dx +
 fbq(x)(x)dx
 fbS(x)dx (10.4.2)
 donde a = x, - h,_ /2 y b = x1 + h1/2 (que son los puntos medios entre i - 1 e i yentre i e i + 1, respectivamente.
 El primer término de la ecuación (10.4.2) es
 _$ab (p')'dx = (p')+ +
 Aproximamos las derivadas del lado derecho mediante las diferencias centrales:
 = -(p4; )+ = m(4+ 1 -
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 dondep(x) = p1parax1 < x <x1 + .AsI, ellado derecho de la ecuaciôn (10.4.2)
 queda
 _fab (p')'dx= 1 + (i + - i+1 (10.4.3)
 El segundo término de Ia ecuación (10.4.2) se transforma en
 1
 5 q(x)4)(x)dx = (q1_1h_1 + q.h)4),
 donde aproximamos el factor 4) (x) del integrando por 4L. El lado derecho de laecuación (10.4.1) queda como
 fb S(x)dx = (S11h1 + Sh1) (10.4.5)
 Sustituimos las ecuaciones (10.4.3), (10.4.4) y (10.4.5) en la ecuación (10.4.2) paraobtener
 4) +(' +)_+, +(q1h1 +qh)4)
 = (S_1h_1 + Sh)
 Podemos escribir entonces la ecuación (10.4.6) en la forma
 Açb1 + B1çb1 + Cçb±1 = D
 donde
 A/11 iiB
 =+ + (q1h1 + qh)
 ci=-
 D = (S1h1 + Sh1)
 Si suponemos que las condiciones en la frontera están dadas por las ecuaciones(10.2.8) y (10.2.9), podemos deducir las ecuaciones en diferencias para los puntosfrontera izquierdo y derecho integrando la ecuación (10.4.1). Consideremos el casodel punto frontera izquierdo; entonces, a y b de la ecuación (10.4.2) son
 (10.4.4)
 (10.4.6)
 (10.4.7)
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 a = x1 (el punto frontera izquierdo)
 b = x1 + h1/2 (el punto medio entre x1 y x2)
 Entonces el primer término de la ecuación (10.4.2) queda como
 _Sab (p4)')'dx = (p4)')i+ + (p4)') (10.4.8)
 Aproximamos el primer término del lado derecho mediante las diferencias centrales:
 El 4)' del segundo término del lado derecho de la ecuación (10.4.8) se elimina me-diante la ecuación (10.2.8). Asi, la ecuación (10.4.8) se transforma en
 P1(4)2 - 4)1)(p4)')+h1
 S:''d Pi- x= ---(02-4)1)+p1(gj+f14)1)nl
 q(x)çb(x)dx = q1h1çb1
 fbS(x)dx =
 Pi(! + p1f1 + - (P = + P1L
 o, en forma más compacta,
 B1çb1 + C1çb2 = D1
 (10.4.9)
 (10.4. 10)
 El segundo término y el lado derecho de la ecuación (10.4.2) quedan respectivamentecomo sigue:
 Sustituimos las ecuaciones (10.4.10) a (10.4.12) en la ecuación (10.4.2) para obtener
 (10.4. 13)
 (10.4. 14)
 La ecuación en diferencias para el punto frontera de Ia derecha se deduce demanera análoga y se escribe como
 ANcbN1 + BNcbN = DN (10.4. 15)
 El conjunto de ecuaciones en diferencias obtenido de esta manera es decir, lasecuaciones (10.4.14), (10.4.7) y (10.4.15) tienen exactamente la forma de laecuaciôn (10.3.1).
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 Las ecuaciones en diferencias determinadas en esta sección satisfacen La ley deconservación. Antes de terminar con esta sección, mencionaremos La conservaciónde La propiedad en cuestión por parte de La ecuación (10.4.7) y La positividad de Lasolución.
 Si definimos
 Zi= (10.4.16)
 = + qh1)1 (10.4. 17)
 podemos escribir La ecuación (10.4.7) como
 ZZ1 +B=D (10.4. 18)
 donde D, se definió después de La ecuaciôn (10.4.7). Si sumamos La ecuación(10.4.18) para i = k, k + I ,..., m obtenemos
 ZmZk_1 (10.4.19)
 Esta ecuación satisface La conservación de la propiedad, representada por en
 Xk_< X <Xm+i, puesto que el primer y segundo términos son los flujos hacia adentroy hacia afuera de La propiedad en cuestión, el tercero es La pérdida total y el lado de-recho es La fuente total. Esta afirmación es cierta para cuaLquier elecciOn de k y m.
 Cuando el conjunto de ecuaciones satisface La ley de La conservación, se diceque las ecuaciones en diferencias están en la forma de conservaciOn. Si estasecuaciones se deducen de alguna otra forma, podrIan no satisfacer La Ley de La con-servación.
 Si se cumple que: a) se imponen condiciones en La frontera con significadofIsico y b) el coeficiente del término de pérdida no es negativo, entonces La matriz decoeficientes de Las ecuaciones en diferencias dadas en La forma conservativa [y escri-tas como en la ecuación (10.3.1)1 satisface Las condiciones siguientes:
 La matriz de coeficientes es simétrica.Todos Los coeficientes sobre la diagonal son positivos.Todos Los coeficientes fuera de la diagonal y que no sean nulos son negativos.Los coeficientes de cada renglôn satisfacen
 b ? - a, - c
 y de forma que en al menos uno de Los renglones hay una desiguaLdad estricta.Todos los a, b1 y c, son distintos de cero (a1 y CN no existen).
 Se puede demostrar que La inversa de La matriz que satisface las cinco condicionesanteriores es una matriz positiva; es decir, todos Los elementos de La matriz inversa
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 son positivos. Esto implica que si S1 0 y existe a! menos una I para la que se da ladesigualdad estricta, la solución es positiva en todas partes.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Se considera que los coeficientes de la ecuación diferencial ordinaria dependendel tiempo, pero son constantes en cada intervalo de Ia reticula.Las ecuaciones en diferencias forman una ecuaciôn tridiagonal.Las ecuaciones en diferencias que hemos obtenido en esta sección están en la for-ma conservativa.
 10.5 PROBLEMAS CON VALORES EN LA FRONTERAPARA CILINDROS Y ESFERAS
 La forma de obtener ecuaciones en diferencias para el caso de las ecuaciones diferen-ciales ordinarias de segundo orden en geometrias cilindricas y esféricas es muy simi-lar a la forma analizada en la secciôn 10.4. De nuevo, las ecuaciones en diferenciastendrãn la forma de Ia ecuación (10.3.1), la cual se puede resolver por medio de lasolución tridiagonal descrita en la sección 10.3. Por to tanto, veremos cómo se ob-tienen dichas ecuaciones en diferencias.
 Podemos escribir la ecuación diferencial ordinaria de segundo orden para elcaso de geometrias cilindricas y esféricas mediante una sola ecuación:
 1 d- (r) + q(r)çb(r) = S(r)-- p(r)rm
 rmdr dr
 donde
 m = 1 para el caso del cilindrom = 2 para el caso de la esfera
 (10.5.1)
 Observemos también que si m 0, la ecuación (10.5.1) representa la geometria la-minar.
 Si consideramos el caso en que los coeficientes dependan del tiempo y que exis-ta una reticula no uniforme como en la sección anterior el método de integra-ción es la forma más natural para obtener una aproximación por diferencias; es de-cir, debemos integrar la ecuación sobre una celda correspondiente a un volumencilindrico o esférico, segiin sea el caso de la geometria. (Por supuesto, es posible Iadiferenciación de la ecuación (10.5.1) siempre que q y S se promedien en forma ade-cuada.
 Ahora mostraremos cómo se obtienen las ecuaciones en diferencias para elcaso del cilindro (m = 1), utilizando las notaciones de h, p, q y S definidas en la fi-gura 10.4 y suponiendo que p, q y S son constantes entre dos puntos consecutivos.Multiplicamos la ecuación (10.5.1) por r e integramos desde a = r1 1/2 hasta b =r1112, los cuales son los puntos medios de [r_1, r] y [r1, r,1], respectivamente:
 íbdd
 arp(r) (r)] dr + Sab q(r)çb(r)r dr = Sab S(r)r dr (10.5.2)
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 Aqui r dr representa un elemento infinitesimal de volumen, dividido entre 2irL (Les la altura del cilindro circular). El primer término de la ecuación (10.5.2) se trans-forma en r -i r
 p rI I- q(r) I -
 I- q(r)2 [dr j1 2 [dr
 y luego, utilizamos las aproximaciones por diferencias para las derivadas, con lo quetenemos
 p_1r1_(41 - 41_1)/h_1 - pr+(4+1 - 4)/h (10.5.3)
 El primer término, multiplicado por 2irL, es el flujo total de la propiedad a travésde la superficie cilindrica en a = r - 1/4 y el segundo es su análogo para b = 1/2
 Podemos aproximar el segundo térrnino de la ecuación (10.5.2) por
 fb q(r)q(r)rdr = [v1q_1 + vrqj]qj (10.5.4)
 y representa la pérdida total de la propiedad fisica en Er1 - 1/2' 1/21' donde
 if 2 1 h_1\21 h1_1 ( h_1Vi = - - 2 ,) j = 2 r1 -
 in h\2 1 h1( h.vr=[ri+) _r]=-ri+-4-
 Conviene observar que v1 por 2irL es el volumen de la celda cilindrica entre r =r1_1/2 y r = r, mientras que Vr es su análogo entre r1 y r1 1/2 De manera análoga, po-demos aproximar al tercer término de la ecuación (10.5.2) por
 Sb S(r)r dr = v1S -' + VrSja
 (10.5.5)
 (10.5.6)
 (10.5.7)
 Si agrupamos todos los términos, la aproximación por diferencias de Iaecuación (10.5.1) toma la forma tridiagonal. Aunque hemos descrito el casocilindrico con detalle, el análisis para el caso de Ia geometrIa esférica es esencialmen-te el mismo.
 Las ecuaciones en diferencias que hemos obtenido en esta sección se en-cuentran en la forma conservativa. La matriz de coeficientes para el caso del cilindrotiene exactamente las mismas propiedades matemáticas del caso laminar (véase lasección 10.4), por lo que posee una matriz inversa positiva.
 Se puede perder la conservación de la propiedad silas ecuaciones en diferen-cias se obtienen de forma distinta. Veamos un ejemplo de esto en la ecuación(10.5.1); para simplificar el análisis, supongamos que m = 1 y quep, q y s son cons-tantes. Reescribimos el primer término para poner la ecuación (10.5.2) en la forma
 d2 d- (10.5.8)dr rdr
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 Al obtener la diferenciaciôn directa de la ecuaciôn (10.5.8) en una retjcula uni-forme tenemos que
 + 2j - 4i+1 - thp 2hr
 + = S (10.5.9)
 Esta ecuación en diferencias viola la ley de la conservación, aunque se utiliza confrecuencia.
 En general, y de ser posible, debemos tratar de evitar Ia forma no conservativade las ecuaciones en diferencias, puesto que éstas son menos exactas que las aproxi-maciones por diferencias conservativas. De hecho, la precision de la solución para laecuaciOn (10.5.9) es cada vez más pobre hacia el centro de la coordenada, donde r seanula [Smith].
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Las ecuaciones en diferencias para las geometrIas cilindrica y esférica se obtienenal integrar la ecuación diferencial en el espacio.Las ecuaciones en diferencias para las geometrIas cilindrica y esférica se escri-ben en la forma de una ecuación tridiagonal.
 10.6 PROBLEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASNO LINEALES CON VALORES EN LA FRONTERA
 Una ecuación diferencial ordinaria es no lineal si la incognita aparece en forma no li-neal, o bien si su(s) coeficiente(s) dependen de la soluciOn. Por ejemplo, la ecuaciónde conducciOn del calor en un tubo refrigerante se vuelve no lineal si existe transfe-rencia de calor por radiaciOn hacia afuera de la superficie. La ecuaciOn de difusiOnpara una sustancia quImica es no lineal si tiene un término de pérdida en el que elcoeficiente depende de la densidad de la sustancia. En un reactor nuclear, las pro-piedades de los materiales se yen afectadas en forma significativa por la cantidad deneutrones, aunque esto ocurre en forma indirecta si el nivel de potencia es alto, porlo que Ia ecuación que determina el flujo de neutrones se torna no lineal. Véanse[Kubicek y Hlavacek], asI como [Nishida, Miura y Fujii] para numerosos ejemplosde problemas no lineales con valores en la frontera.
 Los métodos de soluciOn para los problemas no lineales con valores en la fron-tera requieren de la aplicaciOn iterativa de un método de soluciOn para los problemaslineales. Analizaremos dos métodos generales, considerando una ecuación no linealde difusiOn dada por
 _çb/ + 0.014 = exp (x), 0 <x <H(10.6.1)
 4(0)=q(H)=0Antes de pasar a los algoritmos de soluciOn numérica, debemos observar cier-
 tos aspectos particulares de los problemas no lineales con valores en la frontera. Enprimer lugar, a diferencia de los problemas lineales, no se garantiza la existencia deIa solución. En segundo lugar, un problema no lineal con valores en Ia fronterapuede tener más de una soluciOn. De hecho, mediante un algoritmo iterativo sepodrian obtener distintas soluciones con distintas estimaciones iniciales. Por lo tan-to, al obtener una soluciOn numérica hay que investigar si tiene significado fisico.
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 SUSTITUCION SUCESIVA Reescribimos la ecuaciôn (10.6.1) como
 -4)" + c4x)4)(x) = exp (x) (10.6.2)
 donde
 (x) = 0.014)(x)
 El método que analizaremos es una extension del método de sustituciOn sucesivadescrito en el capItulo 3 y se desarrolla como sigue:
 Se hace una estimaciOn de a(x); por ejemplo, a(x) = 0.01.Se resuelve la ecuación (10.6.2) en forma numérica, como un problema lineal convalores en la frontera (puesto que permanece fijo, la ecuación es lineal).Se modifica el valor de cr(x) = 0.01 q5(x) con el valor actualizado de 4)(x) obteni-do en b).Se repiten los dos pasos anteriores hasta que el término 4) (x) coincida en dos so-luciones consecutivas dentro de una tolerancia fija de antemano.
 METODO DE NEWTON. Supongamos que disponemos de una estimaciOn de 4) (x), lacual denotaremos por (x). En este caso, podemos expresar Ia soluciOn exactacomo
 4)(x) = /i(x) + ö/i(x) (10.6.3)
 donde ô(x) es una correcciOn de la estimaciOn. Si sustituimos la ecuaciOn (10.6.3)en la ecuación (10.6.1), obtenemos
 -" + (0.01)[25 + (:5fr)2] = (," - 0.Ohfr2 + exp (x) (10.6.4)
 Si ignoramos ei término de segundo orden (ô')2, tenemos que
 öçli" + 0.02öfr = ,/j" - 0.01/i + exp (x) (10.6.5)
 la cual se puede resolver como un problema lineal con valores en la frontera. Obte-nemos entonces (x) + ô&(x) como soluciOn aproximada de la ecuaciOn (10.6.1).PodrIamos mejorar aün más la soluciOn, utilizando el resultado más reciente comouna nueva estimaciOn. Este procedimiento es una extensiOn del método de Newtondescrito en el capitulo 3.
 Ejemplo 10.2
 Determine, con base en el método de Newton, las linealizaciones de lasecuaciones en diferencias para Ia ecuaciôn (10.6.1), en el dominio 0 <x < 2 ycon las condiciones en Ia frontera dadas por 4(0) = (2) = 0 con 10 interva-los en Ia reticula. Resolver las ecuaciones.
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 (Soluciôn)
 La forma linealizada de Ia ecuaciôn (10.6.1) está dada por Ia ecuaciôn(10.6.5). Con el espaciamiento h = 2/10 = 0.2, escribimos las ecuaciones endiferencias para el caso de Ia ecuaciôn (10.6.5):-cI1 + 25i - + 0.O2h2/i1i1 = - 21i1
 + - O.O1h2Ii? + h2exp (ih), i = 1,2.....9donde I = 0 cuando x = 0; Ia ecuaciôn está multiplicada por h2. Podemos escri-bir esta ecuaciôn en Ia forma de (10.3.1) Si definimos
 A1= 1B1 = 2 + 0.02h2fi1
 C1= 1D1 = - 2t/i + t4'1+1 - 0.01h2fr + h2exp (ih)
 Damos comienzo a Ia iteraciôn de Newton haciendo una estimaciOn de ,/,, = 0para todos los puntos de Ia reticula. Después resolvemos las ecuaciones en dife-rencias para I = 1, 2, 3.....9 mediante Ia soluciôn tridiagonal. En Ia tabla 10.3se da Ia soiuciôn iterativa para los primeros cinco puntos de Ia reticula.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Las ecuaciones diferenciales no lineales se resuelven en forma iterativa mediantela sustitución sucesiva o el método de Newton.En cada paso de la iteración para la sustitución sucesiva o el método de Newton,se resuelven las ecuaciones en diferencias mediante la soluciôn tridiagonal.
 10.7 PROBLEMAS DE VALORES PROPIOS EN ECUACIONESDIFERENCIALES ORDINARIAS
 Un problema con valores en la frontera se puede convertir también en un problemade valores propios, siempre que: a) el término de la fuente (o no homogéneo) de laecuaciôn diferencial sea igual a cero, y b) las dos condiciones en la frontera sean dela forma q = 0 o bien ' = donde 'y es una constante. Este tipo de condicionesrecibe el nombre de condiciones homogéneas en lafrontera. Podemos normalizar lassoluciones de un problema de valores propios mediante una constante arbitraria.Los problemas de valores propios de las ecuaciones diferenciales ordinarias tienenuna relaciôn muy cercana con los problemas de valores propios para matrices, pues-
 i= 1 1=2 1=3 1=4 1=51 0.0850 0.1406 0.1720 0.1837 0.17922 0.0935 0.1546 0.1891 0.2019 0.19703 0.0943 0.1560 0.1908 0.2038 0.19884 0.0944 0.1561 0.1910 0.2040 0.1990
 labia 10.3NCimero deiteraciôn Puntos de Ia reticula
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 to que un conjunto de ecuaciones en diferencias finitas para las primeras se transfor-ma en un conjunto de ecuaciones para las segundas.
 Existen muchos ejempios de problemas de valores propios, entre los que se en-cuentran: la vibración armônica de varillas, cuerdas y vigas; el doblamiento de unaviga debido a una fuerza longitudinal (véase problema 10.23); asI como la distribu-ción del flujo de neutrones en la fase crjtica de un reactor nuclear [Nakamura] (véasetambién el problema 10.21).
 Hay dos tipos de métodos de soluciôn de las ecuaciones en diferencias para losproblemas de valores propios. El primero se relaciona con los métodos directos desolución de problemas de valores propios para matrices, como se analizô en elcapItulo 7. El segundo es de tipo iterativo.
 Para explicar los métodos numéricos que resuelven los problemas de valorespropios, consideremos primero un ejemplo: la vibración longitudinal de una varilla.La ecuación que determina dicha vibración es muy similar a las ecuaciones de vibra-ción torsional de una varilla (o resorte) y de vibraciôn transversal de una cuerda.Por lo tanto, si desarrollamos un programa de computadora para una de ellas, éstese puede aplicar a los otroS dos tipos cambiando las definiciones de las variables yconstantes.
 La ecuación de onda para la vibración longitudinal de una varilla elástica conesección transversal variable es
 - (tx ) = w(x) (10.7.1)
 donde u = u(x, t) es ci despiazamiento de la varilla en x y t, E es el módulo de elasti-cidad, A (x) es el area de la sección transversal de la varilla y w(x) es la masa de lavarilla por unidad de longitud. Supondremos que H es la longitud de la varilla y quesus dos extremos están fijos.
 Cuando la varilla tiene una osciiaciôn armónica sostenida, podemos escribir lasoluciôn de (10.7.1) en la forma
 u(x, t) = sen(2irvt + w0)f(x) (10.7.2)
 donde v es la frecuencia de vibración, f(x) es el modo espacial de oscilación y w0 esla fase. Determinamos la ecuación paraf(x) sustituyendo (10.7.2) en (10.7.1) y divi-diendo entre sen (2irvt + w0):
 - [&x - f(x)] = - (2irv)2w(x)f(x)
 donde las derivadas parciales se cambian por las derivadas ordinarias, puesto que laecuación ya no contiene a t. Esta ecuación se puede escribir en la siguiente formacompacta:
 - [p(x)f'(x)]' = 2v(x)f(x) (10.7.3)
 donde p(x) = EA (x), X = v2 y v(x) = (2ir)2w(x). Puesto que ambos extremos es-tan fijos, las condiciones en la frontera son
 f(0) = f(H) = 0 (10.7.4)
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 Obtendremos ahora las ecuaciones en diferencias, suponiendo que ci nümerototal de puntos en la retIcula es igual a N + 2 (inciuyendo los extremos) y que el in-tervalo entre elios es h = H/(N + 1). Si nos fijamos en los tres puntos de la reticulaque se muestran en la figura 10.5, la aproximación por diferencias para el lado iz-quierdo de la ecuaciôn (10.7.3) es
 p(b)f'(b) - p(a)f'(a)(p(x)f')'
 = h
 p(b) + 1 - p(a) t -h h
 en donde el lado derecho del primer renglón es una aproximaciôn por diferenciascentrales de (p(x)f')', el segundo rengiôn se obtiene a! aplicar las aproximacionespor diferencias centrales af' y ci tercero a! reagrupar el segundo renglón.
 . I I
 x=a x=b1+1
 h
 p(a)ft_1 (p(a) + p(b))f + p(b)f+1- h2
 Figura 10.5 Configuraciôn de Ia retIcula entomb del punto i (a y b son los puntosmedios)
 Podemos aproximar ci lado derecho de ia ecuación (10.7.3) por
 v(x)f(x) = v(x)fL (10.7.6a)
 o bien
 (10.7.5)
 v(a) + v(b)v(x)f(x) - 2
 (10.7.6b)
 A! sustituir las ecuaciones (10.7.5) y (10.7.6a) en la ecuaciôn (10.7.3), la ecuación endiferencias se transforma en
 p(a)f,_1 + [p(a) + p(b)]f - p(b)f+1 = ).v(x1)h2f1 (10.7.7)
 Si utiiizamos la ecuación (10.7.6b) en vez de (10.7.6a), ci lado derecho de la ecuación(10.7.7) cambia de manera acorde.
 La deducción de ecuaciones en diferencias para otras coordenadas unidimen-sionaies y otros problemas fisicos es esenciaimente la misma. En general, los proble-mas de vaiores propios de las ecuaciones diferenciaies ordinarias se pueden escribircomo
 - - (xmp(x)4')' + q(x)4(x) = )Lv(x)4.'(x) (10.7.8)
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 donde p(x), q(x) y v(x) son coeficientes ya determinados y m es un parámetro geo-métrico dado por m = 0 para el piano, m = 1 para ci cilindro y m = 2 para la esfe-ra. Si q = 0 y m = 0, la ecuaciôn (10.7.8) se reduce a la forma de la ecuación(10.7.3). Si m > 0, primero hay que multiplicar dicha ecuaciôn por xm antes de cal-cular las aproximaciones por diferencias, como en la sección 10.5.
 Cuando los coeficientes de ia ecuación (10.7.8) son reales, todos los valorespropios son reales. En particular, si q 0, todos los valores propios son positivos(positivo definido). La funciôn propia correspondiente al minimo valor propio no seanula entre los extremos. La segunda función propia tiene una raiz, la tercera dos,etc., como lo ilustra la figura 10.6.
 (A)
 (B)
 Funciôn propia Segundafundamental funciôn propia
 x
 Las condiciones en Ia frontera son: (A) 4(0) = 4(H) =0(B) 4i(0)=4H)=O
 Figura 10.6 Distribución de las funciones propias.
 Las ecuaciones en diferencias para Ia ecuación (10.7.8) se pueden escribir en formatridiagonal:
 B1f1+C1f2 =G1f1
 A2f1 + B2f2 + C2f3 = ).G2f2(10.7.9)
 A1f11 + B.f, + CJ+1 =
 ANIN1 + BNIN = I%GNJN
 Podemos resolver la ecuación (10.7.9) ya sea en forma directa, mediante ci métodode valores propios de una matriz descrito en ci capitulo 7, o en forma iterativa, comose explica en ci resto de esta sección. Cuando se elija un método, hay que tomar encuenta los aspectos siguientes:
 a) El método matricial puede determinar todos los valores propios, incluyendo losvalores propios complejos. Pero si ci nümero de puntos en la reticula aumenta, citiempo de cómputo se prolonga.
 Tercera Cuartafunciôn propia funciôn propia
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 La precision de la ecuación en diferencias se va perdiendo a medida que es mayorel nümero de oscilaciones espaciales (o, en forma equivalente, cuando el valorpropio se hace más grande). Esto se debe a que el error de truncamiento de lasecuaciones en diferncias aumenta con rapidez al crecer el nümero de nodos de laoscilación espacial.Si los coeficientes de Ia ecuaciOn tridiagonal son simétricos, todos los valorespropios son reales.Por lo general, en la mayorIa de los problemas cientificos se buscan el valor pro-pio más pequeflo y los más prOximos a éste, asj como sus correspondientes fun-ciones propias. Los métodos iterativos son adecuados para este tipo de proble-mas.
 METODO DE LA POTENCIA INvERsA. Este es un método iterativo para calcular el valorpropio más cercano a cero, asi como su función propia correspondiente. Cuando elvalor propio minimo es real y positivo, este método sirve para determinar el valorpropio fundamental y su funciOn propia.
 El método de la potencia inversa para la ecuación (10.7.9) es
 A1J1 + Bft + Cf1 = 2t11G1f' (10.7.10)
 donde t es el nümero de iteraciOn yfo = fN + = 0. La solución se calcula de la ma-nera siguiente:
 Paso 1: se hacen las estimaciones iniciales de f) para toda i, las cuales pueden sersin excepción iguales a cero, salvo para un punto de Ia retIcula.
 Paso 2: la estimaciOn inicial 2 (°) de 2 se hace igual a la unidad.Paso 3: se calcula el valor de f'en la ecuaciOn (10.7.10) mediante la soluciôn tn-
 diagonal.Paso 4: las ecuaciones siguientes determinan la nueva estimaciOn de 2:
 = 2° (10.7.11)
 Paso 5: se sustituyen XU) yf en el lado derecho de (10.8.10), en la que se determi-na el valor de j(2) mediante la soluciOn tridiagonal.
 Paso 6: se repite la operación similar al paso 5, incrementando el ciclo de iteraciOnt. El cálculo de 2 después de cada ciclo es
 Gf'f2(t-1) I
 G[f]2 (10.7. 12)
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 Paso 7: la iteración se detiene cuando se satisface el criterio de convergencia
 I)(t_1)I,2(t) - <C
 donde C es un criterio de convergencia determinado de antemano.
 Con elfin de simplificar los cãlculos, podrIamos sustituir la ecuación (10.7.12) por
 Gf',(t-1) i
 Gf (10.7.13)
 o bien
 = A(t- 1) i (10.7.14)
 Sin embargo, las tasas de convergencia del valor propio con estas dos ecuaciones sonmás lentas que con la ecuación (10.7.12).
 Si q > 0, la tasa de convergencia decrece rápidamente al aumentar el valor deq, o bien al disminuir el tamaño del dominio. Para los problemas unidimensionalesde valores propios, se puede mejorar la convergencia iterativa lenta mediante el me-todo de la potencia inversa con desplazamiento, el cual se explica más adelante. Porotro lado, si q = 0 en la ecuación (10.7.8), la tasa de convergencia del método de lapotencia inversa no se ye afectado por el nümero de puntos en la reticula.
 METODO DE LA POTENCIA INvERsA CON DESPLAZAMIENTO. Este método (véase tambiên La sec-ción 7.3) se obtiene mediante una ligera modificación al método anterior, pero acele-ra en forma significativa la convergencia iterativa hacia el valor propio y la funciónpropia fundamentales. También puede determinar valores y funciones propias realesmayores.
 Hacemos el valor propio de la ecuación (10.7.9) igual a
 = 'e + (10.7.15)
 donde Xe es una estimación del valor propio a determinar y oX es la corrección. Asi,podemos escribir la ecuación (10.7.9) como
 (2 - 'e)fi - f2 = 5ifi
 -f1 +(2e)f2f3=kf2f2+(2e)f3f4=ö'f3 (10.7. 16)
 fN1 + (2 - 'e)fN =
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 donde, para simplificar este ejemplo, hemos supuesto que los coeficientes son A =C = 1, B = 2 y D = 1. Resoivemos la ecuación (10.7.16) mediante el método dela potencia inversa, considerando a (52 como una definición aiternativa del valor pro-pio. Una vez que se ha determinado (52, se calcula el verdadero valor propio, sustitu-yendo (52 en la ecuación (10.7.15). La convergencia es más rápida S 2 Cs más cercanoa! verdadero valor propio. Incluso con una estimación pobre de 2e' la convergenciamejora de manera significativa. Cuando no se dispone de una estimación del valorpropio fundamental, ésta se puede obtener después de unos cuantos pasos de itera-ción con = 0.
 Sin embargo, 2e no debe ser muy cercano a otro valor propio. En tal caso,seria grave el error de truncamiento en la so!uciôn tridiagonal y la soiución numéricano seria confiable (la matriz de coeficientes estarla mal condicionada). De hecho, si1e fuera igual a un valor propio, ci lado izquierdo de (10.7.16) serIa singular y la so-
 luciôn tridiagonal se detendrIa debido a un error aritmético, como un desborda-miento o una division entre cero. Véase ci PROGRAMA 10-4.
 Ejemplo 10.3
 Utilice el PROGRAMA 10-4 para determinar los tres primeros valores y fun-ciones propias.
 (Soluciôn)
 Determinaremos primero el valor propio y Ia funciôn propia fundamental deIa ecuaciôn (10.7.10) mediante el PROGRAMA 10-4. Puesto que no existe una es-timaciôn del primer valor propio, hacemos Xe = 0. Las aproximaciones sucesi-vas de este valor propio son:
 Si ponemos Xe = 0.2 como primera estimaciôn del segundo valor propio,el valor propio converge a 0.081014, que sigue siendo el valor propio funda-
 El valor final de X es 0.0810140
 La funciôn propia para el primer valor propio es:
 i-èsimo puntode Ia reticula fi
 1 0.284692 0.546283 0.763594 0.919015 1.000006 1.000007 0.919018 0.763599 0.54628
 10 0.28469
 Nümero de iteraciôn
 1 0.08196722 0.08102573 0.08101424 0.0810140
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 mental. Si Ia segunda estimaciôn es Xe = 0.5, obtenemos X = 0.690274, pa-ra el cual Ia funciôn propia cambia de signo dos veces. Por 10 tanto, este valor esel tercer valor propio. El segundo debe estar entre el primero y el tercero. Asi,hacemos Xe = 0.4, de 10 que resulta X = 0.31 7493, que es el segundo valorproplo, debido a que Ia funciôn propia solo cam bia de signo una vez.
 La distribuciôn de Ia segunda y tercera funciones propias es como sigue:
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 La ecuación diferencial y las condiciones en la frontera en un problema de valo-res propios son ambas homogéneas.Si ci minimo valor propio es real y positivo, éste se puede calcular mediante elmétodo de la potencia inversa y el método de la potencia inversa con desplaza-miento.
 10.8 ANALISIS DE CON VERGENCIA DE LOS METO DOS ITERATIVOS
 En esta sección explicaremos por qué convergen los métodos de la potencia inversa yde la potencia inversa con desplazamiento. Véase el capItulo 2 de Nakamura (1986)para la convergencia iterativa de problemas en ingenieria nuclear.
 Si q(x) 0 y v(x) > 0 en la ecuación (10.7.8), la ecuación en diferencias dadapor (10.7.9) tiene las siguientes propiedades:
 Existen N valores propios reales, positivos y distintos, donde N es ci nümero deincógnitas en la ecuación (10.7.9).La funciôn propia fundamental (asociada con el valor propio mInimo) solo seanula en los extremos.La segunda funciOn propia tiene una raiz en ci dominio, mientras que la n-ésimafunción propia tiene n - 1 raIces dentro del dominio.
 Segunda funciôn propia
 (X = 0.317493)
 Tercera funciôn propia
 (X = 0.690274)
 1 0.54560 0.76386
 2 0.91809 0.99999
 3 0.99923 0.544984 0.76319 0.287435 0.28475 0.922916 0.28428 0.922917 0.76326 0.287438 0.99999 0.54498
 9 0.91918 0.99999
 10 0.54638 0.76386
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 Para el análisis posterior, escribimos la ecuación (10.7.9) en forma compacta:
 Mf=.)Gf (10.8.1)
 donde My G son las matrices tridiagonal y diagonal, respectivamente yf representaun vector propio (función propia en forma vectorial).
 Suponemos que los Nvalores propios distintos de la ecuaciôn (10.8.1) están or-denados de forma que
 donde es el valor propio fundamental. Si denotamos el vector propio correspon-diente a ),, por u, podemos escribir la ecuación (10.8.1) como
 Mu = )LGu, n = 0, 1,. . . , N - 1 (10.8.2)
 En el caso en que M sea una matriz simétrica y todos los elementos de la diago-nal de G sean distintos de cero, los valores propios tienen las siguientes propiedades:
 Dos valores propios distintos son ortogonales entre Si:
 (Um)TGUn = 0 Si n m (relaciôn de ortogonalidad) (10.8.3)
 Puesto que todos los vectores propios son independientes, cualquier vector de or-den N se puede expresar como combinaciôn lineal de los vectores propios:
 z = au (compleciOn) (10.8.4)
 donde z es un vector cualquiera de orden N y a es un coeficiente.
 Ahora escribimos el método de la potencia inversa dado por la ecuación (10.7.10)como
 Mf = (10.8.5)
 Si utilizamos la propiedad de la ecuación (10.8.4), pQdemos desarrollar la estima-ción inicial f(0) mediante los vectores propios, de la manera siguiente:
 Ni(10.8.6)
 n=o
 donde c es un coeficiente que se puede determinar gracias a la relación de ortogona-lidad (10.8.3). Hacemos la estimaciôn inicial )O) igual a uno. Podemos escribir lasoluciôn de (10.8.5) paraf(1) como
 f(i)Ni
 (10.8.7)n0
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 donde usamos = 1 en la ecuación (10.8.5), para t = 1. PodemOs verificar laecuación (10.8.7) a! sustituir (10.8.6) en el lado derecho de (10.8.5) con t 1, utili-zando (10.8.2).
 Para el segundo ciclo de iteraciOn, sustituimos la ecuación (10.8.7) en el ladoderecho de (10.8.5) con I = 2 y determinamos el valor def(2). Podemos escribir el re-sultado como
 Ni /1\2f(2) c( --) Unn0 \ILfl/
 La solución iterativa, después de t ciclos de iteración, es
 / 1 "f(t) . . . )L(t_ 1)
 )fl \Itfl/
 o, en forma equivalente,
 ,(i))(2). . . )(t-1)[00 +f(t) ()t - Ui + u2 +
 Puesto que ) es el valor propio minimo, todos los términos con el factor()0/,%)t se anulan al tender I a infinito. As!, la ecuación (10.8. 10) tenderá a
 f(l) Cu0
 donde C es una constante. La convergencia estã determinada por la razón definidapor o liamada razón de dominancia, que es la razón en la que el coeficientede u1 en la ecuaciOn (10.8. 10) decrece en un ciclo de iteración.
 Explicaremos ahora la convergencia del valor propio. Para simplificar la expo-sición, primero reescribimos la ecuación (10.7.11) con vectores y matrices como
 - i) (f(t - i))TGf(t)
 (f(t))TGf(t)
 Utilizamos la ecuación (10.8.10) para transformar el numerador de (10.8.11):
 (fl2ticf) b1 + (10.8.12)
 1)
 [cbo +)L \2t i
 (f(t i))TGI(t) =
 donde
 = (Un)TGUn
 (10.8.8)
 (10.8.9)
 (10.8.11)
 1(10.8. 10)
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 Además, hemos utilizado las relaciones de ortogonalidad (10.8.3). De manera anáio-ga, ci denominador se puede escribir como
 2t(t1)]2[cbo + b1 + (10.8.13)(f(t))TGI(t)
 Sustituimos las ecuaciones (10.8. 12) y (10.8.13) en la ecuación (10.8.11) y reagrupa-mos los términos:
 donde
 7 \2j.k
 _1Cm1m) b0La ecuaciôn anterior tiende a i%c, cuando t crece, puesto que < 1'
 Conviene observar también que la razón definida por
 =
 ( \2t-1k2('o"1+ki-) + +
 / \2t 2t
 1+k1U) +k2() +
 )(t-1) )(t-2)
 tiende al cuadrado de la razón de dominancia cuando t crece. La demostración se de-ja como ejercicio para ci lector (véase ci problema 10.25).
 El radio de dominancia eficaz para el método de la potencia inversa condesplazamiento es
 (10.8.14)
 (10.8.15)
 (10.8.16)
 Cuando e el valor absoluto de la razón que aparece en la ecuación (10.8.16),es significativamente menor que Esto explica por qué el método de La potenciainversa con desplazamiento converge mucho más rápido que el método de la poten-cia inversa. Dc manera similar, se explica Ia convergencia del método con desplaza-miento a los valores propios mayores.
 RESUMEN DE ESTA SECCIÔN
 La convergencia del método de la potencia inversa se explica al considerarel problema como positivo definido (todos los vaiores propios son reales y posi-tivos)Podemos desarroliar una estimaciôn inicial en términos de los vectores propios.Con ci método de la potencia inversa, la magnitud de cada vector propio dismi-nuyc segün la potencia inversa del valor propio correspondiente.
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 La razón de convergencia del método de la potencia inversa queda determinadapor la razón de dominancia.El método de la potencia inversa con desplazamiento es una modificación delmétodo de la potencia inversa, pero su razón de dominancia real es significativa-mente menor que la del método de la potencia inversa.
 10.9 DOBLAMIENTO Y VIBRACION DE UNA VIGA
 Los problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con valores en la frontera deorden superior a dos se pueden resolver de manera análoga. Como ejemplo, mostra-remos algunos métodos numéricos para ci dobiamiento y vibraciôn de una vigacomo un probiema de una ecuación diferencial ordinaria de cuarto orden, con valo-res en la frontera. Primero analizaremos al doblamiento de una viga bajo una cargadistribuida P(x), que es un problema no homogéneo con valores en la frontera.
 Si la carga distribuida es P(x), podemos escribir la ecuación para el despiaza-miento de la viga como
 dX2(El ) = P(x) (10.9.1)
 donde E es el môdulo de elasticidad e I es el momento de inercia de la sección trans-versal, y es el desplazamiento y P es la carga, como se muestra en la figura 10.7. Elproducto El recibe el nombre de rigidez a la flexión.
 Caicularemos las aproximaciones en diferencias finitas de la ecuación (10.9.1)para una viga no uniforme que cstá detenida en el extremo izquierdo pero quedalibre en el extremo derecho, como en ia figura 10.7.
 4%x=O P(x)
 Figura 10.7 Una viga sujeta en uno de los extremos
 Las condiciones en la frontera para este probiema son
 y(0) = 0 y y'(0) = 0 para la frontera izquierda
 M = y"(H) = 0 y V = y"(H) = 0 para la frontera derecha
 donde M y V son los momentos de doblamiento y esfuerzo respectivamente, en lafrontera derecha.
 x=H
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 x=O x=H
 Viga
 I I I I I I I1=-i 0 1 2 3 4 5 6 7Figura 10.8 Una retIcula para Ia viga (I = - 1, 6 y 7 son los puntoshipotéticos en Ia reticula)
 Para obtener las ecuaciones en diferencias, consideramos la retIcula que semuestra en la figura 10.8. AquI, los puntos de la reticula en i = 1, 6 y 7 son hipo-téticos. Supondremos que la reticula tiene un espaciamiento uniforme. Escribimosentonces (10.9.1) como
 EIy" + 2EIy" + EI'y' = P(x) (10.9.2)
 Las derivadas y" , y" y y" se evalüan numéricamente mediante las aproxi-macjones por diferencias centrales:
 = (- - 4Y-i + 6Yi - 4Yi+i + y12)/h4
 = ( 2 + 2Yi 1 - +1 + y + 2)/2h3 (10.9.3)
 y" = (y_ - 2y + y±1)/h2
 Podemos calcular los términos I ', e I' mediante las aproximaciones por diferenciasfinitas como sigue: para i desde 1 hasta N - 1,
 'i+l -2h (10.9.4)
 'i+l - 21i + 'ii
 donde utilizamos la aproximaciôn por diferencias centrales; para N,
 31N - 41N-1 + 'N-2N
 (2h) (10.9.4)
 'Nh2
 21N + 51N-1 - 41N-2 + 'N-3
 en donde usamos la aproximación por diferencias hacia atrás.Al sustituir las ecuaciones (10.9.3) a (10.9.5) en la ecuación (10.9.2), las
 ecuaciones en diferencias son:
 ay2 + by1 + cy + d1y1 + ey12 = I; = 1,2,. . . , N (10.9.6)
 donde
 a = EI/h4 - EI/h3b. = 4E11/h4 + 2EI/h3 + EI'/h2
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 c1 = 6EI/h4 + 2EI'/h2
 d, = 4EI/h4 - 2EI/h3 + EI'/h2e = EI/h4 + EI/h3
 = P(xj
 Si i = 1, la ecuación (10.9.6) tiene la forma
 a1y_1 + b1y0 + c1y1 + d1y2 + e1y3 =fi (10.9.7)
 que contiene un punto hipotético i = 1 fuera del dominio. En (10.9.7), hacemos= 0, ya quey(0) = 0 es una condición en la frontera. La segunda condiciôn en la
 frontera para el extremo izquierdo, y '(0) = 0, se puede aproximar mediante (Yi -y_1)/2h = 0, por lo que podemos hacer Yi Yi. Al sustituir estas relaciones en(10.9.7), se tiene que
 (a1 + c1)y1 + d1y2 + e1y3 = (10.9.8)
 Para trabajar con las condiciones en la frontera derecha, escribimos las aproxi-maciones por diferencias de dichas condiciones:
 YN-2 + 2YN-1 - 2YN+1 + YN+2y = 2h3
 =0
 YN_12YN+YN+12h =
 Podemos considerar las ecuaciones (10.9.9) como miembros de un conjunto deecuaciones simultáneas.
 Asi, el conjunto de ecuaciones a resolver toma la siguiente forma matricial:
 d1, e1 Yi 11
 c2, d, e2 Y2 f2b3, c3, d, e3 y3 f3a4, b4, C4, d4, e4 = f4
 a5, b5, c5, d5, e5
 1, 2, 0, 2, 1 Y6 0
 1, 2, 1, 0 j' 0
 Esta ecuación se resuelve mediante la eliminación de Gauss o la descomposición LU.Véase el PROGRAMA 10-5.
 Consideremos ahora que existe una vibración armónica de la misma viga[Thomson]. Para una oscilación armónica, la ecuación (10.9.1) se reemplaza por
 d2r d2_ 1 d2_-I EI_Y(xt)]= w(x)-y(x,t)dx [
 (10.9.9)
 (10.9. 10)
 (10.9.11)
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 donde yes el desplazamiento en x a! tiempo t y w (x) es la masa de la viga por unidadde longitud en el punto x. Buscamos la solución que tenga la forma
 (x, t) = y(x) exp (jwt) (10.9.12)
 donde y(x) es el modo armónico y w es la velocidad angular de la oscilación (2 ir ye-ces la frecuencia) yj = Ji. Al sustituir la ecuación (10.9.12) en (10.9.11) y divi-dir entre exp (jwt) obtenemos
 [Eldx2
 Y(x)] = w(x)y(x) (10.9.13)
 donde , = se considera un valor propio.El problema de valores propios analizado aqul se implanta en el PROGRAMA 10-6.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Se analizan los métodos numéricos para resolver problemas de doblamiento yvibraciOn de una viga.Se resuelven las ecuaciones en diferencias para el problema de doblamiento me-diante la descomposición LU (puesto que las ecuaciones diferenciales no son desegundo orden y las ecuaciones en diferencias ya no son tridiagonales).El problema de la vibración es un problema de valores propios. Sus ecuacionesen diferencias son esencialmente iguales a las del problema de doblamiento, ex-cepto que en este caso son homogéneas y tienen valores propios. Se utiliza el me-todo de la potencia inversa con desplazamiento para calcular no solo el modofundamental sino también los modos mayores.
 PROGRAMAS
 PROGRAMA 10-1 Soluciôn de problemas lineales con valores en Ia frontera
 Explicaciones
 El PROGRAMA 10-1 resuelve la ecuaciOn (0) del ejemplo 10.1. El nümero total de in-cógnitas y los coeficientes de la ecuación tridiagonal se definen de acuerdo con dichoejemplo.
 El esquema de solución tridiagonal se implanta en la subrutina TDRG. Alregresar de la subrutina, la so!ución del esquema tridiagonal se almacena en la va-riable D(I). Se define D(0) solo para fines de impresiOn.
 Variables
 A(I), B(I), C(I), D(I): A, B,, C,, D,de la ecuaciOn (10.3.1), respectivamente.N: nOmero total de incógnitas.
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 Listado
 C CSL/F10 -1 . FOR PROBLEMA DE EDO LINEAL CON VALORES EN LA FRONTERADIMENSION A(20),B(20),C(20),D(20)PRINT *PRINT * 'CSL/FlO -1 PROBLEMA DE EDO LINEAL CON VALORES EN LA FRONTERA'
 N=10 Námero de puntos en la reticulaDO 140 1=1, N
 X=IA (I) =- 2 Coeficientes tridiagonalesB(I)=5C(I)=-2D(I)=EXP(-0.2*X) Térinino fuente (no homogéneo)
 140 CONTINUED (1) =D (1) + 2 Ajuste con la condición en la I ronteraD(N) =D(N) *0.5B (N) =4 .5
 CALL TRDG(A,B,C,D,N)D(0)1 Definición de D(0) para fines de impresiónPRINT*,' PUNTO DE LA RETICULA SOLUCION'DO 175 1=0, N
 PRINT 171, I,D(I) Impresión de la soluciàn175 CONTINUE171 FORMAT(2X, 15, 7X,F15.6)
 PRINT *STOPEND
 C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ** * * * * * * *
 SUBROUTINE TRDG (A, B, C, D, N) ! Subrutina tndiagonalDIMENSION A(1),B(1),C(1),D(1)DO 220 1=2, N
 R=A(I) /B(I-1)B(I)=B(I) -R*C(I-1)D(I)=D(I) -R*D(I-1)
 220 CONTINUED(N)=D(N)/B(N)DO 240 I=N-1, 1 , -1
 D(I)=(D(I) -C(I)*D(I+1))/B(I)240 CONTINUE
 RETURNEND
 Ejemplo de salida
 CSL/F1 0-1 PROBLEMA DE EDO LINEAL CON VALORES EN LA FRONTERAPUNTO DE LA RETICULA SOLUCION
 0 1.0000001 0.8464492 0.7067563 0.5852824 0.4820435 0.3951626 0.3219217 0.2590448 0.2023909 0.145983
 10 0.079919
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 PROGRAMA 10-2 Solución de problemas no lineales con valores en Ia frontera
 Explicaciones
 El PROGRAMA 10-2 resuelve el problema del ejemplo 10.2. Las constantes, parámetrosy la estimaciôn inicial de iji se definen al principio. La iteración comienza en S-150. LaecuaciOn tridiagonal se resuelve en la subrutina TDRG. Al regresar de la subrutina,D(I) contiene a öi. NT cuenta el nümero de puntos en la reticula que no satisfacen elcriterio de convergencia. Si la cuenta es cero, el programa comienza la impresión final.Si el contador es mayor que cero, la iteración continua. En S-250, la estimación seactualiza, sumando b,1', veces w al 1' anterior. Para mejorar la estabilidad de la solu-ción iterativa, el valor de ô/i se decrementa en un factor de w, que recibe el nombrede parámetro de baja relajación y cumple 0 < w < 1. La estimación actualizada seimprime en S-160.
 Variables
 N: nümero de variablesEP: criterio de convergenciaH: espaciamiento de la retIcula
 P5(I): i,ti
 A(I), B(I), C(I): coeficientes de Ia ecuación tridiagonalD(I): término no homogéneo de la ecuación tridiagonal; también es
 i5fr1 al terminar de obtener la solución
 NT: nümero de puntos en la retIcula que no satisfacen el criterio deconvergencia
 K: contador de las interacionesw: parámetro de baja relajación 0 < w < 1
 Listado
 C CSL/F10 -2. FOR PROBLEMA DE EDO NO LINEAL CON VALORES EN LA FRONTERACOMNON N, A(30) ,B(30) ,C(30) ,D(30) ,PS(20)PRINT *PRINT *, 'CSL/FlO -2 . FOR PROBLEMA DE EDO NO LINEAL CON VALORES EN LA FRONTERA'
 130 N=9H=0 .2H2=H*HK=0EP=0. 00 01W=0.9DO 131 1=1, NPS(I)=0
 131 CONTINUE150 K=K+1
 DO 1=1, NA(I)=-1B(I)=2+0.02*H2*PS (I)C(I)=-1D(I)=PS(I1)2*PS(I)+PS(I+1)O.O1*H2*pS(I)**2+EXp(Q.2*I)*H2
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 0.0935 0.1546 0.1891 0.2020 0.1970(La salida de la tercera iteración se omite.)
 IT.NONUMERO
 I1
 1DE PUNTOS QUE NO
 PSI (I)8. 5039E- 02
 SATISFACEN EL CRITERIO = 9
 DEL PSI(I)9 .4487E-02
 2 1 .4060E-01 1. 5623E- 013 1 .7204E-01 1 . 9115E- 014 1. 8371E-01 2 . 0412E- 015 1 .7921E- 01 1 .9912E-016 1. 6147E- 01 1 .7941E-017 1. 3288E-01 1 .4764E-018 9. 5416E-02 1. 0602E- 019 5. 0683E- 02 5 . 6315E- 02
 0. 0850IT.NO.=
 NUMERO DEI
 0.1406 0.1720 0.1837 0.17922
 PUNTOS QUE NO SATISFACEN EL CRITERIO = 9
 PSI(I) DEL PSI(I)1 9.3500E-02 9.4013E-032 1.5458E-01 1.5531E-023 1.8913E-01 1.8990E-024 2.0195E-01 2.0267E-025 1.9700E-01 1.9764E-026 1.7749E-01 1.7805E-027 1.4607E-01 1.4653E-028 1.0489E-01 1.0524E-029 5.5716E-02 5.5921E-03
 END DOCALL TRDG(A,B,C,D,N)
 190 NT=0DO 1=1, N
 IF( ABS(D(I)) .GT. EP) NT=N'r1END DO
 200 PRINT *, IT.NO.=', KPRINT 215 ,NT
 215 FORMAT (' NUMERO DE PIJNTOS QUE NO SATISFACEN EL CRITERIO =', 12)IF (NT.EQ.0) GOTO 270
 240 PRINT ', I PSI(I) DEL PSI(I)DO 11, N
 PS(I)=D(I)*W +PS(I)PRINT 257, I, PS(I), D(I)
 END DOWRITE (a, 3000) (PS(I),I=1,5)
 3000 FORMAT(1X,5F8.4)257 FORMAT(3X,I2, 3X, 1P2E13.4)
 GOTO 150270 PRINT 275275 FORMAT ( /' - - - RESULTADO FINAL - - - / - - - PUNTO DE LA RETICULA SOLUCION')280 PS(0)='O290 DO 295 1=0, N
 PRINT 296, I,PS(I)295 CONTINUE296 FORNAT(6X, 12, F12.5)
 END* * * * * * * * * * * * * * * * * * *
 C Favor de copiar la subrutina TRDG del programa 10-1.
 D) Ejemplo de salida
 CSL/F1 0-2 . FOR PROBLEMA DE EDO NO LINEAL CON VALORES EN LA FRONTERA
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 IT.N0.= 4NUMERO DE PUN0S QUE NO SATISFACEN EL CRITERIO= 7
 PROGRAMA 10-3 Método de Ia potencia inversa
 A) Explicaciones
 El PROGRAMA 10-3 resuelve un problema de valores propios mediante el método de lapotencia inversa. Supondremos, para mayor facilidad, que en la ecuación (10.7.10).
 A,= -1,B1=2,C1= -1yG 1
 para todos los puntos de la reticula. Supondremos que las condiciones en la fronterason fo = IN + 1 = Asi, el sistema queda
 2f -12 = f1
 1 + 212 -13 = f2f2 + 2f3 -14 =
 fN-1+2fN 'fN
 Las constantes, parámetros e iteraciones, F(I), se inicializan al principio. Laestimaciôn del valor propio se inicializa en uno. En el ciclo de iteración, FB(I) se ha-ce igual a F(I) veces el valor propio estimado y se almacena para calcular la siguienteestimación del valor propio. Los coeficientes de la ecuación tridiagonal se hacen
 I PSI(I) DEL PSI(I)1 9.4430E-02 9.3965E-052 1.5612E-01 1.5522E-043 1.9101E-01 1.8976E-044 2.0396E-01 2.0252E-045 1.9895E-01 1.9748E-046 1.7925E-01 1.7790E-047 1.4752E-01 1.4641E-048 1.0593E-01 1.0516E-049 5.6270E-02 5.5879E-05
 0.0944 0.1561 0.1910 0.2040 0.1990NUMERO DE PUNTOS QUE NO SATISFACEN EL CRITERIO = 0
 RESULTADO FINALPUNTO DE
 LA RETICULA SOLUCION0 0.000001 0.094432 0.156123 0.191014 0.203965 0.198956 0.179257 0.147528 0.105939 0.05627
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 iguales a los valores almacenados en cada ciclo, debido a que A(I), B(I), C(I) y D(I)cambian en La subrutina tridiagonal. Al regresar de dicha subrutina, la solución seguarda en el arreglo D(I). El valor anterior del valor propio se almacena en EB. Si nose cumple con el criterio de convergencia, el programa pasa a! siguiente ciclo de ite-ración. Si se excede el limite del nUmero de iteraciones o se cumple con el criterio deconvergencia, la solución se normaliza e imprime.
 Variables
 A(I), B(I), C(I): coeficientes de las ecuaciones tridiagonalesD(I): G1
 AS(I), BS(I), CS(I), DS(I): almacenan a A(I), B(I), C(I) y D(I)K: contador de iteracionesN: nümero de incógnitas
 El: valor propioEB: valor propio del ciclo anterior de iteraciónIT: ilmite de los pasos de iteración
 EP: criterio de convergenciaF(I): f,
 FB(I): valor anterior def1S, SB: denominador y numerador, respectivamente, de la
 ecuación explicada en la sección 6
 Listado
 C CSL/F10 -3. FOR METODO DE LA POTENCIA INVERSADIMENSION A(20) ,B(20) ,C(20) ,D(20) ,AS(20) ,BS(20) ,CS(20) ,DS(20)
 & ,F(20),FB(20)PRINT *PRINT *, 'CSP/FIO -3 METODO DE LA POTENCIA INVERSA'
 140 K=0N=10EI=1S=11T30EPO.0 001
 150 DO 1=1, NAS(I)=-1.0BS(I)=2 .0CS(I)=-1.0F(I)=1 .0DS(I)1 .0
 END DO170 PRINT *, IT. NO. VALOR PROPIO180 K=K+1
 DC 1=1, NFB(I)=F(I) *EI
 END DO
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 DO 1=1, NA (I) =AS (I)
 B (I) =BS (I)
 C(I)=CS(i)D(I)=DS(I) *FB(I)
 END DOCALL TRDG(A,B,C,D,N)
 220 SB=0s=0DO 1=1, N
 F (I) =D (I)
 S=S+F(I) **2SB=SB+F(I) *FB(I)
 END DO230 EB=EI
 EI=SB/SPRINT 245, K,EI
 245 FORMAT(' ',15, F10.6)250 IF( ABS(1.0-EI/EB).LE.Ep) GOTO 310260 IF (K.LE.IT) GYO 180
 PRINT *,' SE HA EXCEDIDO EL LIMITE DE ITERACIONES
 C NORMALIZACIQN DE LA SOLUCION310 Z=0
 DO 1=1, NIF (ABS(z).LE.ABS(F(I))) Z=F(I)
 END DODO 1=1, N
 F (I) =F (I) / z
 END DOC350 EIGEN=EI
 PRINT 355,EIGEN355 FORMAT('VALORPROPIO=' ,F10.6)360 PRINT *,
 ' I F(I)DO 1=1, N
 PRINT 370, I,F(I)END DO
 370 FORNAT(2X,I2,F14.6)PRINT *,
 390 PRINT*,' OPRIMA 1 PARA CONTINUAR, 0 0 PARA TERMINAR'*,K$TOP
 IF (KSTOP.EQ.1) GOrO 140END
 C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
 C Favor de copiar la subrutina TRDG del programa 10-1.
 D) Ejemplo de salida
 CS P/Fl 0-3 METODO DE LA POTENCIA INVERSAIT. NO. VALOR PROPIO
 1 0.0819672 0.0810263 0.0810144 0.081014
 VALOR PROPIO= 0. 081014I F(I)1 0.2846922 0.5462903 0.763594
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OPRIMA 1 PARA CONTINUAR, 00 PARA TERMINAR
 PROGRAMA 10-4 Método de Ia potencia inversa con desplazamiento
 A) Explicaciones
 El PROGRAMA 10-4 resueive ci mismo problema que el PROGRAMA 10-3 por medio delmétodo de la potencia inversa con desplazamiento. Las variables y estructura delprograma del primero son muy similares a las del segundo.
 Sin embargo, hay dos cambios principales de la programación en el PROGRAMA10-3. El primero es que ci programa lee como entrada mediante ci teclado. Des-pués de obtener la solución iterativa para ci valor de )Le dado, ci programa pide cisiguiente 'e para repetir la solución del mismo problema. El segundo cambio es queBS(I) se define de acuerdo con la ecuaciôn (10.7.13).
 Para determinar un valor propio y una funciôn propia mayores por medio delmétodo de la potencia inversa con desplazamiento, se hace un procedimiento deprueba y error, puesto que no existen las estimaciones de dichos valores propios. Elmétodo es ci siguiente:
 Sc hace una cierta estimaciOn dcSe ejecuta ci esquema de la potencia inversa con despiazamicnto.Se determina cuál de los valores propios y funciones propias se obtiene, contan-do ci nümero de nodos en la función propia. Si la soiuciOn cambia de signo J ye-ccs en ci dominio, cntonccs la función obtenida es la J + 1.Si sc dcsea una función propia mcnor a la obtenida en ci paso b), entonces seprucba con una estimación menor de )Le y se repiten los pasos b) y c). Si se deseauna función propia mayor, se intenta con una estimaciôn mayor de 2e y se hacelo mismo.
 B) Variables
 Las mismas del PR0GRAMA 10-3 excepto
 ES: estimación del valor propio, 'eEl: ö)EB: Valor anterior de 5).
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 4 0.9190185 1.0000006 1.0000007 0.9190188 0.7635949 0.546290
 10 0.284692
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 C) Listado
 C CSL/F10 -4. FOR METODO DE LA POTENCIA INVERSA CON DESPLAZAMIENTODIMENSION A(20),B(20),c(20),D(20),AS(20),BS(20),CS(20),DS(aO)
 & ,F(20),FB(20)PRINT *PRINT * CSP/F10 -4 METODO DE LA POTENCIA INVERSA CON DESPLAZAMIENTO
 140 K0N=10EI=1S=1IT=30EPO. 0001PRINT * CUAL ES EL LAMBDA ESTIMADO?'pE?J) *,E5
 150 DO 1=1, NAS(I)=-1.0BS (I)=2.0-ESCS(I)=-1.0F(I)1.0DS(I)1.0
 END DO170 PRINT *, IT. NO. DEL-LPMB'180 KK+1
 DO 1=1, NFB(I)=F(I) *EI
 END DODO I1, N
 A (I) =AS (I)
 B (I) =BS (I)
 C (I) =CS (I)
 D(I)DS (I) *p'(I)END DOCALL TRDG(A,B,C,D,N)
 220 SB=0S=0DO 1=1, N
 F (I) =D (I)
 5=5+F(I) **2SB=SB+F(I) *FB(I)
 END DO230 EBEI
 EISB/SPRINT 245, K,EI
 245 FORMAT(' ',15, F10.6)250 IF( ABS(1.0-EI/EB).LE.EP) GOTO 310260 IF (K.LE.IT) GOTO 180
 PRINT *, ' SE HA EXCEDIDO EL LIMITE DE LAS ITERACIONES'C NORMALIZACION DE LA SOLUCION310 Z=0
 DO 11, NIF (ABS(Z) .LE.JBS(F(I))) z=F(I)
 END DODO 1=1, N
 F (I) =F (I) /Z
 END DOC350 EIGEN=EI+ES
 PRINT 355,EIGEN
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 355 FORNAT(' VALOR PROPIO' ,F10.6)360 PRINT *, F(I)
 DO 1=1, NPRINT 370, I,F(I)
 END DO370 FORMAT(1X,12,F14.6)
 PRINT *,390 PRINT*,' OPRIMA 1 PARA CONTINUAR, 00 PARA TERMINAR'
 * ,KSTOPIF (KSTOP.EQ.1) GYI'O 140END
 C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ** * * * *
 C Favor de copiar la subrutma TRDG del programa 10-1.
 D) Ejemplo de salida
 CSP/F10-4 METODO DE LA POTENCIA INVERSA CON DESPLAZAMIENTO
 CUAL ES EL LAMBDA ESTIMADO?11
 IT. NO. DEL-LAMB1 -0.7198712 -0.4886693 -0.4107874 -0.4030405 -0.4055506 -0.4076677 -0.4085138 -0.4000379 -0.21361110 0.05025411 0.06860912 0.06915413 0.06916914 0.069170
 VALOR PROPIO= 1.169170I F(I)
 1 0.9188162 0.7633203 -0.2847064 -0.9999065 -0.5460236 0.5463267 1.0000008 0.2845279 -0.763650
 10 -0.919069
 ,CUAL ES EL LAMBDA ESTIMADO?3.5IT. NO. DEL-LAMB
 1 -1.9305102 0.1387173 0.1807374 0.1823825 0.1824986 0.182506
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 PROGRAMA 10-5 Doblamiento de una viga
 Explicaciones
 El PROGRAMA 10-5 resuelve la ecuación (10.9.10) mediante el esquema de descompo-sición LU.
 Los datos para K, H y E se definen en las instrucciones DATA. Los valores deI' e I" se calculan por medio de las aproximaciones por diferencias centrales paralos puntos de la retIcula, excepto para la frontera derecha, en la que se utiliza laaproximación por diferencias hacia atrás.
 La matriz A se descompone en L y U mediante el algoritmo de la descomposi-ción LU explicado en Ia sección 6.7 (véase también el PROGRAMA 6-3). Las matrices Ly U se guardan en forma compacta en el arreglo L(I, J) cuando la subrutina concluye.
 Al regresar de la subrutina, se comienza con la soluciôn de Ia ecuación(10.9. 10), utilizando las matrices L y Uen los procesos de sustituciOn hacia adelantey hacia atrás.
 Variables
 A: matriz de coeficientes de la eduación (10.9.10)L: resultado de la descomposicion LU en forma
 compacta (vêase la sección 6.7)P(I): carga vertical de la viga en el punto I de Ia
 reticulaFF(I): deflección de la viga en I
 AA(I), BB(I), CC(I), DD(I), EE(I): a1, b1, c1, d y e, de la ecuación (10.9.10)IM(J): momento de inercia de la sección transversalLL(J): carga
 K: nümero de puntos en la reticula sobre la viga,sin incluir los puntos hipotéticos
 H: espaciamiento en la reticulaE: mOdulo de elasticidadN: orden de la matriz, K + 2
 11(J), 12(J): I' e I" en el punto J de la reticula, respectiva-mente
 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 VALOR PROPIO= 3.682506I F(I)
 1 0.5471762 -0.9199113 1.0000004 -0.7628205 0.2842146 0.2842167 -0.7628218 0.9999999 -0.919910
 10 0.547175
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 C) Listado
 FF(i)=LL(i) /EL(1, 1) Sustitución hacia adelanteDO J=2, N EL: Matrices L y U en forma compacta
 FF(J)=LL(J) FF: desplazaniientoDO 1=1, J-i
 C CSL/F10 -5. FOR DOBLAMIENTO DE UNA VIGACOMMON A(30, 30) , EL (30, 30) ,P (30) ,NDIMENSION IM(0:iO) ,Ii(iO) ,12(i0)DIMENSION AA(iO),BB(i0),CC(iO),DD(iO),FF(iO),LL(i0) EE(iO)REAL IM,LLDATA K,H,E/ 5, 2, 150/DATA (IM(J) ,J=0,5)/ii,i,i,i,i/DATA (LL(J),J=i,5)/2,2,2,2,2 /PRINT *, 'CSL/F10-5 DOBLAMIENTO DE UNA VIGA'N=K+2H2 =H * H
 H 3 =H * H 2
 H4=H3*HDO J=1, K-i
 Ii(J)=(IM(J+i)-IM(J-i))/2/HI2(J)=(IM(J+1)-2*IM(J)+IM(J-i))/H/H
 END DOIi(K) (3*IM(K)-4*IM(K-i)+IM(K-2))/2/H12(K)=(2*IM(K)-5*IM(K-1)+4*IM(K-2)-IM(K-3))/H/HDO J=i, K
 AA(J)=E*IM(J) /H4-E*Ii (j) *}j3
 BB(J)=-4*E*IM(J) /H4+2*E*Ii (J) /H3+E'I2 (J) /H2CC(J)=6*E*IM(J) /H4 +2*E*12 (J) /H2DD(J)=-4*E*IM(J)/H4-2*E*Ii(J)/H3+E*12(J)/H2EE (J) =E*IM (J) /H4 -E*I1 (J) /H3
 END DOA ( i, i) =CC (1) +PJ (i) ! Matriz de coeficientesA(i, 2)=DD(1)A(i, 3)=EE(i)A(i,N+i)LL(i)DO J=2, K
 IF (J.GT.2) A(J,J 2)=AAJJ)A (J, J -1) =BB (J)
 A(J, J)=CC(J)A(J, J+1)=DD(J)A(J,J+2)=EE(J)A(J,N+i)=LL(J)
 END DOA(N- i, K- 2) = - i
 A(N-i, K-i) =2A(N-i, K+i)=-2A (N-i, K+2) =1A(N, K-i)=1A (N, K) =-2
 A(N, K+1)=1PRINT *PRINT *, Matriz de coeficientes aumentada'DO J=i, N
 PRINT 35, (A(J,L),L1=i,N+i)35 FOPNAT(ix,1P8EiO.3)
 END DOC
 CALL LU ! Descomposición LUC
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 FF(J)=FF(J)-FF(I)*EL(J,I)END DOFF(J)=FF(J) /EL(J,J)
 END DODO J=N 1, 1, 1 ! Sustitución hacia atrásDO I=J+1, N
 FF(J)=FF(J) -EL(J,I) *FF(I)END DO
 END DOPRINT *PRINT *, Solución'PRINT *, ' Punto desplazamiento'DO J=1, K
 PRINT 200 J,FF(J)200 FORMAT(lx,13, F12.6)
 END DOEND
 c* * * ** * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ** * * * * * * ** ** * * *** * **** * *** *
 SUBROUTINE LUCOMMON A(30,30),EL(30,30),P(30),NJ=1DO 1=1, N
 EL (I, 1) =A (I, 1)
 END DODO J=2, N
 EL(1,J)=A(1,J)/EL(1,1)END DODO J=2, NDO I=J, N
 S=0DO R=1, J-1
 5=S+EL(I,R) *EL(R,J)END DOEL(I,J)=A(I,J) -S
 END DODO I=J+1, N
 S=0DO R=1, J-1
 S=S+EL(J,R) *EL(R,I)END DOEL(J,I)=(A(J,I) -S)/EL(J,J)
 END DOEND DOPRINT *PRINT 'Matrices LU en forma compactaDO 1=1, N
 PRINT 20,(EL(I,J),J=1,N)20 FOPNAT(lx,IP8E1O.3)
 END DORETURNEND
 D) Ejemplo de salida
 CSL/F10-5 DOBLAMIENTO DE UNA VIGA
 Descomposición LU
 Matriz de coeficientes aumentada6.563E+0l-3.750E+01 9.375E+00 0.000E+00 0.000E+00 0.000E+00 0.000E+00 2.000E+00-3.750E+0l 5.625E+01-3.750E+01 9.375E+00 0.000E+00 0.000E+00 0.000E+00 2.000E+009.375E+00-3.750E+0l 5625E+01-3.750E+01 9.375E+00 0.000E+00 0.000E+00 2.000E+0O
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 0.000E+00 9.375E+00-3.750E+01 5.625E+O1-3.750E+O1 9.375E+OO 0.000E+00 2.000E+0O0.000E+00 O.000E+0O 9.375E+00-3.750E+01 5.625E+01-3.750E+O1 9.375E+OO 2.000E+OOO.000E+0O 0.000E+0O-1.000E+OO 2.000E+00 0.000E+O0-2.000E+OO 1.000E+0O O.000E+OOO.000E+00 0.000E+00 0.000E+00 1.000E+OO-2.000E+OO 1.000E+0O O.000E+00 O.000E+OO
 Matrices LU en forma compacta6 .563E+01-5 .714E-01 1.429E-01 0.000E+00 0.000E+00 0.000E+00 0.000E+00
 -3.750E+01 3.482E+01-9.231E-01 2.692E-01 0.000E+00 0.000E+00 0.000E+009.375E+00-3.214E+01 2.524E+01 -1.143E+00 3.714E-01 0.000E+00 0.000E+000.000E+00 9 .375E+00-2.885E+01 2.076E+01-1.290E+00 4.516E-01 0.000E+000.000E+00 0.000E+00 9.375E+00 -2.679E+01 1.821E+01-1.395E+00 5.150E-010.000E+00 0.000E+00-1.000E+00 8.571E-01 1.477E+00-3.256E-01-7.347E-010.000E+00 0.000E+00 0.000E+00 1.000E+00-7.097E-01-4.419E-01 4.082E-02
 SoluciónPunto Desplazamiento
 1 1.3333462 4.3733773 8.3734214 12.8001385 17.333523
 PROGRAMA 10-6 Vibraciôn de una viga
 Explicaciones
 El PROGRAMA 10-6 resuelve las ecuaciones en diferencias de (10.9.13); se desarrolló alagregar el método de la potencia inversa con desplazamiento al PROGRAMA 10-5.
 La primera mitad del programa principal es idéntica a la del PROGRAMA 10-5 ex-cepto por las instrucciones DATA, en las que se anade la definiciôn de los valores deMM(I). Antes de comenzar con la solución iterativa del valor propio y la funciónpropia, la computadora pide una estimaciôn del valor propio. La solución de lasecuaciones lineales en cada iteraciôn se lleva a cabo mediante las sustituciones haciaadelante y hacia atrás con las matrices L y U. El método de prueba y error para cal-cular el valor propio deseado -y su correspondiente funciOn propia- es el mismoque el del PROGRAMA 10-4. Por supuesto, si la estimación del valor propio es cero, lasolución iterativa converge a la solución fundamental.
 Variables
 Las mismas del PROGRAMA 10-5, junto con
 EIG: 5i.
 LE: estimaciôn de )LEB: valor anterior de i5,
 LL(I): valores iterativos de y,FF(I): función propia en el i-ésimo punto de la reticula
 MM(I): masa por unidad de longitud en el i-êsimo puntode la reticula

Page 416
                        

396 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 C) Listado
 C CSL/Fi0-6 .FOR VIBRACION DE UNA VIGACOMMON A(30,30),EL(30,30),P(30),NDIMENSION IM(0:10),Ii(i0),12(i0)DIMENSION AA(10),BB(i0),CC(1O),DD(1O),p'F(lO),LL(lO), EE(10)REAL IM,LL,LEDATA K,H,E/ 5, 2, 150/DATA (IM(J),J=0,5)/1,1,i,1,1,i/DATA (LL(J),J=1,5)/2,2,2,2,2 /
 REAL MN(10)DATA (MM(J),J=1,5)/1,1,i,i,i /
 PRINT *, 'CSL/Fi 0-6 VIBRACION DE UNA VIGA'N=K + 2
 H 2 =H * H
 H 3 =H * H 2
 H4=H3 *HDO J=1, K-i
 Ii (J)=(IM(J+1) -IM(J-1) ) /2/HI2(J)=(IM(J+1)-2*IM(J)+IM(J-1))/H/H
 END DO11(K) (3*IM(K)-4*IM(Kl)+IM(K2))/2/HI2(K)=(2*IM(K)-5*IM(K-l)+4*IM(K2)IM(K3))/H/HDO J=1, K
 AA(J)=E*IM(J) /H4-E*I1 (j) *H3BB(J)=4*E*IM(J)/H4+2*E*I1 (J)/H3+E*12(J)/H2CC(J)=6*E*IM(J)/H4 +2*E*I2(J)/H2DD(J)=-4*E*IM(J) /H4-2*E*I1 (J) /H3+E*I2 (J) /H2EE (J) =E*IM (J) /H4 -E*I1 (J) /H3
 END DO
 A(1 , N+1)=LL(1)DO J=2, K
 IF (J.GT.2) A(J,J-2)=AA(J)A(J, J- 1)=BB (J)
 A(J,J)=CC (J)A(J,J+1)=DD(J)A(J,J+2)=EE(J)A(J,N+1)=LL(J)
 END DOA (N-i, K- 2) = -1
 A(N-1, K-1)=2A(N- 1, K-fl) =- 2
 A(N-i,K+2)=iA(N,K-1)=1A(N, K)=-2A(N, K+1) =1
 C
 PRINT *, 'PROPORCIONE UNA ESTIMACION DEL VALOR PROPIO'READ *, LEDO J=i,K
 A(J,J)=A(J,J) -LE*MM(J)END DOCALL LUPRINT *, Iteración Delta Lambda'DO IT1, 20 Comienza la iteraciónEB=EIGFF (1) 'LL (1) /EL (1, 1) ! Sustitución hacia adelante con LUDO J=2,N
 A(1,A(1,A(1,
 1)=CC(1)2) =DD(1)3) =EE(1)
 +(')
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 FF(J)=LL(J)DO 1=1, J-1
 FF(J) = FF(J)-FF(I)*EL(J,I)END DOFF (J) =FF (J) /EL (J, J)
 END DODO JN - 1, 1, - 1 ! Sustitución hacia atrásDO I=J+1,N
 FF(J)=FF(J) -EL(J,I) *FF(I)END DO
 END DOSL10 Evaluación del valor propioSF=0DO J=1,K
 SL=SL+FF (J) *jJ (J)SF=SF+FF(J) *FF(J) *Iij,(J)
 END DOEIGSL/SF Delta LambdaDO J=1, K ! Se prepara LL para la siguiente iteraciónLL(J)=EIG*FF(J) *(J)
 END DOPRINT 14, T, EIG
 14 FORNAT (3X,15, 5X, F12.7)IF(ABS(EB-EIG).LT.0.00001) GOTO 500
 END DO ! Fin del ciclo de iteración500 PRINT *
 PRINT *, 'VALOR PROPIO=' , EIG+LEPRINT *,' FUNCION PROPIA'PRINT *,' PUNTO FUNCION PROPIA'DO J=1,K
 PRINT 35, J, FF(J)35 FORMAT(lx,I5,5X, 1PEI5.6)
 END DOEND
 * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
 C Favor de copiar Ia subrutina LU del programa 10-5.
 D) Ejemplo de salida
 (Caso 1)CSL/F10 -6 VIBRACION DE UNA VIGAPROPORCIONE UNA ESTIMACION DEL VALOR PROPIO0.5
 Iteración Delta Lambda1 -0.28617292 -0.32942473 -0.32616724 -0.32639995 -0.32638446 -0.3263853
 VALOR PROPIO= 0.1736147FTJNCION PROPIAPUNTO FUNCION PROPIA
 1 -5.634091E-012 -1.947390E+003 -3.856128E+004 -6.029875E+005 -8.280293E+00
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 (Caso 2)CSL/F10-6 VIBRACION DE UNA VIGAPROPORCIONE UNA ESTIMACION DEL VALOR PROPIO4.0
 Iteración Delta Lambda1 -0.42985952 1.37196293 1.21378484 1.37334265 1.32836896 1.34556347 1.33970848 1.34178299 1.3410584
 10 1.341312111 1.341222512 1.341253413 1.341242614 1.3412471
 VALOR PROPIO = 5 . 341247FUNCION PROPIAPUNTO No. FTJNCION PROPLA
 1 -1.301901E-012 -2.667460E-013 -2.298271E-014 8.433461E-035 3.449624E-01
 PROBLEMAS
 10.1) Obtenga las ecuaciones en diferencias para i = 1 e i = 10 en el ejemplo 10.1, supo-niendo que las condiciones en la frontera se modifican a y' (1) = y(1) y y' (10) = 0.
 10.2) Calcule las ecuaciones en diferencias para
 (p(x)4'(x))' + q(x)q5(x) = S(x), 0 < x <H4'(0) = 4(H) = 0
 La geometrIa, reticula y constantes son:
 PPa PPiq=qas=1 s=o
 I I
 =1 2 3 4 5
 x=O H/2 H Figura P10.2
 Los espacios de la retIcula son h = H/4 para todos los intervalos.10.3) Repita el problema anterior, suponiendo que el espaciamiento de la reticula es h
 para los dos primeros intervalos y h2 para los dos iiltimos.
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 10.4) La ecuaciôn diferencial para un cable flexible de 50 metros de largo, que está fijoen sus dos extremos es
 y"(x) = - w(x)/T y(0) = y(5O) = 0
 donde x se mide en metros, y(x) es el desplazamiento del cable medido desde el nivel de susdos extremos (con sentido positivo hacia abajo), T es la componente horizontal de la tension(5000 kg) y w(x) es La distribuciOn de carga, dada por
 w(x) = 20[1 + exp (x/25)] kg/rn
 Determine la forma del cable. (Utilice 10 intervalos en La reticula.)
 10.5) Consideremos un tubo de enfriamiento con una secciOn transversal y perImetrovariables. Supongamos que la temperatura en cada sección transversal perpendicular a! eje esuniforme, con lo que La temperatura en la direcciOn del eje es La solución de La ecuación
 [kA(x)T'(x)]' + P(x)hT(x) = P(x)hT
 donde k es La conductividad térmica, P(x) es el perImetro, A (x) es el area seccional y T es La
 temperatura del ambiente. Las condiciones en la frontera son
 T(0) = 1000 C
 kT'(H) = h(T(H) - Tj
 donde H es La longitud del tubo y h es el coeficiente de transferencia de calor por convecciOn.Resuelva el problema anterior con las siguientes constantes:
 h=30w/rn2KH = 0.1 rn, k = 100 w/mK, T, 20°C, y
 A(x) = (0.005)(0.05 - 0.25x) m2, P(x) = A(x)/0.005 + 0.01 rn
 (Utilice una reticula de 10 puntos.)10.6) La condiciôn en la frontera dada en la forma (10.2.8) es numéricamente equiva-
 lente a (0) 0 si hacernos g1 igual a 0 yfj igual a un valor muy grande, corno 1010. ,Cuálesvalores de g1 yf1 hacen que La ecuaciOn (10.2.8) sea equivalente a (0) = 2?
 10.7) Considerernos una celda cilIndrica de combustible para un reactor nuclear de aguaLigera, el cual consiste del combustible y un moderador, como se muestra en La figura 10.7. Elflujo térmico de los neutrones en La celda satisface la ecuación de difusiOn de los neutrones,dada por
 -- Dr -- 4(r) + a4(r) = S(r)rdr dr
 UO2 AguaD=0.2 0=0.1 cm
 ILa =0.9
 I La0.02 cm-1
 I S=0 I S=1 cm3sII
 r=0 0.5 1 cm Figura P10.7 Un elemento de combustible
 donde D es el coeficiente de difusiOn, es La absorciOn de la sección transversal y S es lafuente de neutrones. Las constantes de UO2 y H20 aparecen en La figura. Las condiciones enla frontera son
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 Utilice cinco puntos en La retIcula para todo el dominio, con un intervalo constantede 0.25 cm y obtenga las ecuaciones en diferencias para cada uno de dichos puntos.Resuelva las ecuaciones en diferencias obtenidas en a) mediante la soluciôn tridiago-nal.
 10.8) Una viga de 3.5 m de longitud se encuentra apoyada en dos puntos, uno a 0.5 m yotro a 2.5 m del extremo izquierdo, como se muestra en la figura P 10.8. Suponiendo que la Va-rilla no tiene peso, la distribución de la carga en la viga está dada por
 W(x) = (x - 0.5),/1.5 - x (N/rn), si - 0.5 <x < 1.5
 +
 Las reacciones de los soportes en a y b están dadas por
 Ra = (x - Xb)W(X)dX/(Xa - Xb), (N)
 Rb = (x - Xa)W(X) dx/(xb - Xa), (N)
 El rnornento de doblamiento de la viga cumple
 M(x) = - w(x) + Ra5(X - Xa) + Rbä(x - Xb)
 donde t5(x) es la funciôn delta y M(x) es la distribuciôn del momento de dobla-miento. Las condiciones en la frontera son M(0) = M(3.5) = 0. Determine el mo-mento de doblamiento, resolviendo la ecuación diferencial anterior mediante elmétodo de diferencias finitas. (Disponga la retIcula de modo que los puntos seencuentren en los soportes. Considere después las reacciones como fuerzas con-centradas en Los puntos de La reticula situados en Los soportes. Las integralesde dichas reacciones se pueden evaluar mediante la regla extendida del trapecio o laregla extendida de 1/3 de Simpson.)La deflección de La viga se reLaciona con el momento mediante
 El -- y(x) = M(x)dx
 Determine la deflección entrex = 0.5 yx = 2.5, resolviendo Ia ecuación mediante Laaproximación por diferencias finitas. Suponga que El 1000 Nm2.
 10.9) Calcule Ia suma de todas las ecuaciones en (10.2.7a), suponiendo que Ak = 1 yexpLique cómo se puede obtener directamente el resultado mediante la ecuaciôn (10.2.1).
 =0 si 1.5<x
 2.5x=0 0.5
 Figura P10.8
 3.5 m
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 10.10) Determine La suma de (10.4.7) para i = j - 1, 1 = j e I = j + 1 y cancele todoslos términos posibles, utilizando las definiciones de A, B1, C1 y D,. Explique el significadofIsico de La suma.
 10.11) En un material Laminar con un espesor de 0.2 cm, eL lado izquierdo se encuentraperfectamente aislado, pero La temperatura de La superficie derecha está fija en 00 C. La lãmi-na tiene una fuente de calor distribuido. La ecuación de la temperatura es T"(x) = q(x)/k.Desarrolle un programa para calcular la distribución de la temperatura mediante una retjculade 10 puntos. Si la conductividad térmica es k = 30 w/m2K, ejecute el programa con las si-guientes distribuciones de la fuente de calor:
 q(x) = 200 kw/m3
 q(x) = 100 exp (- lOx) kw/m3
 Compare los resultados con sus correspondientes soluciones anailticas:
 T(x) = (10/3)(0.04 - x2)
 T(x) = 0.033(e2 + 2 - lOx - e lOX)
 10.12) Considere la ecuación
 - 4"(r) - çb'(r)/r = S(r), a < r < b
 para coordenadas cilindricas, con Las siguientes condiciones en la frontera
 = 0, 4'(b) = k(4, - 4(b))
 Utilice una retIcula con espaciamiento uniforme para obtener las ecuaciones en dife-rencias mediante la aproximación por diferencias centrales de 0" y 0' y muestre queel conjunto de ecuaciones en diferencias no es conservativa.
 Determine las ecuaciones diferenciales en forma conservativa, reescribiendo laecuación diferencial.
 10.13) La ecuaciôn de difusiOn para el caso de una geometria cilindrica está dada por
 + q(r)4(r) = S(r)
 Si consideramos los tres puntos de La retIcula que se muestran en la figura P10.13, podemosobtener ecuaciones en diferencias al integrar La ecuaciôn desde el punto medio entre I - I e Ihasta el punto medio entre i e I + 1. Si los coeficientes son constantes (véase La figura P10.13)y el espaciamiento no es uniforme, determine Las ecuaciones en diferencias, integrando el volu-men entre a y b.
 Figura P10.13
 p = p1.1q=q.1S = Si1
 p=piq=q5 = Si
 J-1 h
 r=a rbi-i i+1
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 10.14) La ecuaciOn para el desplazamiento de una membrana circular sometida a pre-sión constante P es
 y"(r)+ P/T, 0.2m r 0.5 m
 donde r es la coordenada radial, y el desplazamiento de La membrana (positivo hacia abajo), Tes La tension (400 kg/rn) y P = 800kg/rn2. Las condiciones en la frontera son y(O.2) = y(O.5)
 = 0. Determine el despLazarniento de la membrana, y(r).
 Membrana Figura P10.14 Una membrana bajo presiOn
 10.15) Una radiaciôn de rayos gamma se aplica de manera uniforme a La superficie deun material perfectamente esférico de radio 0.05 m. Los rayos penetran el material, el cual losabsorbe después. Asi, podemos suponer que La distribución de La fuente de calor debida a Laradiación es
 S(r) = 300 exp [20(r - 0.05)]
 donde r es el radio en metros y La unidad de S es W/m3. La superficie de La esfera se expone alaire. EL calor comienza a escapar hacia el aire circundante mediante convecciOn, con un coefi-ciente de transferencia de calor de h = 20 W/m2K. En el estado estacionario, la distribuciOnde La temperatura es la soLuciOn de la ecuaciOn
 _- - rk T(r) = S(r)
 con las condiciones en La frontera
 T'(0)=0k' = h(T T(R))
 Escriba Las ecuaciones en diferencias para La temperatura; utilice cuatro intervalos deigual Longitud.
 ResueLva las ecuaciones en diferencias mediante La soluciOn tridiagonal (T =
 2OaC).
 10.16) Uno de los extremos de una lámina rectangular de enfriamiento con longitudH = 0.1 m se conecta con una fuente de calor, La cual se encuentra a 500° C. La Lámina trans-fiere caLor tanto por radiación como por convecciôn hacia el ambiente, eL cual tiene una tern-peratura de 20° C. Si tanto la Lámina como eL ambiente son cuerpos negros, La temperatura de
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 la lámina satisface la ecuaciôn no lineal de difusiôn:
 AkT"(x) + Ph(T(x) - T) + Pa(T4(x) - T) = 0donde
 k = 120 W/mk (conductividad térmica)A = 1.5 x 10 - 4m2 (area de la sección transversal de La lámina)
 P = 0.106 m (perImetro de La lãmina)
 = 100 W/m2K (coeficiente de transferencia de calor por convecciôn)5.67 x 10- 8 W/m2K4 (constante de Stefan-Boltzmann)
 T = 293 K (temperatura del ambiente)
 Las condiciones en la frontera son
 T(0) = 500 + 273° K
 T'(H) =0
 donde se supone que el Lado derecho del tubo está perfectamente aislado.
 Obtenga la ecuación en diferencias para La ecuación diferencial anterior, con 10 in-tervalos de la misma longitud.Resuelva La ecuaciôn en diferencias por medio de la sustitución sucesiva.
 Repita b) con el método de Newton.10.17) Resuelva la siguiente ecuación con el método de Newton:
 4)"(x) + [2 + sen(4)(x))]4)(x) = 2, 4)(0) = 4)(2) = 0
 UtiLice 20 intervalos.10.18) En un reactor quimico, La densidad de un material está regida por La formula
 4)"(x) + 0.14)'(x) = exp (1 + 0.054)2), 0 < x < 2
 Las condiciones en la frontera son 4) (0) = 0 y 4)' (2) = 0. Con 10 intervalos del mismo tama-no, resuelva la ecuaciOn por: a) sustitución sucesiva y b) método de Newton.
 10.19) El desplazamiento en La vibraciOn con respecto a un eje de simetrIa de unamembrana circular de radio 0.5 m es la soluciôn de
 1y"(r) + - y'(r) = - ).y(r)
 r
 donde ). es el valor propio y las condiciones en La frontera sony '(0) = 0 y y(O.S) = 0. El sig-nificado fisico del valor propio de la ecuaciOn anterior es
 A = w2pT = (2irv)2pT
 donde w es La velocidad angular, v es la frecuencia, p la masa por unidad de area de lamembrana y T es La tensiOn.
 Determine el valor propio fundamental de (A) mediante el método de potencias; use11 puntos de La retIcula incluyendo a los puntos de La frontera.Repita a) con las condiciones en la frontera: y(0) = y(0.5) = 0.
 10.20) Utilice el método de La potencia inversa con desplazamiento para determinar Lostres primeros valores propios de los incisos a) y b) del problema (10.19).
 (A)
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 10.21) Considere un reactor nuclear laminar, como el que se muestra en La figuraP10.21. De acuerdo con el modeLo mono-energético de neutrones, la distribuciôn del flujo deneutrones en un reactor laminar crItico cumpLe la ecuación de difusiôn nuclear, dada por
 --- D -- (x) + Ea(X) =dx dx
 donde A es el recIproco del factor de multiplicaciOn real y además es un valor propio de laecuación. Desarrolle un programa de cómputo para determinar el valor y La funciôn propiosfundamentales de la ecuación anterior, mediante el método de la potencia inversa con despLa-zamiento. Las condiciones en la frontera son '(0) = 0 y (30) = 0.
 Nücleo Reflector
 D=2 D=1a=O.l a=O.O2 VacloZf=011
 . . . .x = 0 x = 20cm x = 30cm1=1 i=11 i=16Figura P10.21 Un modelo de reactor nuclear
 10.22) La ecuaciôn mono-energética de difusiôn de neutrones para el caso de ün reactorcilIndrico es
 ----Drr dr
 - 4(r) + Y.a4(r) =
 Resuelva esta ecuación, suponiendo que las constantes y dimensiones son las mismas que lasdel probLema 10.21 (el valor x de la figura P10.21 se interpreta como r). Utilice las mismascondiciones en La frontera que usó en el problema 10.21.
 10.23) En la figura P10.23 se muestra una viga de I m de longitud, la cual está sujeta auna fuerza axial P. La deflección de la varilla es la solución de La ecuaciôn
 EIy"(x) = M
 donde E es el módulo de elasticidad. I es el momento de inercia de la sección transversal de Lavarilla y M es eL momento de doblamiento; puesto que este üLtimo debe ser igual a - Py, Laecuación anterior se transforma en
 Py"(x)
 - EI(x)y(x), y(0) = y(H) = 0
 Esta ecuaciôn es un problema de valores propios, puesto que las soluciones sOlo existen cuan-do P toma ciertos valoies discretos. Las constantes son
 1(x) = 6 x 10 (2 - 0. lx) m4E = 200 x iO PaH=lm
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 Calcule el valor propio fundamental P, que corresponde a la deflección ilustrada en Ia figuraPl0.23a, asi como el siguiente valor propio correspondiente a la deflecciôn que se muestra enla figura lO.23b. (Es usual que el minimo valor propio sea el de mayor interês, puesto que Laconfiguraciôn de los demàs valores propios como el de la figura lO.23b es inestable; ade-
 más, no se puede obtener por medios experimentales, a menos de que se utilicen dispositivos
 adicionales especiales.) La unidad de P es 1000 Newtons.
 A
 Figura P10.23 Deflecciôn de una viga
 B
 10.24) El problema de valores propios del conjunto de ecuaciones en diferencias
 + 24 - =
 con condiciones en la frontera
 = 0
 tiene N valores propios y sus correspondientes funciones propias. Muestre que éstas se pueden
 expresar analIticamente como:
 = sen(xi), = (itm)/(N - 1)
 )L=2(1 cos())
 donde m = 1, 2.....N.
 Sugerencia: sustituya el valor propio y su correspondiente funciôn propia en la ecuaciôn en di-
 ferencias y utilice el teorema de La suma de la funciôn seno:
 sen (a + b) = sen (a) cos (b) + cos (a) sen (b)sen (a - b) = sen (a) cos (b) - cos (a) sen (b)
 10.25) Se puede estimar el radio de dominancia de La iteración de la potencia inversada-do por la ecuación (10.8.5), si calculamos en cada ciclo de la iteración el nñmero
 / (t)
 r = 2(t-2)
 Demuestre que r converge al radio de dominancia.10.26) El método de.la potencia inversa dado por las ecuaciones (10.7.10) y (10.7.11) se
 puede modificar:A1f1 + B1f° + Cf1 =
 yt_ 'j12(t)
 G1[f]
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 donde
 = G.[O2t l)f(t- 1) + (1 - O)A(t-2)f(t2)]
 y 0 es un parámetro de extrapolación que satisface la condiciôn 1 < 0 < 2. Demuestre que si0 está entre 1 y 2, el esquema anterior converge más rápido que con el método de la potenciainversa.
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11Ecuaciones diferencialesparciales elIpticas
 11.1 INTRODUCCION
 Las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) de segundo orden se pueden clasificaren tres tipos: 1) parabólicas, 2) elIpticas y 3) hiperbôlicas [Myint-U/Debnath].
 Para distinguir a las ecuaciones diferenciales parciales elIpticas de los otros dostipos, consideremos la siguiente forma general de una EDP de segundo orden en dosvariables:
 C 2 +D+Eá_+Fcb =S (11.1.1)
 donde x yy son variables independientes y A, B, C, D, E, Fy S son funciones dadasde x y y. La ecuación anterior es de alguno de los tres tipos, segUn las condicionessiguientes:
 Parabólica si B2 - 4AC = 0
 Eliptica si B2 - 4AC < 0 (11.1. la)
 Hiperbólica si B2 - 4AC > 0
 Las EDP elipticas aparecen en problemas estacionarios de dos y tres dimen-siones. Entre los problemas elipticos tipicos están la conducciôn del calor en los sóli-dos, la difusión de particulas y la vibración de una membrana, entre otros. Estasecuaciones tienen una relación cercana con las de tipo parabôlico. Por ejemplo, al
 407
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 resolver una EDP parabólica, es frecuente el uso de los métodos numéricos para unaEDP eliptica como parte del esquema de soluciôn. Las EDP elipticas se pueden con-siderar como la contraparte de estado estacionario de las EDP parabôlicas. Lasecuaciones de Poisson y Laplace son casos especiales de las EDP elIpticas.
 El objetivo fundamental de este capitulo es el estudio de los métodos de dife-rencias finitas para la soluciôn de las EDP elIpticas que se puedan escribir en lasiguiente forma general:
 Vp(x, y)V(x, y) + q(x, y)çb(x, y) = S(x, y) (11.1.2)
 donde p, q y S son funciones dadas y q 0. (Si el valor de q es negativo en elproblema en cuestión, podrIa ocurrir que los métodos de soluciôn descritos en estecapitulo no fueran aplicables.) Cuando p = 1 y q = 0 (11.1.2) se transforma en unaecuación de Poisson o de Laplace:
 EcuaciOn de Poisson: V24(x, y) = S(x, y)
 Ecuación de Laplace: V24(x, y) = 0
 Una EDP eliptica puede incluir términos de primer orden, como
 Vp V + u(x, y) + v(x, y) + q = S (11.1.3)ax ay
 donde u y v son funciones dadas. En dinámica de fluidos, el segundo y tercer térmi-nos se ilaman términos advectivos. Si éstos dominan al primer término, la ecuacióntiene un comportamiento más parecido al de una EDP hiperbôlica, por lo que debe-ran aplicarse los métodos para este ültimo caso.
 Los métodos de solución numérica para las EDP elIpticas se clasifican global-mente en dos categorias: a) métodos de diferencias finitas y b) métodos de elementofinito. Los primeros, tema principal de este capItulo, se obtienen a partir de unareticula rectangular y tienen la gran ventaja de que se disponen de numerosos méto-dos de solución. La ventaja de los segundos es que se puede determinar la ecuacióndiscreta para casi toda geometria. Por lo tanto, es frecuente elegir el método de ele-mento finito cuando el problema trata de una geometria complicada. Sin embargo,en años recientes, se han podido resolver problemas geométricamente dificiles me-diante el método de diferencias finitas y una transformaciôn de coordenadas[Thompson; Thompson, Wasri y Mastin]. Por una transformaciôn de coordena-das queremos entender la transformación matemática de cierta geometrIa no rectan-
 Tabla 11.1 Breve comparaciOn entre los métodos de diferencias finitas y los métodos de elemento finito
 Ventajas Desventajas
 Métodos de Se dispone de numerosos métodos de Menos adaptables a una geometriadiferencias finitas soluciôn eficientes. curva que los métodos de elemento
 Fáciles de vectorizar. finito.
 Métodos de Fáciles de adaptar a una geometria Los algoritmos de soluciôn sonelemento finito curva. limitados y menos eficientes que los
 métodos de diferencias finitas.
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 gular en una coordenada rectangular que haga más fáciles los cálculos. Con estatransformaciôn, se puede utilizar el método de diferencias finitas sobre una reticularectangular en las coordenadas computacionales.
 Sin embargo, en el resto de este capitulo nos centraremos en los métodos de di-ferencias finitas para las EDP elIpticas de la forma de la ecuación (11.1.2).
 11.2 ECUACIONES EN DIFERENCIAS
 Esta sección consta de cuatro subsecciones. Las dos primeras analizan las aproxima-ciones por diferencias para las geometrias rectangulares y curvas, respectivamente.La tercera hace una descripción de la obtenciôn de ecuaciones en diferencias me-diante el método de integración. La cuarta resume las propiedades de las aproxima-ciones por diferencias.
 11.2.1 Aproximaciones por diferencias para las geometrias rectangulares
 En esta sección obtendremos las ecuaciones en diferencias finitas para la ecuación dePoisson en las coordenadas cartesianas rectangulares:
 V24)(x, y) = S(x,y) (11.2.1)
 o, en forma equivalente,
 24)(x, y) a24)(x, y)=S(x,y) (11.2.2)
 ox2 0y2
 donde S(x, y) es una funciôn dada, Ia cual recibe el nombre de término no homogé-neo (o término fuente).
 Para hacer más sencilla la exposición, consideraremos el dominio definido por[véase la figura 11 .1 a)]
 OXXmàx, °YYmáx
 Supondremos que las condiciones en la frontera son las siguientes:
 34)frontera izquierda = 0 (tipo Neumann)
 frontera derecha 4) = 0 (tipo Dirichlet)(11.2.3)
 frontera inferior = 0
 frontera superior 4) = 0
 Para obtener las ecuaciones en diferencias finitas, disponemos una reticula conintervalos espaciados de manera uniforme en el dominio rectangular, como lo
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 Y max
 Y=ox=o
 4=Ojmáx
 2.i-iXmáx
 - 24j, + 4+- Lx2
 De manera análoga, la aproximación por diferencias del segundo término es
 a2 - 24i,j + i,j+1- Ay2
 Sustituimos (11.2.4) y (11.2.5) en (11.2.2) para obtener
 (11.2.4)
 (11.2.5)
 4i-1,j + 2c/i, - cbj+1,+ + 24i,j - t,J+1 - S (11 26)
 Ax2 - i,j
 donde S1, = S(x1, y1). La ecuación (11.2.6) se aplica a todos los puntos de lareticula excepto Los de la frontera.
 Las ecuaciones en diferencias para los puntos de la retIcula que se encuentransobre la frontera requieren un tratamiento especial debido a que: a) el nUmero depuntos vecinos es menor que cuatro, y b) deben tomarse en cuenta las condiciones enLa frontera. Sin embargo., para esta geometria en particular, no se necesitan lasecuaciones en diferencias para los puntos de las fronteras derecha y superior, puestoque se conocen los valores de4 (4. 0), a partir de las condiciones en la frontera da-das en (11.2.3).
 Si consideramos la frontera inferior [véase la figura 11.2b)], podemos obtenerla ecuación en diferencias para un punto, I <i < 1mãx yj = 1, de la siguiente for-
 2 3 max
 b) Reticula
 Figura 11.1 Dominio rectangular y una retIcula
 muestra la figura 11.1 b). La longitud de los intervalos en las direcciones de x y y sedenotan por Vx y Vy, respectivamente. Los puntos de la reticula se numeran por Iyj, donde i es el indice de la retIcula en la direcciôn de x yj es su análogo en la direc-ción dey.
 Obtenemos la ecuación en diferencias para un punto (i,j) de la reticula situadodentro de la frontera, si consideramos ese punto y los otros cuatro que lo rodean, co-mo en la figura 11 .2a). Si aplicamos la aproximación por diferencias centrales,aproximamos el primer término de Ia ecuación (11.2.2) por
 a) Dominio rectangular
 -
 Iy4=o
 3
 2
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 S S S
 i-1,1 I 1 i+1,1
 b) Se utilizan cuatro puntos de Ia reticula en IaecuaciOn en diferencias para un punto (i, 1)que se encuentra en Ia frontera inferior.
 1,j+ 1
 S S
 S
 1,j
 1, j 1C) Se utilizan cuatro puntos de Ia reticula en Ia
 ecuaciOn en diferencias para un punto (1, j)que se encuentra en Ia frontera izquierda.
 Figura 11.2 Puntos de una reticula que se utilizan en las ecuaciones en diferencias
 ma: aproximairios el primer término de (11.2.2) mediante (11.2.4), mientras que elsegundo término lo aproximamos por
 Si, j - 1
 a) Se utilizan cinco puntos de Ia reticula en IaecuaciOn en diferencias para un punto interior.
 S2
 2,
 .
 (\(4 y)i,i+ \ay)
 2
 Aproximamos el primer término de (11.2.7) mediante la aproximación por diferen-cias centrales:
 (\\ -\y)i+ Ay
 (11.2.7)
 (11.2.8)
 1, i,j I + 1,j
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 La condiciôn sobre la frontera inferior dada en (11.2.3) muestra que el segundo tér-mino del numerador del lado derecho de (11.2.7) se anula. Por lo tanto, la ecuaciôn(11.2.7) se transforma en
 /a2\ 24k, 2 - 1
 2) = Ay2
 Asi, a! sustituir (11 .2.4) y (11.2.9) en la ecuación (11.2.2), se obtiene la ecuación endiferencias para un punto de la frontera inferior:
 4i1,1 + 2i,l + 24i,2 + s. 1 (11.2.10)Ax2 Ay2
 Para un punto i = 1 y 1 < I < Imáx en la frontera izquierda [vêase la figura11.2c)], aproximamos el primer término de (11.2.2) por
 (\\kx)1+ -
 ax2 Ax
 2
 - 241,jAx2
 242,1 241,2Ax2
 + A2 S1,1
 Ejemplo 11.1
 Escriba Ia aproximaciôn por diferencias de Ia ecuaciôn de Poisson, paraIa reticula que se muestra en Ia figura El 1.1.
 Exprese las ecuaciones en diferencias mediante matrices y vectores.Muestre que Ia matriz de coeficientes obtenida en b) se puede transfor-
 mar a una forma simétrica si dividimos 0 multiplicamos cada renglôn por unaconstante.
 (11.2.9)
 (11.2. 11)
 en donde se utiliza la condiciôn en la frontera izquierda dada por Ia ecuación(11.2.3), cone! fin de eliminar ä/8x)1
 , y la aproximación por diferencias centra-les se uti!iza para el término (8/3x)11. Si sustituimos (11.2.11) y (11.2.5) en laecuación (11 .2.2), la ecuaciôn en diferencias es
 - 22,j ++ - 4i,J+1 = s1 (11.2.12)
 Ax2 Ay2
 Para el punto de la esquina en I = j = 1, aproximamos cada término del ladoizquierdo de (11.2.2) por la ecuación (11.2.9) y (11.2.11), respectivamente. Por lotanto, la ecuación en diferencias se convierte en
 (11.2.13)
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 /
 4
 3
 2
 (Soluciôn)
 a) Puesto que a reticula tiene una separaciôn uniforme en ambas direc-ciones, las ecuaciones en diferencias se pueden escribir como
 44)1,1 - 24)21 - 24)12 = h2S11
 44)2,1 - - 4)3,1 - 24)22 = h2S21
 44)3,1 - 4)2,1 - 24)32 = h2S3,1.1k ')4. ,4 ,k _M2C'P1,2 - 'P2,2 - 'P1,1 - '/"1,3 - 1,2
 44)2,2 - 4)1,2 - 4)3,2 - 4)2,1 - 4)2,3 =
 44)3,2 - 4)2,2 - 4)3,1 - 4)33 =A ')A. -h2S'P1,3 - 'P2,3 - 'P1,2 - 1,3
 44>2,3 - 4)1,3 - 4)3,3 - 4)2,2 = h3S23
 44)3,3 - 4)3,2 - 4)2,3 =
 donde se usô que 4)4,1 - 4)4,2 - 4)4,3 4)4,4 - 4)1,4 - 4)2,4 - 4)34 - 0En notaciOn matricial, las ecuaciones anteriores dadas en (A) se escri-
 ben de Ia manera siguiente:
 4 -2 0 -2 0 0 o o 0
 -1 4 -1 o -2 0 o o 0
 0 -1 4 o 0 -2 o o 0H F-
 -1 0 0 4 -2 0 -1 0 0
 o -i 0 -1 4 -1 0 -1 0
 o o -1 0 -1 4 0 0 -1o o 0 -1 0 0 4 -2 0
 o o 0 0 -1 0 -1 4 -10 0 0 I 0 0 -1 0 -1 4_
 La matriz de coeficientes se puede transformar en una forma simétrica aldividir Ia primera ecuaciOn entre 4 y dividiendo tamblén las ecuaciones segunda,tercera, cuarta y séptima entre 2:
 4= 0
 = h= h
 j= 1i=1 2 3
 ay
 4
 4= 0
 Figura E11.1
 4)1,1
 4)2,1
 4)3,1
 4)1,2
 4)2,2
 4)3,2
 4)1,3
 4)2,3
 -4)3,3-
 (A)
 h2S11
 h2S21
 h2S31
 h2S1,2
 h2S2,2 (B)
 h2S32
 h2S1,3
 h2S23
 h2S33
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 t-
 o 0 0
 o 0 0
 o o 0
 - 0 0
 o i o
 o o 12 0
 1 4 10 4_
 Nota: como lo muestra Ia ecuaciôn (C), Ia matriz de coeficientes de lasecuaciones en diferencias para el caso de Ia ecuaciôn de Poisson sobre unareticula rectangular tiene las propiedades siguientes:
 La matriz es tridiagonal por bloques.
 Los bloques diagonales son submatrices tridiagonales.
 Los bloques por fuera de Ia diagonal, pero adyacentes a los bloques en adiagonal, son submatrices diagonales cuyos elementos sobre Ia diagonalson negativos.Los demâs bloques son submatrices nulas.
 La matriz completa es simétrica.
 El nümero de elementos nulos crece rápidamente junto con el nümero total depuntos en Ia reticula. Si el espacio de memoria de Ia máquina es limitado, los me-todos de soluciOn iterativa son ütiles en el caso de las EDP elipticas, puesto quealmacenan solo los elementos no flubs de Ia matriz, de forma que se necesitamucho menos espacio de memoria que en el método de soluciOn directa.
 Las condiciones en la frontera se dan a menudo de la siguiente forma general:
 + = (tipo mixto) (11.2.14)an
 donde a y 3 son constantes y 8/t3n es la derivada normal hacia afuera de la frontera.En un dominio rectangular, t3/än tiene la siguiente interpretaciOn para cada fron-tera:
 = - -- para la frontera izquierda'3n ax
 a a= para la frontera superioran ay
 a a= - para la frontera derechaan ax
 a a- para la frontera inferior
 (11.2.15)
 h2S11
 h2S21
 h2S31
 h2S12
 = h2S22 (C)h2S32
 h2S13
 h2S23
 h2S3,3
 - 1 - 0 - 0 0
 - 2 -1 1 o 1 0
 0 - 2 o o 1- 0 0 2 1 0
 o 1 0 1 4 1o 0 1 0 1 4
 o o - 0 0
 o o 0 0 1 0
 o o 0 0 0 1
 2,1
 4'3,1
 1,2
 42,2
 43,2
 1,3
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 La implantación de las condiciones en la frontera dadas en la forma de Ia ecuación(11.2. 14) es similar ala de 3/3x = 0 0 bien Ia de 8/3y = 0. Por ejemplo, Si lacondiciôn en la frontera superior está dada en la forma de (11.2.14), aproximamos elsegundo término de (11.2.2) como
 ( 2) (a4/oy)1 - (ô4/y)1,_1I2Ay/2
 (-4,j + fi) - -Ay/2
 2thy + 2f3Ay - + 2cb1,_1- Ay2
 Sustituimos (11.2.16) y (11.2.4) en (11.2.2) para obtener
 + 24,., - (2xAy + - 2$11 217
 Ax2+ A2
 - S, + (
 La ecuación (11.2.14) es una forma universal de las condiciones en la frontera,ya que los tres tipos de condiciones (de Dirichlet, Neumann y mixto) se puedenrepresentar de esa manera. Si x = 0, se reduce a la condiciôn de frontera deNeumann (con derivada), /8n = fi. Por otro lado, si cambiamos f3 por ya y acrece a infinito, entonces se reduce el tipo de Dirichiet (con un valor fijo), =
 (constante).Aunque no se permite el concepto de infinito en un programa de computadora,
 se alcanza prácticamente el mismo efecto si toma un valor muy grande, tal como1010. La ventaja del uso de esta forma es que, una vez escrito el programa, se puedecambiar con facilidad el tipo de condiciôn en la frontera, simplemente revisando losparámetros a y /3 para cada frontera.
 (11.2.16)
 Ejemplo 11.2
 Con Ia geometria y reticula que aparecen en Ia figura El 1 .2, determine lasecuaciones en diferencias para Ia ecuaciôn de Poisson:
 V24.=S (A)
 Las condiciones en Ia frontera son
 = , para Ia frontera izquierda
 = 4, - 2 para Ia frontera inferior
 4i=5 para Ia frontera derecha
 4=7 para Ia frontera superior
 Los intervalos en Ia reticula son unitarios en ambas direcciones.
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 1,3
 1,2
 2,3
 2,2
 3,3
 = = 1
 3,2
 (o2
 2
 (2,1 - -1
 2
 = - 44 + 242,1 (B)
 en donde utilizamos Ia condiciOn en Ia frontera izquierda para eliminar (ô4/öx)1,1.La derivada parcial con respecto a y se aproxima por
 (2\ kôy)11+ k\Y)l,ly2)
 1
 2
 (1,2 - - - 2)
 2
 = - + 21,2 + 4 (C)
 donde utilizamos Ia condiciôn en Ia frontera inferior para eliminar (84/ay)11.Sustituimos (B) y (C) en (11 .2.2) para obtener
 - 2412 - 242,1 = 4 + S (0)
 Punto (2, 1). Las derivadas parciales se aproximan por
 = - 24i21 + 431 (E)
 1,1 2,1 3,1 Figura E11.2
 (SoluciOn)
 Puesto que las condiciones en las fronteras superior e inferior son del tipode valor fijo, obtenemos las ecuaciones en diferencias solo para los siguientescuatro puntos de Ia retIcula: (1, 1) (2, 1), (1, 2) y (2, 2).
 Punto (1, 1). Aproximamos Ia derivada parcial con respecto a x por
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 44)2,2-4)1,2-4)2,1=12+S
 11.2.2 Geometrias con fronteras curvas
 En la sección anterior hemos supuesto que los dominios de las EDP elipticas sonrectangulares. Sin embargo, es frecuente que en la práctica las geometrias tenganfronteras irregulares o curvas [Nogotov].
 Existen tres puntos de vista principales aplicables a las geometrias no rectangu-lares:
 El uso de una retIcula rectangular y un ajuste a las ecuaciones en diferencias paralos puntos de la retIcula cercanos a la frontera.El método del elemento finito.Una transformación matemática de la geometria dada en un dominio rectangu-lar, donde se puedan realizar los cálculos (transformaciOn de coordenadas).
 (L)
 -64)21
 64)12
 24)12
 --
 - 24)21
 - 24)22
 - 24)22
 = 4
 = 9
 7
 + S
 + S
 + S
 (2\ô4)2 \äY)2l+i '\ÔY)21
 y2
 2
 = 24)22 - 44)2,1 + 4 (F)
 Sustituimos las dos ecuaciones anteriores en (11 .2.2), con lo que se tiene
 64)21 - - 24)22 - 4)3,1 = 4 + S (G)
 Punto (1, 2). Aproximamos las derivadas parciales mediante
 (e4)
 ax2j2X)1+t2 kax)12
 2
 = 24)22 - 44)1,2 (H)
 (:),2
 24)12+4)13 (I)
 Sustituimos lo anterior en (11 .2.2):
 64)12 - 4)1,1 - 24)22 - 4)1,3 = S (J)
 Punto (2, 2). La ecuaciôn en diferencias es
 44)2,2 - 4)1,2 - 4)3,2 - 4)2,1 - 4)2,3 = S (K)
 Todo el conjunto de ecuaciones se resume en
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 Figura 11.3 Un dominio con fronteras curvas
 Para una mayor sencillez, el resto de esta subsección explica el primer puntodevista. Consideremos una frontera curva (como la que se muestra en la figura 11.3) enla que se introduce una reticula rectangular. Para adecuar êsta a la frontera curva,imponemos ciertos puntos especiales de la reticula en las intersecciones de las rectasregulares de la misma con la frontera curva, como se seflala en la figura 11.3 me-diante circulos pequenos. La ecuación en diferencias para los puntos de la reticulaadyacentes a la frontera curva se puede escribir con facilidad. Por ejemplo, si consi-deramos el caso de la configuración de la reticula que aparece en la figura 11.4, p0-demos escribir la ecuación en diferencias para (11.2.2) como
 (4)a - - 4)_ i,"\ (4kb - -1
 caAx Ax ) k fJAy Ay
 1 1'+ c)Ax + fl)Ay
 + (i + - i,j+1 + (i+1
 +1
 =si,j+ JJ)Ax2
 donde cba y 4b están dados por las condiciones en la frontera.
 (11.2.18)
 Figura 11.4 Un punto de la retIcula adyacente ala frontera curva
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 11.2.3 Método de integración para Ia obtención de ecuaciones en diferencias
 En esta sección nos restringiremos a dominios rectangulares y estudiaremos un me-todo universal para la obtención de las ecuaciones en diferencias para una EDPeliptica, el cual se basa en la integración de dicha ecuación en el volumen que perte-nece a un punto de la retIcula. Mediante este método, podemos obtener lasecuaciones en diferencias para casi cualquier situación que incluya: coeficientes va-riables de la ecuación diferencial parcial elIptica, espaciamiento variable en lareticula y coordenadas cilIndricas y esféricas.
 Consideremos la ecuación dada por
 Vp(x, y)V4(x, y) + q(x, y)(x, y) = S(x,y) (11.2.19)
 AquI, el operador V puede estar dado en cualquier sistema coordenado, pero su-pondremos que está en coordenadas rectangulares. Consideremos un sistema reticularrectangular en el que: 1) los espaciamientos cambien de un intervalo al siguiente, 2)p, q y S sean funciones que dependan del tiempo pero que sean constantes en cadauno de los rectángulos cuyas esquinas son cuatro puntos adyacentes de la retIcula,por ejemplo, (i,j), (i 1,j), (i,j .1) e (i 1,j 1).
 Consideremos ahora un punto (i, J) de la retIcula, asI como sus cuatro puntosadyacentes, como se muestra en la figura 11.5. La caja rectangular que contiene adicho punto consta de cuatro lados, cada uno de los cuales pasa por el punto mediodel segmento entre el punto (i, J) y uno de los puntos adyacentes de la reticula. De-notamos el rectángulo y su frontera por D y G, respectivamente.
 Figura 11.5 Puntos interiores de la reticula con espaciamiento variable (Ddenota a! dominio rectangular que incluye de v1 hasta v4 y G es su frontera)
 i,j+1
 S3
 4
 hT
 i,j-1
 S4
 S5
 hR
 S6
 G frontera que incluye desde s1 hasta S8
 D : dominio que incluye desde v1 hasta v4
 V2 V3
 DV
 4-.V V
 1 4
 S2
 -1J4- hL
 Si
 S8 S7
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 Al integrar (11.2.19) en el dominio Dde la figura 11.5 se tiene
 J'Gp(x, y) q5(x, y)ds + ffD q(x, y)q(x, y)dx dy = lID S(x, y) dx dy (11.2.20)
 en la que hemos utilizado el teorema de Green para el primer término, cuya integralse toma a lo largo de G; además, 8/on es la derivada normal hacia afuera de la
 fron-
 tera [Nakamura].Separarnos el primer término de (11.2.20) en cuatro partes:
 fGPX, cb(x,y)ds = i'S1 +S2 p(x, y) q5(x,y)ds
 f p(x,y)--çb(x,y)ds
 - I p(x,y)çb(x,y)ds,s5 + S6
 f px,yPç(x,ydsan
 3x hL
 (11.2.21)
 donde los términos s, denotan las partes de la frontera de D (véase la figura 11.5).Podemos aproximar las derivadas parciales de la ecuaciôn (11.2.21) mediante laaproximación por diferencias en los puntos medios entre dos puntos adyacentes dela retIcula. For ejemplo, la aproximaciôn por diferencias para 8/t3n en el primertérmino del lado derecho de la ecuación (11.2.21) es
 _hT _hB hR hLs5_ - -i-, S6 - -i-, S7 = -i-, S8 =
 (11.2.22)
 Asi, podemos escribir el primer término, después del signo de la igualdad en laecuación (11.2.21) como
 lS1 + 2 p(x, y) (x, y)ds = (s1p1 + s2p2) - i-1,j(11.2.23)
 hL
 Del lado derecho de la ecuación (11.2.23), s1 y s2 son las longitudes de las partes dela frontera izquierda de D. En las coordenadas xy, los valores de Sk, k = 1, 2,..., 8son
 hB hT hL hRSi = S2 = -i-, S3 = S4 = -i-,
 (11.2.24)
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 Las demás integrales que aparecen en la ecuación (11.2.21) se pueden aproximar demanera anãloga. Por to tanto, la ecuación (11.2.21) se transforma en
 _fp(x, y) (x, y)ds = (s1p1 + s2p2) ' -hL
 aJ, =
 + (s3p2 + s4p3)hT
 4i,j - cb+i,+ (s5p3 + s6p4)hR
 i,j - di,j-i+ (s7p4 + s8p1)hB
 Aproximamos el lado derecho de la ecuación (11.2.20) y el segundo término del ladoizquierdo, respectivamente, por
 j'J'Dq(x, y)q(x, y)dxdy (v1q1 + v2q2 + v3q3 + v4q4)4 (1 1.2.26)
 J'SDS(x, y)dxdy vS1 + v2S2 + v3S3 + v4S4 (11.2.27)
 donde
 hLhB hLhT hRhT hRhBv1 , v2 , v3 , v4=
 Agrupamos todos los términos de las ecuaciones (11.2.25) a la (11.2.27), con lo queobtenemos la ecuación en diferencias asociada a los cinco puntos de la retIcula:
 [S3 P2 + S4P31
 hT ji,J
 [S5 J33 + S6p4l
 hR ]i,J
 [s7p4 + s8pilhB ]i,J
 ac = [aL - aT - a - aB + v1q1 + v2q2 + v3q3
 = [v1S1 + v2S2 + v3S3 + v4S4]1,
 + v4q4]
 (11.2.25)
 (11.2.28)aC4j,j + aL4i_i,j + aR41+i, + a_1 + aT4i,+i = Si,j[sip1 + s2p2
 L hL i,j
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 donde los subindices i yj después de los paréntesis cuadrados indican que los valoresse evalüan en el punto (i, i) de la reticula.
 El método para obtener las ecuaciones en diferencias para los puntos de lareticula que se encuentran en las fronteras es análogo al procedimiento para lbs pun-tos internos. Para ilustrar esto, consideremos un punto en una esquina, como semuestra en la figura 11.6, y supongamos que las condiciones en la frontera tienen laforma:
 a
 ay
 --ax
 = cxT4 + f3T (condición en la frontera superior)
 + fiR (condiciôn en la frontera derecha)
 Mediante la ecuación (11.2.20) podemos determinar la ecuación en diferencias parael punto de la esquina, si denotamos el dominio rectangular perteneciente a! punto(1, j) de la esquina por D y a la frontera por G (véase la figura 11.6).
 Separamos el primer término de la ecuación (11.2.20) en cuatro partes:
 JGp(x, y) q5(x, y) ds = - 5 p(x, y) q5(x,y)ds
 = -Sp(x,y)-çb(x,y)dsS3
 = -5 p(x,y)-çb(x,y)ds
 = -S p(x,y)-(x,y)ds
 Las aproximaciones por diferencias para el caso del primer y cuarto términos de laecuación anterior son análogos a los de un punto interno de la retIcula y están dadaspor
 -5, p(x,y)- 4(x,y)ds = p1s1(11.2.31)
 558p(x,y- 4(x,y)ds = p1s8 i,j-1
 Evaluamos el segundo y tercer términos mediante las condiciones en la frontera:
 p(x, y) - 4(x,y)ds = P1s3(Ti,J - PT)(11.2.32)
 556p(x, y) 4(x,y)ds = P1S6(R4)1,J - PR)
 (11.2.29)
 (11.2.30)
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 aJ = -
 =
 h8
 i,j-1 Figura 11.6 Puntos de la retIcula en una frontera
 Aproximamos el segundo término del lado izquierdo de (11.2.20) por
 uJ'D q(x, y)4(x, y)dxdy (v1q1)1
 El lado derecho de la ecuación (11.2.20) se transforma en
 $J'D S(x, y) dx dy = v1S1
 Agrupamos todos los términos para obtener
 aC4, + aL1_i, + aB41,j_i = Si,j
 pisilhL ]i,J
 pis81hB ji,j
 (11.2.33)
 (11.2.34)
 = [aL - a3 + + v1q1 + P1S3T + P1S6R],J
 S = [v1S1 + P1S3$T + P1S6I3R],J
 En otros sistemas de coordenadas, se pueden obtener las ecuaciones en diferen-cias mediante el mismo proceso, si se maneja de manera adecuada la integral devolumen para el sistema de coordenadas dado. Como ejemplo, consideremos la
 ecuación para el sistema de coordenadas r-z dada por
 [ia a a 1
 - [-pr (r,z) + - cb(rz)j
 + q(r, z)4(r, z) = S(r, z) (11.2.35)
 Como se muestra en la figura 11.7, en un sistema de coordenadas cilindricas sepueden utilizar un punto (i, J) de la reticula y cuatro puntos adyacentes de la misma,Si X y y se intercambian por r y z, respectivamente. Sin embargo, en las coordenadasr-z, el dominio D representa una figura en forma de dona, como en la figura 11.8.
 S3
 DG
 VSi S6
 S8
 [
 [
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 Figura 11.7 RetIcula en las coordenadas cilindricas
 Integramos la ecuación (11.2.35) en el dominio D. Esto quiere decir que la in-tegración se ileva a cabo en un volumen en vez de un piano y estã dada por
 21t$SD [_pr çb(r, z) - (r, z) + q(r, z)(r, z)]r dr dz
 = 2ir f$D S(r, z)rdrdz (11.2.36)
 lo cual se puede escribir, mediante el teorema de Green, como
 - 2itJ'G
 p q(r,z)r ds + 2ir J'J'D qq5(r, z)r dr dz = 2ir $j'D S(r, z)r dr dz (11.2.37)
 donde la integral del primer término se toma sobre la superficie (o frontera) de D. Elresto de ia operación es muy similar al caso de la geometria plana antes descrito. Laecuación en diferencias resultante toma exactamente la misma forma de la ecuación(11.2.28) siempre que v y s se interpreten de la manera siguiente; es decir, v y s de iafigura 11.5 se interpretan como volümenes y areas de la superficie parciales del do-minio D. Por ejemplo, v1 y s1 se escriben respectivamente como
 s1 = 2lvra mrahB2
 Figura 11.8 Dominio en forma de dona
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 donde ra es el radio en el punto medio entre los puntos (i - 1,1) e (i, J) de la retIculay r1 es el radio en (i, I).
 11.2.4 Propiedades de las ecuaciones en diferencias
 Todas las ecuaciones en diferencias que hemos obtenido en las subsecciones previasse pueden escribir en la forma
 aCcb, + a'4_1, + aRcb1+i,J + aB,_i + aT4'1,j+i = S1, (11.2.38)
 Esta ecuación se puede utilizar de aqui en adelante para todos los puntos de laretIcula, con las interpretaciones siguientes:
 Aunque por simplicidad se omiten los subindices i yj de las a, éstas dependen de iy j.Si el punto (1, j) se encuentra fuera del dominio, entonces y sus coeficientesse consideran nulos.Todas las incógnitas están en Ia lado izquierdo, mientras que los términos cono-cidos se agrupan en S,,. Por ejemplo, si se conoce el valor de 4i,j + i a partir dela condición en La frontera, el término se pasa al lado derecho y se suma a S11.
 Con las condiciones apropiadas en la frontera, las ecuaciones en diferencias(11 .2.38) de todo el dominio tienen las propiedades siguientes:
 Los coeficientes de (11 .2.3 8) son negativos o nulos, excepto por ac.
 El coeficiente a es positivo y recibe el nombre de coeficiente diagonal.La propiedad de simetria.*
 = (aR)1_ i,j(aB)i,j = (aT),_i
 d) El coeficiente a' es mayor o igual que la suma de los valores absolutos de losdemás coeficientes (dominancia diagonal)
 aC a' + aR + aB + aTI (11.2.40)
 * Como se ilustró en el ejemplo 1.1, las ecuaciones en diferencias para una EDP eliptica sin térmi-nos de derivadas de primer orden se pueden escribir en la forma simétrica, si el conjunto de ecuaciones es-tã en forma conservativa. Debido a esta propiedad de simetrIa, solo se requiere almacenar en eSpacio dememoria tres coeficientes de cada ecuaciOn.
 (11.2.39)
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 en donde la desigualdad es estricta a! menos para un punto de la retIcula.* Cuandola desigualdad siempre es estricta, se dice que la ecuación tiene una dominanciadiagonal fuerte.
 e) Ninguna parte del conj unto de ecuaciones puede resolverse independientementede las otras (irreductibilidad).
 Las cinco propiedades listadas arriba son importantes, puesto que son condicionessuficientes para que un esquema iterativo converja [Varga; Wachspress]. Cuandolos coeficientes de las ecuaciones en diferencias que tienen las propiedades anterioresse escriben en forma matricial, la matriz recibe el nombre de matriz de Stieltjes omatriz-S.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Las ecuaciones en diferencias para una EDP eliptica se pueden obtener mediantela aplicaciôn directa de la aproximación por diferencias o bien mediante el méto-do de integración. El primero es más simple, pero el segundo es más poderoso Silos coeficientes de la EDP dependen del espacio y se tiene un espaciamientovariable en la reticula.Las condiciones en la frontera se incorporan a las ecuaciones en diferencias.Las ecuaciones en diferencias en forma matricial son simétricas, pentadiagonalesy tienen dominancia diagonal.
 11.3 PANORAMA DE LOS METODOS DE SOLUCION PARA LAS ECUACIONESEN DIFERENCIAS ELIPTICAS
 Los métodos numéricos que se utilizan para resolver un conjunto de ecuaciones endiferencias se puede clasificar en dos tipos: iterativos y directos. Los primeros sepueden usar en forma universal para problemas de cualquier indole, mientras quelos métodos directos solo son adecuados si se cumple a! menos una de las condi-ciones siguientes:
 * En el caso de la ecuación de Poisson o de Laplace, se puede dar la desigualdad sOlo en una con-diciOn en la frontera. Si existe una término positivo de supresiOn q como en la ecuaciOn (11.2.26), éste tam-bién contribuye a mejorar la desigualdad. El significado fisico de una dominancia diagonal fuerte se in-terpreta como una salida o supresión de Ia cantidad fIsica (por ejemplo, partIculas o calor) representadapor Ia solución. Sin una salida, el sistema fisico no tiene un estado estacionario, a menos que el términofuente se anule o el total de la fuente se anule. Si se aplica un método iterativo a un sistema sin salida o sindominancia diagonal, éste puede no converger. Con frecuencia existen algunas excepciones cuando se re-suelve una ecuaciôn de Poisson que surge de un cálculo en dinámica de fluidos. La situaciOn es que:
 Las ecuaciones en diferencias no tienen dominancia diagonal fuerte, es decir, no hay salida.
 Sin embargo, si se suman todas las ecuaciones en diferencias, el total de los términos no homogéneosse anula (pues existen términOs no homogéneos positivos y negativos).
 También se anula el total dé los términos homogéneos./Una ecuaciOn de Poisson con estas propiedades tiene una soluciOn, aunque ésta no es Onica, ya que la so-luciOn más una constante arbitraria también es una soluciOn. Si se aplica un método de solución iterativoa dicho problema, éste converge, pero el valor final depende de la estimaciOn inicial o de los parãmetrosde iteraciOn que se hayan utilizado. A Ia soluciôn se puede sumar o restar una constante.
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 El nümero de puntos en la retIcula es muy pequeno.Los coeficientes de las ecuaciones en diferencias tienen una forma especial ysimple.Se dispone de una computadora con un enorme espacio de memoria.
 Para poder explicar las dificultades básicas asociadas con la solución directa delas ecuaciones en diferencias, debemos observar que los elementos de la matriz decoeficientes la cual representa al conjunto lineal de ecuaciones en diferencias-son casi todos nulos, excepto los ubicados a to largo de cinco lineas diagonales, tocual se muestra incluso en un conjunto pequeno de ecuaciones, como las del ejemplo11.1 (vêase también la matriz M de la figura 11.11). Si se piensa utilizar la elimina-ción de Gauss, todos los coeficientes (incluyendo los nulos) deben guardarse en lamemoria de la máquina, de forma que el espacio total puede exceder con facilidad lamemoria central disponible. Por ejemplo, el tamaño de una matriz de 20 x 20 pun-tos de la reticula se transforma en 4002 = 160,000.
 Sin embargo, at analizar la matriz nos damos cuenta de que ésta tiene una for-ma de banda diagonal. Por ejemplo, la matriz de coeficientes para una retIcula de Npor M tiene una banda de 2N + 1 elementos de ancho. Si aplicamos la eliminaciOnde Gauss, debemos desarrollar un programa de forma tat que solo almacene 2N + Ipor M coeficientes, incluyendo los nulos. En este caso, la cantidad necesaria de espa-cio de memoria es (2N + 1) (MN) en vez de (NM)2.
 Si ocurre que tanto los coeficientes de la EDP original como los de la retIculatienen cierta estructura simple, se puede aplicar la transformada rápida de Fourier(TRF) [Nussbaumer] o bien Ia soluciOn directa rápida (véase la secciOn 11.8). Pordesgracia, la mayoria de los conjuntos de ecuaciones en diferencias no cumplen conestas condiciones. Por otro lado, en los métodos iterativos sOlo hay que guardar loscoeficientes no nulos. Por to tanto, incluso un problema con una retIcula enorme sepuede resolver en forma iterativa con requerimientos mInimos de memoria central.
 La tabla 11.2 resume las ventajas y desventajas de los métodos iterativos y di-rectos.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Las ecuaciones en diferencias para una EDP elIptica se pueden resolver tanto pormétodos iterativos como directos.Los métodos iterativos son de uso más comün que los métodos directos. Son sen-cillos y a menudo constituyen la ünica forma de resolver las ecuaciones en dife-rencias.Bajo ciertas condiciones, los métodos directos pueden ser muy eficaces.
 11.4 METODOS DE RELAJACION SUCESIVA
 Los métodos iterativos se utilizan mucho más ampliamente que los directos en la so-lución de las ecuaciones en diferencias elIpticas, debido a que necesitan mucho me-nos memoria central y a que son aplicables a casi todas las ecuaciones en diferenciasque surgen de las EDP elipticas. Los métodos iterativos son versátiles, se pueden
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 Tabla 11.2 Resumen de los métodos de soluciOn de diferencias finitas para las ecuaciones diferencialesparciales elipticas
 Métodos iterativos
 Métodos de relajaciOn, comoel mètodo iterativo de Jacobiy el SOR
 Método iterativo extrapoladode Jacobi
 Método implicito de ladirecciOn alternante (IDA)(vèase la sección 11.7)
 Soluciones directas
 Eliminación de Gauss ydescomposición LU
 Programaciôn sencilla.Demostración teóricacompleta. El parámetro deiteración Se optimizafácilmente.
 La misma eficiencia del SORen una computadora escalar,pero mucho más rápido enuna supercomputadora.
 Más rápido que el SOR parauna amplia clase deproblemas.
 Rápido para problemas detamafio pequeño e intermedio.Robusto.
 Soluciôn directa rãpida No iterativo. Más rãpido que(SDR) los métodos iterativos.
 Transformada rápida deFourier (TRF)
 La tasa de convergencia esmás lenta si aumenta eltamaño de la retIcula.
 Igual que el anterior.
 Dificil para optimizar losparámetros de aceleración.Más esfuerzo de programaciónque el SOR. Para muchosproblemas, su taSa deconvergencia es más lenta quela del SOR.
 No se aplica a problemasgrandes, debido a que requieremucho tiempo de cómputo yespacio de memoria.
 Limitaciones en la geometria yel nümero de puntos de lareticula.
 Igual que el anterior. Igual que el anterior.
 implantar con esfuerzos de programación relativamente menores y a menudo son laUnica forma de resolver las ecuaciones en diferencias.
 Entre los métodos de relajación sucesiva están el método iterativo de Jacobi, elmétodo de Gauss-Seidel y los métodos de sobrerrelajaciôn sucesiva (SOR). Cadauno de ellos tiene dos versiones: relajación puntual y relajación por lIneas.
 En esta secciOn nos centraremos en los tres métodos representativos de itera-ción puntual: el método iterativo de Jacobi, el de sobrerrelajaciôn sucesiva (SOR;del inglés successive-over-relaxation) y un método iterativo extrapolado de Jacobi(EJ). No analizaremos los métodos de relajaciOn por lIneas debido a las limitacionesde espacio. Conviene observar que lo que se gana con estos ültimos métodos con res-pecto a los primeros no es sustancial, excepto para las geometrias rectangulares conun radio de aspecto grande.
 Los métodos SOR, en particular el puntual, son métodos iterativos bien cono-cidos. Aunque el EJ es menos conocido, es casi tan simple de programar que el SORy tiene exactamente la misma eficiencia computacional en las computadoras escala-res. Sin embargo, en una supercomputadora, su eficiencia es varias veces mayor quela del SOR.
 Métodos de solución Ventaj as Desventajas

Page 449
                        

Cap. 11 Ecuaciones diferenciales parciales elIpticas 429
 11.4.1 Método iterativo de Jacobi
 Desde el punto de vista de la eficiencia, el método que se presenta en esta sección esimpráctico, si se utiliza aislado. Empero, tiene importancia teórica a! analizar losmétodos SOR y EJ.
 En primer lugar, reescribimos la ecuación (11.2.28) como
 aC4)1, = Si,j - (a'4)_1, + aRøi+i,j + aB4)i,j:i + aT4),+i) (11.4.1)
 El método iterativo de Jacobi se obtiene a partir de la ecuación anterior sumando elnUmero de iteración t o t - 1 como Indice Superior a cada 4) y dividiendo entre ac,de lo que se obtiene
 = [S1, - (a'4)i' + aRc14tii1,)i + aB4)(ij + aT4)tj)]/aC (11.4.2)
 Para el primer ciclo de iteración t = 1, del lado derecho de Ia ecuación (11.4.2)es una estimación inicial. En cada uno de los ciclos, se evalüa (11.4.2) para todos lospuntos de la retIcula, excepto en aquéllos para los que están dadas las condiciones enla frontera como valores fijos. El esquema converge con cualquier estimaciOn inicialde la soluciôn, aunque mientras más cercana esté esta estimación al valor exacto,más rápida será la convergencia.
 Un examen más detallado de este método revela, sin embargo, que no hay quecalcular todos los puntos de la retIcula en cada ciclo. Solo es necesario recorrer lamitad de los puntos (propiedad 2ciclica).* Supongamos que los puntos de la reticulatienen colores, alternados, escalonados en negro y rojo. Por ejemplo, si el punto(i,j) tiene color rojo, entonces sus vecinos (i - 1,j), (1 + 1,j), (i,j - 1), (i,j + 1)tienen color negro. Es fácil ver que los cálculos para los puntos rojos del ciclo t utili-zan solo los puntos negros del ciclo t 1 y viceversa. Si sOlo se hacen los cálculos delos puntos rojos en el ciclo t y luego los cálculos de los puntos negros en el ciclo t + 1,todos los puntos se actualizan después de dos ciclos de iteraciOn. La iteración puedecontinuar de esta forma hasta que la soluciOn converja. Este enfoque reduce todo eltrabajo computacional a la mitad.
 El nümero de pasos de iteraciOn necesarios para que un método iterativo con-verja no se conocede antemano. Por lo tanto, el método continua hasta que se satis-face un criterio de convergencia. Algunos dé estos criterios se describen a conti-nuación:
 La iteración se detiene si se cumple
 4)(t_.2) < (11.4.3)
 para todos los puntos recorridos, donde 8 Cs Ufl criterio preestablecido. En el caso enque las soluciones en puntos distintos varlen por órdenes de magnitud, este criteriose debe modificar a
 * Si todos los puntos se recorren en cada ciclo de iteración, se lievan a cabo en forma simultáneados secuencias independientes de cãlculos, las cuales convergen a la misma solución. Estas dos series decálculos no intercambian la información en cada ciclo de iteración. Esta propiedad de las series duales enel método iterativo de Jacobi se llama propiedad 2-cIclica [Varga].
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 ,(r-2) (11.4.4)'h,J
 Asi, se prueban los valores muy pequenos o muy grandes de la soluciOn bajo la basede cambios relativos en cada ciclo iterativo.
 Las ecuaciones (11.4.3) y (11.4.4) necesitan un enunciado "IF" en ci ciclo"DO", que podria no ser recomendabie para ciertas computadoras. En tales casos,un punto de vista aiternativo seria el rempiazar la ecuación (11.4.4) por
 Ii -<e
 nümero total de puntos
 11.4.2 Método de sobrerrelajaciOn sucesiva (SOR)
 El método SOR está dado por
 çbj = w[S - (aL4i,j + aR4,i1!i + aB4i_i+ aTt)]/ac + (1 - w)4,(t_1) (11.4.5)
 donde w es el parámetro de sobrerreiajaciôn, con 1 < w < 2.* Como se puede verfáciimente, ci método SOR se obtiene modificando el método iterativo de Jacobi endos aspectos. En primer lugar, los Indices superiores de 1j-1,j y 4i,j1 se cambiande t - 1 hasta t. Para que esto sea posible, los puntos de ia retIcula se recorren en or-den creciente de I yj, puesto que a! hacer esto los términos 4 y del pasoiterativo en curso siempre están disponibles para el cálculo de 4$. En segundo lu-gar, se introduce el parámetro de iteración w.
 En ci SOR se recorren todos los puntos de la reticula en cada ciclo.Si w = 1, ci método recibe el nombre de método de Gauss-Seidel. El ôptimo w
 está en ci lado menor de 1 < w < 2 si ci nümero de puntos en la reticula es muypequeno, pero tiende a 2 al crecer ci nümero de dichos puntos. En los problemas pe-quenos, la tasa de convergencia es rápida de manera intrinseca y relativamenteinsensible a! valor elegido de o por to que podemos estabiecer un valor de w = 1.8como regia. En ia sección 11.5 se anaiiza con más detalle ci efecto de w. En ciPROGRAMA 11-1 se muestra una impiantación del SOR puntual. Si la iteración consu-me más de algunOs cientos de ciclos de itcración, es muy recomendable ci cáicuio deun w óptimo, como se describe en la sección 11.6.
 * La ecuaciOn (11.45) es de sobrerrelajaciOn o de subrelajaciôn, dependiendo de que 1 <w <2 ode que 0 <w < I respectivamente. El segundo tipo no es ütil para las EDP lineales elIpticas debido a quela tasa de convergencia es más lenta que en el primero. Sin embargo, para una ecuación no lineal en la quese revisen los coeficientes de las ecuaciones en diferencias después de cada iteraciôn (mediante los valoresiterados previos) puede aparecer un fenómeno de inestabilidad, a menos que se utilice la subrelajaciôn.
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Ejemplo 11.3
 Resuelva el conjunto de ecuaciones en diferencias del ejemplo 11 .2 me-diante el SOR con o = 1 .5.
 (Solución)
 Obtenemos Ia soluciôn mediante los siguientes pasos:
 Movemos todos los términos con signos negativos del lado derecho.Dividimos cada ecuaciôn entre el coeficiente del término del lado iz-
 quierdo:1
 4)i,i = (24)12 + 24)21 + 4 + S)
 4)2,1 = + 24)22 + 9 + S)(A)
 4)1,2 = + 24)22 + 7 + S)
 4)2,2 = (4)1,2 + 4)2,1 + 12 + S)
 Si denotamos el nümero de iteraciOn por t, escribimos el SOR como
 = -w(24) + 2i(t1) + 4 + S) + (1 -P2,18
 1
 = w(401 + 24)1) + 9 + S) + (1 t-1)2,1
 4)1,2 co(4) + +7 + S) + (1 -
 = 0)(4)2 + + 12+ S) + (1 w)4)1)
 Aqui, las ecuaciones se recorren en orden de 4, 4)2,1, 4)1.2 y 4)2,2. Des-pués de calcular el nuevo valor de 4$ , el valor anterior 4)t71) ya no se necesi-ta, por 10 que el primero se reescribe sobre el segundo, utilizando el mismo espa-cio en Ia memoria. Todas las estimaciones iniciales se hacen iguales a cero:
 La iteraciOn de Ia ecuaciOn (B) continUa hasta que todas las 4 con-
 vergen.
 (B)
 11.4.3 Método iterativo extrapolado de Jacobi (EJ)
 El método iterativo puntual de Jacobi, basado en la propiedad 2-ciclica (que permiterecorrer solamente la mitad de los puntos de la retIcula en cada ciclo de iteración) sepuede acelerar mediante un parámetro de extrapolación de la manera siguiente:
 Cap. 11 Ecuaciones diferenciales parciales elipticas 431
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 = - [S - (aL4i + + aBqj
 + aT/t_i,j+i)j + (1 - 0)c1t_2) (11.4.6)L,J
 donde 0 es el parámetro de extrapolación, que cumple 1 < 0 < 2. Conviene obser-var que el segundo término del lado derecho no causa problemas en la implanta-ción, puesto que cuando solo se han recorrido la mitad de los puntos, el valorde 4t 2) en vez del de es el que se encuentra en el espacio de memoria correspon-diente a! punto (i,j). Este método se conoce también como el SOR rojo-negro [Ha-geman/Young].
 En la secciOn 11.6 se muestra que, para un mismo problema, el Optimo de 0es idéntico a! Optimo de w para el SOR. La tasa de convergencia es Ia mitad de la ta-sa de SOR en términos de las veces que se realiza la iteración; pero la cantidad totalde trabajo de cómputo es idéntica, puesto que solamente se recorren la mitad de lospuntos en cada ciclo de iteraciOn.
 En una computadora escalar como una IBM 370, VAX o IBM PC Ia elec-ción entre SOR y EJ es simplemente cuestión de gustos, ya que ambos tienen la mis-ma sencillez y eficiencia. Sin embargo, la verdadera ventaja del EJ se experimenta enuna supercomputadora con un procesador vectorial.
 Al procesar un ciclo DO, el procesador vectorial vectoriza los cálculos en casode que no se utilice ningOn resultado de los cálculos en el mismo DO, excepto en elmismo ciclo. Por ejemplo, un DO como
 DO 20 1=1,10F(I)=(F(I-1)+F(I+1))/2
 20 CONTINUE
 no se puede vectorizar, puesto que se vuelve a utilizar el valor de F(I - 1) calculacFoen el mismo ciclo, pero
 DO 20 1=1,10,2F(I) = (F(I 1) + F(I +1 ))/2
 20 CONTINUE
 si se puede vcctorizar. Si un cicl DO se vectoriza, la rapidez de cómputo se incre-menta en forma significativa (usualmente, por un factor aproximado de cinco). Elciclo DO más interno del SOR puntual no se puede vectorizar, mientras que el del EJ si.
 El método EJ es una variación del método semiiterativo ciclico de Chebyshev[Varga]. En este método, se determina 0 en cada paso de la iteración mediante elpolinomio de Chebyshev y no es constante. Sin embargo, al aumentar el nümero deiteraciones, tiende a un valor asintótico, que es igual a °ópt' La tasa global de con-vergencia de este método es un poco mejor que la del EJ (digamos, un 10% de reduc-ciOn del total de pasos de iteraciOn).
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 RESUMEN DE ESTA SECCIÔN
 Entre los diferentes métodos iterativos que forman parte de los métodos con rela-jación, se presentan el método SOR puntual y el método iterativo extrapolado deJacobi (EJ).Las versiones de los métodos de relajación mediante lIneas son solo un poco máseficientes que las versiones puntuales, excepto para geometrIas rectangulares conuna razón de aspecto muy grande.El método iterativo de Jacobi, el cual utiliza la propiedad 2-ciclica, tiene la mis-ma eficacia que el método de Gauss-Seidel. Al extrapolarlo, su eficacia se vuelveequivalente a la del SOR.
 En una supercomputadora con un procesador vectorial, EJ es significativamentemás rápido que SOR.
 11.5 ANALISIS DE CON VERGENCIA
 El objetivo de esta secciOn es el análisis de las tasas de convergencia del método ite-rativo de Jacobi del SOR, y del método iterativo extrapolado de Jacobi (EJ). El análisis básico de la convergencia iterativa es importante en la aplicaciOn práctica de losmétodos, en particular en lo que se refiere a Ia eficacia computacional.
 Por sencillez, el análisis se ileva a cabo en un problema unidimensional con va-lores en la frontera, pero el resultado es vãlido para dos y tres dimensiones. En pri-mer lugar, estudiamos La convergencia del método iterativo de Jacobi, puesto que esla base para el análisis del SOR y del EJ.
 CONVERGENCIA DEL METODO ITERATIVO DE JAcoBI. Consideremos un prbblema unidimen-sional con vaLores en la frontera, dado por
 d2q5
 dx2S
 = (H) = 0
 Las ecuaciones en diferencias para Ia ecuación (11 .5.1) se escriben como
 4j- + 24 - = h2S, i = 1,2,..., I
 = = 0
 (11.5.1)
 (11.5.2)
 donde h = H/(I + 1) es el espaciamiento en La reticula. El método iterativo de Jaco-bi para (11.5.2) es
 4t) = [h2S + 4ti1) + 1)] (11.5.3)
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 Si denotamos la solución exacta de (11.5.2) por 4 sine! indice superior, podemosexpresar a como
 j(t) = çb - (11.5.4)
 donde er es el error. Asi, la ecuación (11.5.3) queda
 e(t) = + et+iil)] (11.5.5)
 El problema de valores propios asociado con !a ecuaciôn (11.5.2) se escribe como
 flm'rn,i = IJm,j-1 + /Jm,j+i)(11.5.6)
 = = 0
 donde 7lm es ci m-ésimo valor propio y i//rn, 1es la funciôn propia correspondiente.Se muestra a continuación que los valores y funciones propios son
 I'm,i = sen(mi), m = 1, 2,.. . , I (1 1.5.7a)
 1lm = cos (mci), m = 1, 2,. . . , I (1 1.5.7b)
 donde ci subindice m denota a !a m-êsima soiuciôn y a = ir/(I + 1). Sustituimos(11.5.7a) del lado derecho (LD) de (11.5.6) para obtener
 LD = [sen(mx(i - 1)) + sen (mcL(i + 1))] = cos (mci) sen(mxi) (11.5.8)
 en donde utilizamos ci teorema de la suma para la funciOn seno.* El lado izquierdode la ecuaciôn (11.5.6) no cambia aunque se sustituyan las ecuaciones (11 .5.7a) y(11.5.7b). Esto demuestra que estas ecuaciones son los valores y funcionespropias. **
 * Teorema de La suma de la función seno:
 Sen (njB ± nB) = sen (njB) cos (nB) ± cos (njB) sen(nB)
 Se podrIa pensar que Las funciones sen (rnai), con m distinta de 1, 2.....I también son fun-clones propias. Si m = 0 o I + 1, sen (mcsi) se anuLa para toda i, de modo que las funciones sen (mai)para estos valores de m son soLuciones triviales. Para los demás valores de rn <0 y m > I + 1, podemosdemostrar que Sen (mc&i) es iguaL a una constante por sen (m 'ai), donde m' es un entero tal que 0 <,m'<I + 1. Para mostrar esto, primero vemos que cualquier m se puede escribir en la forma m = m' + n (I+ 1)obienm = m' + (n + 1)(I + 1),dondeO <rn' <I + 1,ynesunentero. Utilizaremoslapri-mera de estas expresiones si ri es par y la Ultima Si n es impar. Para n par, sen (mai) se transforma en
 sen (mi) = sen (niri + m'rzi) = sen (m'i)
 donde utilizamos x(I + 1) = x.Para n impar, sen (mcLi ) se puede escribir como
 sen (mxi) = sên[(n + 1)iri - m'cd] = sefl(m'i)
 AsI, Las funciones sen (mxi) para m = I a I son las ünicas funciones propias independientes.
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 Las funciones propias de la ecuaciôn (11 .5.7a) se pueden utilizar para de-sarrollar el error después de cada iteración, de forma que el error inicial e° se escri-be como
 I
 e° = Am,//m,i (11.5.9)m 1
 donde Am es un coeficiente.Si hacemos t = 1 en La ecuación (11.5.5) y sustituimos la ecuación (11.5.9) del
 lado derecho de (11.5.5), obtenemos
 I
 e = AmPlmIIm,i (11.5.10)m 1
 en donde usamos la ecuación (11.5.6). La ecuaciôn (11.5.10) es el error de la solu-ciôn iterativa después del primer ciclo de iteraciôn. Si repetimos la sustitución, elerror despuês del t-ésimo ciclo de iteración es
 I
 et = Am(?lm)t//m,i (11.5.11m 1
 Si frimi < 1 para toda m, ci error se va desvaneciendo al aumentar el nümero t de ite-raciones. La tasa global de decaimiento del error está determinada por
 = mix 111m1 (11.5.12)
 que es el radio espectral del método iterativo de Jacobi. Puesto que ci máximo de1mI se alcanza tanto en m = 1 como en m = I[véase la ecuaciOn (11.5.7b)], ci radio
 espectral es igual a= cos (ci) = cos (Icx) (11.5.13)
 y se puede aproximar por
 (11.5.14)
 donde a = ir/(I + 1). La tasa de convergencia de un método iterativo se definecomo
 R = log10 /2
 Para ci caso del método iterativo de Jacobi en un problema unidimensional, la tasade convergencia es
 R = log10 /1 (11.5.15)
 if \21 i 2
 _iogio[i _i+ ) ]2I + )/ln(10)
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 Se observa que la tasa de convergencia del método iterativo de Jacobi es una funciónque solo depende del nümero de puntos en La retIcula. Al crecer I, La tasa de conver-gencia R tiende a cero.
 CONVERGENCIA DEL SOR. El análisis de la tasa de convergencia del SOR es mãscomplicado que para el método iterativo de Jacobi, puesto que entre los valores pro-pios hay parejas de complejos conjugados.
 Si consideramos el mismo problema unidimensional que utilizamos para el me-todo iterativo de Jacobi, SOR se escribe como
 (t) [hS + + _1)] + (1 - w)4,(t_1) (11.5.16)
 En términos del error definido por la ecuación (11.5.4), (11.5.16) se transforma en
 U)et = -- [e1 + etifl] + (1 - w)et 1)
 El problema de valores propios asociados con La ecuaciOn (11.5.17) es
 Vmi_1] = - Vm,j+i + (1 - W)Vmj (11.5.18)
 donde m es el m-ésimo valor propio, Vm, es La m-ésima funciôn propia y las condi-ciones en La frontera son
 Vm,O = Vm,i+i = 0
 Podemos desarrollar el error en términos de las funciones propias de laecuaciOn (11.5.18) de la manera siguiente:
 I= A(m)tV,,,j (11.5.19)
 m 1
 donde los A m son los coeficientes del desarrollo y dependen del error inicial,Puesto que La tasa de decaimiento del error estã determinado por el valor mãs grandede m1' debemos evaluar a m en seguida.
 En primer lugar, mostraremos que las funciones propias de la ecuaciOn (11.5.18)están dadas por
 _,i/2jm,i - m 't'm,i
 donde I'm, es una función propia del método iterativo de Jacobi. Para Ia m-ésimafunción propia, la eduaciOn (11.5.18) se escribe como
 U)= - (mtm,i_ 1 + Vm,j+ ) + (1 - W)Vmi
 (11.5.17)
 (11.5.20)
 (11.5.21)
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 Si utilizamos la ecuación (11.5.20) y (11.5.6), entonces (11.5.21) se transforma en
 (i/2)+1I'm,i = W1'271mtI/m,i + (1 - D)2I/m,i (11.5.22)
 Por lo tanto, si dividimos la ecuación (11.5.22) entre 2I'mi obtenemos
 = U) n/2?lm + (1 - w) (11.5.23)
 donde 1m = cos(ma) es el valor propio de Jacobi dado por la ecuaciôn (11.5.7b). Laecuaciôn (11.5.23) es la ecuación caracterIstica, la cual debe cumplir Em. Entonces,i'm,! satisface (11.5.18), es decir, es una funciOn propia.
 Puesto que (11.5.23) es una ecuación cuadrática en se puede resolver dela manera siguiente:
 Al elevar al cuadrado tenemos
 I1 =
 1/2 ±
 - 2 +1_W±W1mI4+1w
 (11.5.24)
 (11.5.25)
 Esta ecuación relaciona los valores propios de SOR con los correspondientes valorespropios de Jacobi.
 Podemos utilizar Ia ecuación (11.5.23) para deducir la relación entre el radioespectral del método iterativo de Jacobi, ji = max friml, y el radio espectral deSOR, j = max m1 Como se puede verde la ecuación (11.5.7b), el valor máximode ç1 es real y positivo. Se puede mostrar que el valor máximo de m es real y p0-sitivo si w w, donde w es el valor optimo de w (lo cual se explicará posterior-mente). Cuando j y j.t, son reales y positivos, podemos escribir la ecuación(11.5.23) para los radios espectrales como
 = W/4p + (1 - w) (11.5.25a)
 Por otro lado, si w > la ecuaciôn (11.5.25a) no se cumple, puesto que elvalor propio de SOR correspondiente a = max j1mI se vuelve complejo. Sin em-bargo, al incluir ambos casos, el radio espectral de SOR se relaciona con el radioespectral de Jacobi mediante la formula
 (11.5.26)
 Si w > -Opt el interior del valor absoluto es una raIz compleja de (11.5.25a). El va-lor absoluto es necesario para calcular el radio espectral. Si co w6,,, /i(, es igual ala raiz más grande de (11 .5.25a), la cual es positiva. Por lo tanto, el valor absolutodel lado derecho de (11.5.26) no es necesario.
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 Para analizar la distribuciôn de Em dada por (11.5.25) y el efecto de w sobre ,
 primero recordemos que todos los Vim son reales y que -jij ij,,
 Definimos w como la raiz mãs grande de
 122 + 1 - = 0
 Entonces, para cualquier Tlm que satisfaga frim<uj
 122 + 1 - < 0
 Si w = , el término con la raiz cuadrada de (11.5.25) es imaginario, excepto cuan-do Tim = ± jy se puedemostrar fácilmente que JmI - 1 para cada m. AsI, si
 = w, entonces = CL) - 1 ii.Si w > ' en la ecuación (11.5.25), el término con la raIz cuadrada se vuelve
 imaginario y = w - I para toda m, por to que = w - 1 se vuelve mayorque5 1.
 Si w <w, el término con la rajz Se vuelve imaginario ünicamente para aquellosVim que cumplan o2q2/4 + 1 - w < 0, pero es real para los demás Vim' incluyendo aVim = ± . El valor real más grande de (11.5.25), igual a , aparece cuando Vim =j. Este valor j es más grande que jz.
 Asi, el mInimo valor posible de /2(j) es igual a /1, por lo que ise llama el op-timo w y se denota por w. Estos treS casos de w se muestran de manera grãfica enla figura 11.9.
 W<W. :U >Iopt (,) tOópt = ópt W1wôptFigura 11.9 Distribución de los valores propios del SOR para los tres valores de w
 Como ya se explicó, w, satisface + 1 - = 0
 o bien, resolviendo la ecuación anterior de segundo grado,
 2wopt -
 1 + Ji -
 U) > 0opt l >U) (')ópt
 (11.5.27)
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 Con este Optimo w, se transforma en [véase la ecuación (11.5.26)]
 2opt = 0) - 1
 = 1 + Ji -
 = (11.5.28)1 + Ji -
 .as ecuaciones (11.5.26) a (11.5.28) no solo son válidas para el modelo unidi-mensional, sino para los problemas de dos y tres dimensiones. También se aplican ala relaciOn entre el método iterativo de Jacobi por lineas y el SOR por ilneas. Los re-sultados del ejemplo 11.3 muestran una tendencia importante de los valores propiosy del efecto de w sobre la tasa de convergencia del SOR.
 1
 Ejemplo 11.3
 Si I = 20 en las ecuaciones (11 .5.2) y (11 .5.3), evalUe todos los valorespropios del método iterativo de Jacobi. A continuaciôn, evalUe para el SORaplicado al mismo problema, utilizando Ia ecuaciôn (11 .5.28). Caicule todos losvalores propios de SOR para los siguientes valores de w: = 1 .2, 1 .5, 0)Opt Y
 1 .8. Grafiquelos en el piano compiejo.
 (Soluciôn)
 Los valores propios de Jacobi están dados por (11 .5.7b). En Ia segundacolumna de Ia tabla El 1 .3 se listan los valores propios de Jacobi 71m calculadospara = ir/2l = 0.149559, to que muestra que ,, = 0.98883. Todos los va-ores propios del método iterativo de Jacobi aparecen por parejas, cada una delas cuales està formada por un valor propio positivo y uno negativo de Ia mismamagnitud.
 El dado por (11.5.27) es2
 - 1.74057° 1 + .Ji - 0.988832
 Tabla El 1.3 Valores propios del SOR
 m 'im Ct) = 1.2 Ct) = 1.5 = c0oP= 1.741 W = 1.8
 1 ± 0.988 0.966, 0.041 0.931, 0.268 0.741, 0.741 0.784±0.159/
 2 ±0.956 0.869, 0.046 0.695, 0.360 0.642±0.3681 0.679±0.42313 ±0.901 0.713, 0.056 0.413±0.2811 0.489±0.5561 0.515±0.61214 ±0.826 0.504, 0.079 0.268±0.4221 0.293±0.6801 0.305±0.73915 ±0.733 0.187±0.0711 0.105±0.4891 0.073±0.7361 0.071 ±0.797]6 ± 0.623 0.080±0.1831 0.063± 0.496/ 0.152±0.7251 0.170±0.78217 ±0.500 0.020±0.199/ 0.219±0.450/ 0.362±0.6461 0.395±0.69618 ±0.365 0.104±0.1711 0.350±0.357] 0.538±0.5081 0.584±0.54719 ± 0.223 0.164±0.114/ 0.444± 0.2291 0.665± 0.325/ 0.720± 0.3491
 10 ±0.075 0.196±0.040/ 0.494±0.079/ 0.732±0.112/ 0.791 ±0.120/
 = 0.988 p,, = 0.966 /AU) = 0.931 = 0.741 = 0.8
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 En Ia misma tabla se muestran los valores propios del SOR para cada w = 1 .2,1 .5, 0opf = 1 .74057 y w = 1 .8. Aunque cada valor propio de Jacobi da comoresultado dos valores propios de SOR, al examinar a tabla se observa que unapareja de valores propios (negativo y positivo) del método iterativo de Jacobi pro-duce los mismos pares de valores propios del SOR. Asi, el nümero total de valo-res propios del SOR es idéntico at de los valores propios de Jacobi.
 Se ye que los valores propios del SOR para w = 1 .5 incluyen valoresreales y complejos. Para w = w Opt todos los valores propios son complejos ex-cepto los correspondientes a j que son ralces reales dobles. Si co> w, to-dos los valores propios son complejos.
 En Ia figura El 1 .3 se muestra una gráfica de los valores propios para tresvalores de co en el piano complejo, en analogia con Ia figura 11 .9. El radio es-pectral (RE) de cada caso aparece debajo de cada gráfica (véanse tamblén losvalores propios subrayados en Ia tabla 11 .3, los cuales corresponden at radioespectral). Conviene observar que los valores complejos de cada caso están enun cIrculo de radio w - 1. La mayor distancia entre un valor propio y el origen esel radio espectral. Para w = 1 .5, el máximo valor proplo real constituye el radioespectral. Por otro lado, si w > w los valores propios están en el circulo de ra-dio co - 1, por lo que el radio espectral es igual a co - 1 y es independiente delos valores propios de Jacobi. Si co = Wopt, una pareja de valores propios doblesse encuentra sobre el eje real. En este caso, el radio espectral es igual a WOpt - 1,que es menor que el valor correspondiente a los otros dos casos de co.
 w = 1.500, jt = 0.931 w = 1.741, = 0.741 w = 1.800, = 0.800
 Figura E11.3 Distribuciôn de los valores propios del SOR para los tres valores de omega (espectro)
 CONVERGENCIA DEL MET000 ITERATIVO EXTRAPOLADO DE JACOBI. El EJ para un modelo unidi-mensional es
 = [h2S + (t-1) + 1)] + (1 - O)q5(t2) (11.5.29)
 En términos del error definido por la ecuaciOn (11.5.4), (11.5.29) se transforma en
 et = [e11 + e11] + (1 - (1 1.5.0)
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 Podemos desarrollar el error en términos de las funciones propias del métodoiterativo de Jacobi de la manera siguiente:
 Iet = Am/Jm,i (11.5.31)
 m 1
 donde /'m,i es la funciOn propia del método iterativo de Jacobi, dada por (11.5.7) yes el valor propio en este método para la m-ésima funciôn propia. (El EJ corn-
 parte las mismas funciones propias, pero sus valores propios son distintos.)Sustituimos la ecuación (11.5.31) en (11.5.30), con lo que tenemos
 = 1 + (1 - 2 (11.5.32)
 donde m es el m-ésimo valor propio de Jacobi; utilizamos (11.5.6) para obtener elprimer término del lado derecho. Si dividimos entre 2 obtenemos
 = °flmm + (1 - 0) (11.5.33)
 Esta es la ecuación caracteristica que debe satisfacer 4m y tiene exactamente la mis-ma forma que (11.5.23), excepto que j2 se cambia por tm Al resolver la eduacióncuadrática (11.5.33), m es
 =
 Queremos entonces determinar 0 de manera que minimice el radio espectral,definido por
 110 = mãx (11.5.35)
 Se puede demostrar, mediante un análisis similar al realizado para La ecuaciôn(11.5.26), que 0 es óptimo cuando el término de la raIz cuadrada de (11.5.34) seanula en 7lm = . AsI, es
 /Lj
 - 1 + \hl -
 (11.5.34)
 Nótese que 0o es idéntico a w, para SOR. Con este valor de 0o' el radio espectralde EJ es
 (11.5.37)
 oOpt =2
 (11.5.36)
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 Elevamos al cuadrado la eduaciôn (11.5.37) para obtener
 ()2=
 (1 +Ji _2)2
 que es igual a dado por (11.5.28). Asi,
 =
 Este resultado indica que la tasa de convergencia de EJ con °ópt es precisamente la mi-tad de la de SOR con inot. Sin embargo, el esfuerzo computacional por cada ciclode iteraciOn del primero es la mitad del correspondiente a! segundo. Por lo tanto, eltiempo total de cómputo para EJ es el mismo que el de SOR.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 La tasa de convergencia del método iterativo de Jacobi se analiza mediante lasfunciones propias de dicho método.El parámetro óptimo del SOR se expresa en términos del radio espectral del me-todo iterativo de Jacobi.El parámetro óptimo de extrapolaciôn para EJ, O, es igual al parámetro ópti-mo del SOR, w0.Con este parametro óptimo, la tasa de convergencia de EJ es la mitad de la delSOR en términos del nñmero de iteraciones. Sin embargo, la cantidad de trabajocomputacional por iteración del primero es la mitad de la del segundo. Por lotanto, la eficiencia computacional total de EJ es idéntica a la del SOR.Sin embargo, como se explicó anteriormente, el EJ es varias veces más rápido enuna supercomputadora con procesador vectorial.
 1') A pesar del modelo sencillo empleado en esta subsecciôn, las ecuaciones paralos parámetros óptimos y el radio espectral en los tres métodos no se alteran para losproblemas mãs generales en dos y tres dimensiones.
 11.6 COMO OPTIMIZAR LOS PARAMETROS DE ITERACION
 A pesar del modelo tan sencillo que utilizamos en la sección anterior, las ecuacionesahi obtenidas se aplican a! SOR puntual y por lIneas en dos y tres dimensiones. Enesta sección se explica cómo se determina 1uj para un problema dado y cómo opti-mizar las tasas de convergencia de SOR y EJ.
 (11.5.38)
 (11.5.39)
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 En cualquier esquema iterativo podemos expresar el error de la solución iterati-va medjante la superposición de modos espaciales con distintas tasas de decaimiento:
 M
 1,3 = am(ym)tu"] (11.6.1)m0
 donde t es el contador de las iteraciones, es el m-ésimo modo espacial (o fun-ción propia), y es su factor de amplitud (valor propio) y M + 1 es el nümero totalde vectores propios. Los coeficientes am dependen de la estimación inicial. Dehecho, la ecuación (11.6.1) corresponde al caso unidimensional de las eduaciones(11.4.1) y (11.4.19). Aqul suponemos que
 IYoI = fl1âXYmI AU (11.6.2)
 ' recibe el nombre de valor propio dominante, mientras que es la funciónpropia dominante.
 Todos los términos tienden a cero cuando t crece, en el caso en que cada ycumpla ym < 1. De los términos en el lado derecho de (11.6.1), mientras más pe-queño sea el valor de ml más rápido será el decaimiento a cero. El término con ma-yor valor IYinI es el que tiende a cero más lentamente. Cuando utilizamos SOR, confrecuencia ocurre que el error de la solución iterativa decae muy rápido en las primerasiteraciones, pero se va frenando de manera gradual, hasta llegar a cierta constante.*Este fenOmeno aparece cuando w es menor que el óptimo y es precisamente lo queindica la ecuación (11.6.1). La rãpida razón de decaimiento del error en la etapa mi-cial se debe a la contribuciôn de los lmI pequefios. Al desaparecer éstos, la tasa dedecaimiento del error queda determinada finalmente por el valor propio dominanteYo Si w es el óptimo, todos los mI del SOR son idénticos.
 Sin embargo, observemos un fenómeno peculiar que puede ocurrir si se utilizaen este caso, el error puede crecer hasta que se ilega a cierto nümero de itera-
 ciones. Después de este punto, el error decrecerá a la velocidad optima. La respon-sable de este crecimiento temporal de los errores es la deficiencia del vector propio,que aparece cuando w = w1 [Wachpress].
 La tasa de convergencia de un esquema iterativo está dada por
 R = log10()El error decrece después de N pasos de iteración segün ci factor
 = (AU)N
 Por ejemplo, si 3 decrece hasta 10 - el nümero necesario de ciclos de iteraciOn es N= 5/R. La tabla 11.3 muestra el nümero de ciclos necesarios para 13 = 1O.
 El radio espectral de Jacobi AU aumenta si el nñmero de puntos en la retIculacrece; aquél también se ye afectado por las condiciones en la frontera. Para unageometrIa dada, con un nümero fijo de puntos en la retIcula, es minimo cuando
 * Es importante que se utilice una escala semilogaritmica para graficar los errores iterativos contrael nümero de iteraciones.
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 Tabla 11.3 Efecto de /1 en elnümero de pasos de iteraciOnnecesarios para reducir elerror en un factor de 10
 todas las condiciones en La frontera son del tipo del valor fijo. Cuando aumenta laporción de las fronteras con condiciones del tipo derivada, aumenta también /tj. Elefecto de las condiciones de tipo mixto es intermedio entre los efectos de los otrostipos de condiciones.
 Los efectos del nümero de puntos en la retIcula y los tipos de condiciones en Lafrontera sobre el radio espectral del SOR son simiLares a los efectos sobre el métodoiterativo de Jacobi. Sin embargo, el radio espectral del SOR también depende de ma-nera significativa del parámetro de iteración w. Se relaciona con u1 y w mediante Laecuación
 PC0 = - co + 1 + wji
 Para graficar j contra u.' en la ecuación (11 .6.5), son ütiles las siguientes re-laciones. Cuando w < co el término con La raIz cuadrada en La eduación (11.6.5)es real y lo que se encuentra dentro del valor absoluto es real y positivo, por lo que
 (11.6.5)
 R N
 0.5 0.3 17
 0.7 0.15 32
 0.9 0.045 109
 0.95 0.022 2240.99 0.0043 11450.999 0.00043 11507
 = + 1 - co + (Oj - w + 1 (11.6.6)
 Si co > w., el término con La raiz cuadrada en (11.6.6) se vuelve imaginario y el ra-dio espectral es
 = Ct) - 1 (11.6.7)
 La figura 11.10 muestra las gráficas de (11.6.5) contra w. Se observa que jes muy sensible a w en torno de w = wo: decrece en forma rápida cuando o tiende a
 por abajo. Esta es La razón de La importancia de determinar w al ma.ximizar latasa de convergencia del SOR.
 OPTIMIZACION DEW. Podemos determinar con relativa facilidad el valor óptimo de Co enun problema dado, realizando una ejecución piloto del SOR con una estimación me-
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 1.0
 A: j0.99B: =0.999
 w(óptL 0.9144
 Mw(opt) = 0.7527
 I I I I1.5 20
 w''Opt 1.7527
 Figura 11.10 Efecto de w en el radio espectral del SOR
 nor de w. Si w < w, el valor propio dominante del SOR se vuelve real y positivo(igual a .tj, como en el ejemplo 11.3. Los demãs valores propios tienen una magni-tud menor que la del valor propio dominante. Por lo tanto, a! crecer el nñmero deciclos de iteración, (11.6.1) tiende a
 M
 = 1.9144opt
 et = amyu]t, 3 m0
 donde se supone que u°J y Yo son la funciôn propia dominante y su correspon-diente valor propio.
 El nümero definido por
 N" = - 1)]2 (11.6.9)
 se puede calcular fácilmente en cada recorrido de la iteración. Sustituimos
 (t) - (A \- k'Pi,jlexacto 'J'i,j
 en la ecuación (11.6.9) para obtener
 Nt = [(e°. - ect: 1)]2'3 '.3
 [a 1( - 1)u0]]2i, j
 (11.6.8)
 (11.6.10)
 (11.6.11)
 0.9
 0.8LI I I I
 1.0
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 en donde utilizamos la ecuación (11.6.8). La razón de !V(t) en dos ciclos consecutivos es
 N"N(t_fl (11.6.12)
 AsI, en cada iteraciôn se tiene la estimación de /i( dada por
 Una vez obtenido j se puede calcular una estimación de p mediante laecuación (11.5 .25a) de la manera siguiente:
 (t)iuJ -
 2w(t)
 opt (t)2
 (11.6.13)
 (11.6.14)
 (1 1;6.15)
 Al principio, la precisiOn de estas estimaciones es pobre, pero mejora al incremen-tarse el nümero de ciclos de iteración. El algoritmo de las ecuaciones (11 .6.9) a la(11.6.15) se puede incorporar en cualquier programa del SOR puntual o por rectas.Se puede estimar wOA, con una precisiOn razonable durante los primeros pasos de ite-raciOn (por ejemplo, a lo más 20). Entonces, la iteraciOn continua con w = w0 has-ta lograr la convergencia. Si se resuelve la misma ecuaciOn varias veces con dis-tintos términos fuente, el valor de wOpt determinado en el primer problema permaneceidéntico para los demás (w6 no se ye afectado por el término fuente). Es frecuenteque haya una soluciOn repetitiva del mismo problema eliptico en los cálculos parareactores nucleares, asi como en dinámica de fluidos.
 En el PROGRAMA 11-3 se ilustra una implantaciOn del algoritmo de optimiza-ciOn.
 ESTIMACION DE PARA EL METODO ITERATIVO EXTRAPOLADO DE JACOBI (EJ). Puesto que O(= wa1, podemos utilizar el algoritmo para determinar este ültimo. Sin embargo, el
 algoritmo descrito arriba no se puede vectorizar. Asi, es mejor utilizar un algoritmobasado en el propio EJ.
 La suma
 N1 = [(q51 (11.6.16)
 se calcula para cada ciclo impar t, donde la suma se toma sOlo sobre la mitad de lospuntos de la reticula, para los cuales se hacen realmente los cálculos. La razón
 Además, utilizamos Ia ecuación (11.5.27) para estimar P opt:
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 N()/N(t_2) converge a
 NtN(t_2) > Ito
 AsI, en cada iteración se tiene una estimación de 11e dada por
 / N(t) \1/4(t) -
 Utilizamos /2 para calcular una estimación de Itj(t)2
 (t) /tø /= (0till0
 AsI, una estimación de 0 opt es
 20(t) =1 + I (t)2IjLj)
 (11.6. 17)
 (11.6.18)
 (11.6. 19)
 que es exactamente igual ala ecuación (11.6.15).En el PROGRAMA 11-4, se demuestra una implantación del algoritmo recién
 descrito.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Se estima un parámetro óptimo del SOR asI como el correspondiente del EJ-ejecutando ambos métodos con una éstimación por debajo del valor del pará-metroSe puede realizar la optimización de w o de 0 a! principio de la soluciôn iterati-va, de forma que el resto de la iteración se ileve a cabo con el parámetro optimi-zado.
 11.7 METODO IMPLICITO DE LA DIRECCION ALTERNANTE (IDA)
 El IDA es un método de solución iterativa para un conjunto grande de ecuaciones endiferencias para una ecuación diferencial parcial eliptica. Aunque este métOdo re-quiere un esfuerzo mayor para desarrollar un programa, es popular debido a que latasa de convergencia resulta en general mãs rápida que la del SOR, sobre todo paralos problemas grandes. En los ültimos años se ha renovado el interés en IDA porquees adecuado para las supercomputadoras con procesador vectorial. Sus ventajasson
 Su eficiencia computacional es mayor que la del SOR para una amplia gama deproblemas.Las condiciones en la frontera no son tan restrictivas como las del SOR o delTRF.Es más adecuado para los procesadores vectoriales de una supercomputadora.
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 Por otro lado, sus desventajas son:
 La programación es mãs complicada que la del SOR.La optimización de los parámetros de iteración es mucho más dificil que la delSOR.
 La geometria se restringe a! caso de una reticula rectangular.
 El IDA que explicaremos aqul se basa en el método de factorización aproxima-da y está Intimamente ligado con el IDA del capitulo 12.
 Para hacer más sencilla la explicación, consideremos la ecuación de Poisson
 (L + L)cb(x, y) = S (11.7.1)
 donde L y L son operadores diferenciales,
 a2 a2L=--, L=- 111.7.2)
 La esencia de IDA es la separación de variables en el operador iterativo, lo cual sepuede explicar antes de cambiar a las aproximaciones por diferencias. Sin embargo,debemos observar que L y L se remplazarán por los operadores de diferenciascentrales con tres puntos.
 El método iterativo para la ecuación (11 .7.1) se puede escribir en la forma
 M4t 1) = Mçb° + O[S - (L + L)4t(x, y)] (11.7.3)
 donde Mes un procesador que aproxima a L + L pero que hace mãs fácil la solu-ción, 4(t) es la t-ésima iteraciôn y 0 es un parámetro de extrapolaciôn, que sethigual a 2 en lo sucesivo.
 Si definimos
 5(x, y) 41(t+1)
 podemos reescribir la ecuación (11.7.3) como
 M5q5(x, y) = 2Rt
 donde R es el t-ésimo residual, definido por
 Rt = [S - (L + L)4t(x, y)]
 La tasa de convergencia y la eficiencia de un método iterativo dependen de laelección del operador iterativo M. Deseamos que M sea fácil de resolver y que seauna buena aproximación de L + L, como mencionamos anteriormente. El M delIDA se escribe como
 M = (w + Lj(w + L) (11.7.6)
 (11.7.4)
 (11.7.5)
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 donde w es un parãmetro de aceleraciôn que varIa en cada iteración para optimizarla tasa de convergencia. Con esta forma, los operadores de x y y se separan. Reescri-bimos la ecuación (11.7.6) como
 M = w + L + L + LL (11.7.7)
 en donde podemos ver que M estã formado por los operadores diferenciales verda-deros (L + L) mãs otros dos términos. Por lo tanto, podemos pensar que M esuna aproximación del operador diferencial real.
 Sustituimos la ecuación (11.7.7) en (11.7.5) y obtenemos
 (w + L)(w + L)54(x, y) = 2wRt (11.7.8)
 Puesto que los operadores diferenciales en x y y estãn en una forma factorizada, p0-demos resolver (11.7.8) en dos etapas. La primera es resolver
 y la segunda es resolver
 Para cualquier y, (11.7.9) es un problema unidimensional con valores en la frontera,por lo que podemos obtener sus aproximaciones por diferencias mediante la solu-ción tridiagonal a lo largo de cada linea de la retIcula en la dirección de x. Laecuación (11.7.10) es un problema unidimensional con valores en la frontera pero enla dirección de y.
 La elección de los parámetros de aceleración es importante para una rápidaconvergencia. Teóricamente, es posible determinar los parámetros óptimos de acele-ración solo para problemas ideales sencillos (es decir, dominios rectangulares concoeficientes constantes, espaciamiento uniforme en la retIcula y condiciones en lafrontera del tipo del valor fijo). Para cualquier problema más complejo, se debe esti-mar un valor Optimo mediante el conocimiento de los casos ideales. Esto es una des-ventaja del IDA en comparaciOn con el SOR. No obstante, el IDA sigue siendo ütildebido a que converge más rápido que el SOR, aun con estimaciones imperfectas delos parámetros Optimos de aceleraciOn. Para los problemas prácticos, seguiremos elsiguiente método.
 Para una tasa maxima de convergencia, se eligen un conjunto de K valores dew, que se utilizan en forma secuencial en un ciclo de K pasos de iteraciOn. El valor deK es, por lo general, de 4 a 8. Este conjunto se utiliza en forma ciclica hasta que laiteraciOn converge. Dichos valores son de la forma
 WkO(
 (w + L)i/i(x, y) = 2wR
 (co + L)c5q(x, y) = /i(x, y)
 \(2k-1)/2K
 xok = 1,2, 3.....K (11.7.3)
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 donde
 plc2
 - [máximo de V y H]2
 4p[ Ax Ay12
 mInimo de HV]
 (11.7.4)
 En estas expresiones, Hy Vson las longitudes horizontales y verticales del dominio yse supone que las condiciones en Ia frontera son del tipo de valor fijo. Si la condiciônde la frontera izquierda o derecha es' del tipo derivada, la H de (11.7.4) debe cam-biarse por el doble de la longitud que se tenga ese momento. Si ambas son del tipoderivada, sugerimos que se cambie H a 4 veces el tamaño que tiene en ese momento.El valor de V cambia de forma análoga.
 RESUMEN DE ESTA SECCIÔN
 En el IDA, la solución de un conjunto de ecuaciones en diferencias se reduce ados conjuntos de problemas unidimensionales con valores en la frontera.Las ecuaciones en diferencias a lo largo de una linea de la retIcula se resuelven me-diante el esquema de soluciôn tridiagonal.El IDA se puede vectorizar de dos maneras: la primera, con un esquema vectori-zado de solución tridiagonal [Kershaw]; Ia segunda, ilevando a cabo las solu-ciones tridiagonales en forma paralela para todas las lineas (sin vectorizar cadaesquema tridiagonal). El ültimo es más eficiente que la primera, aunque necesi-ta más espacio de memoria principal.
 11.8 METODOS DE SOLUCION DIRECTA
 11.8.1 Eliminaciôn de Gauss con base en una estructura de banda
 La matriz de coeficientes de la aproximación por diferencias de una EDP elipticatiene una estructura pentadiagonal, como la de la matriz M de la figura 11.11. Pode-mos utilizar tanto la eliminación de Gauss como la descomposición LU para resolverlas ecuaciones en diferencias del tipo eliptico. Sin embargo, la descomposiciôn LUtiende a ser más eficiente que la eliminación de Gauss cuando hay que volver a deter-minar la solución con distintos términos de homogéneos.
 Al aplicarle la descomposiciôn LU a dicha matriz, es importante observar queésta es una matriz con una banda diagonal de semiancho w, donde es igual a!nümero de puntos en la reticula en la dirección de x, mãs uno (si se supone que seutiliza el mismo sistema de numeración del ejemplo 11.1). Al hacer la descomposi-ción, las matrices L y U también tienen estructuras diagonales por bandas, como lomuestra la figura 11 .11. La matriz L serã una matriz triangular inferior, cuyos ele-
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 L=
 u=
 Figura 11.11
 mentos distintos de cero se encuentran ünicamente sobre la banda. La matriz U seráuna matriz triangular superior con elementos no nulos solo sobre la banda. La des-composiciOn LU y la eliminación de Gauss para el caso de las ecuaciones en diferen-cias de tipo elIptico son en esencia iguales al caso de las matrices ordinarias, exceptoque en la memoria se guardan sOlo los elementos de la banda.
 Para las ecuaciones elipticas en diferencias, no es necesario el pivoteo, puestoque êstas tienen dominancia diagonal.
 Una matriz A de banda diagonal se puede almacenar en un espacio de memoriade (2w - 1)N, que es mucho menor que N2.
 Si la matriz de coeficientes es simétrica, entonces se pueden elegir L y U de for-ma que L = Ut, o en forma equivalente, A = LV. El método de Cholesky [Strang]
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 se basa en esta propiedad y sOlo utiliza la mitad del espacio central requerido paraguardar tanto L como U. Véanse [Swarztrauber y Boisvert y Sweet] para los de-talles.
 11.8.2 Transformada râpida de Fourier
 Esta se puede aplicar a las ecuaciones diferenciales parciales elIpticas si se cumplenlas siguientes condiciones:
 Los coeficientes de (11.3.1) no cambian con j (o en la direcciOn vertical). Estoocurre si tanto los coeficientes de la ecuaciOn diferencial parcial eliptica como elespaciamiento son constantes en la direcciOn vertical.Las condiciones en la frontera superior e inferior son ciclicas.El nümero de puntos en la retIcula en las direcciones verticales sin incluir a lasfronteras superior e inferior estã dado por J = 2, donde I es un entero.
 El tiempo de cOmputo para la TRF es menor que el de cualquier otro método iterati-vo, que el de los métodos de soluciOn directa con base en la eliminación de Gauss yque el de la descomposiciOn LU para un conj unto grande de ecuaciones en diferen-cias.
 Como se dijo antes, existe cierta libertad para el espaciamiento de la reticula ypara los coeficientes variables en la dirección horizontal. Las condiciones en la fron-tera tanto izquierda como derecha pueden ser de cualquier forma. También sepueden tomar coordenadas cilindricas en la direcciôn horizontal (o direcciOn de i).Para mãs detalles acerca de la TRF, véase [Nussbaumer].
 11.8.3 Soluciôn directa râpida (SDR) mediante Ia reducciôn ciclica
 Este método es una variante de la transformada rápida de Fourier y se aplica a lasecuaciones diferenciales parciales elipticas bajo las mismas condiciones que la TRF,excepto que:
 Las condiciones en la frontera superior e inferior son del tipo del valor fijo.El nümero de puntos de la reticula en las direcciones verticales sin incluir lasfronteras superior e inferior es igual a J = 2 - 1, donde 1 es un entero. Losnümeros admisibles para J aparecen en la siguiente tabla:
 I J3 7
 4 15
 5 31
 6 63
 7 127
 8 255
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 El tiempo de cómputo de la SDR es comparable con el de la TRF. Tiene la misma ii-bertad para el espaciamiento de la reticula en la dirección de I y para las condicionesen la frontera izquierda y derecha. Se dan más detalles de la SDR, en [Nakamura].
 RESUMEN DE ESTA SECCION. Si se satisfacen ciertas condiciones, los métodos de elimi-nación de Gauss, de transformada rápida de Fourier y de soluciôn directa rápidapueden ser medios muy rápidos, robustos y eficientes para resolver las ecuaciones endiferencias para una EDP eliptica.
 PROGRAMAS
 PROGRAMA 11-1 SOR
 A) Explicaciones
 Este programa resuelve Ia ecuación de Poisson
 V24 e_005J(x2 + y2)
 O<x<5, O<y<5
 Utiliza el SOR. Las condiciones en la frontera se definen mediante la siguiente for-ma general:
 = Pl,kI + P2,k
 donde 131,k y P2k son constantes, y k vale 1, 2, 3 y4 para las fronteras izquierda, su-perior, derecha e inferior, respectivamente. Suponemos que los espaciamientos de lareticula son variables.
 Escribimos las ecuaciones en diferencias en la forma de la ecuación (11.4.1), osu equivalente (11.2.28), con la siguiente definición del término no homogéneo:
 = (h + hT)(hL + hR) exp [-0.05 J(x? + y)]
 Inicializamos los valores de BI y B2 en las instrucciones DATA como
 = - + 1 para las fronteras izquierda e inferior
 para las fronteras superior y derecha
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 Variables
 NI y NJ: nümero de puntos de la reticula en las direcciones xy y, respectivamente
 HX(I) y HX(J): espaciamientos de la reticulaS(I, J): S1,1F(I, J): /i,j
 WB: parámetro de iteración del SOREP: criterio de convergencia
 EM: error máximo en cada recorrido de la iteraciônX, Y: coordenadas
 AR(I, J), AT(I, J): aR y aTpara el punto (1,1) respectivamenteAC(I, J): ac para el punto (i, J)ITMAX: limite para el máximo de pasos de iteraciôn
 B1(K), B2(K), k = 1, 2, 3, 4: parámetros de condiciones en la frontera 1l,k Y I32,kpara las fronteras izquierda, superior, derecha e in-ferior, respectivamente
 W: parámetro del SOR
 Listado
 C CSL/Fii -1 . FOR SOBRERRELAJACION SUCESIVA (SOR)
 DIMENSION AR(20,20) ,AT(20,20) ,AC(20,20) ,F(20,20) ,S(20,20)DIMENSION HX(0:20) ,HY(0:20) ,Bi(4) ,B2(4) ,SF(20)CHARACTER*8, CAR, CAT, CAC, CFINALDATA - CAR, CAT, CAC, CFINAL/ 'AR', 'AT', 'AC',' 'IDATA (HX (I) , 1=0, 6) /0, 1, 1, 1, 1, 1, 0/ ! Intervalos de la reticulaDATA (HY(I),I=0,6)/0,i,i,i,i,i3O/ ! IdemDATA (Bi (K) , K=i, 4) /1, 0, 0, 1/ ! Paráxnetros de condiciones en la frontera: Iz., Sup.,DATA (B2 (K) , K'i, 4)/i, 0, 0, 1/ Idem Der. e Jul.PRINT *, 'CSL/Fii - i SOBRERRELAJACION SUCESIVA (SOR)'NI=6 ! Máximo de iNJ=6 M&xinio de jWi 5 ! Omega, pathmetro del SORWB=i - W
 ITMAX'200 ! Mximo nümero de iteracionesEP=. 000 i ! Criterio de convergencia
 C Preparación de los coeficientesDO J=i, NJ
 HT=HY (J)HB=HY(J-i)Y=Y+HBx=0DO 1=1, NI
 EC=0Q=0HLHX (I -1)HR=HX(I)X=X+HX (I-i)
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 S(I,J)=EXP(- .05*SQRT(X*X+Y*Y))*(HL+HR)*(HT+HB)/4 ! Términofuente
 AR(I,J) =0IF (HR.GT.0) AR(I,J) =(HT+HB)/HR /2AT(I,J) =0IF (HT.GT.0) AT(I,J) =(HL+HR)/HT /2IF (I.EQ.1.OR.I.EQ.NI.OR.J.eq.1.OR.J.EQ.NJ) GYO 310GOTO 370
 310 IF (I . EQ. 1) THEN Condición en la frontera izquierdaEC=EC+ (HB+HT) *B1 (1) /2Q=Q+ (HB+HT) *B2 (1) /2END IF
 IF (I . EQ. NI) THEN Condición en la frontera derechaEC=EC+ (HB+HT) *B1 (3) /2
 Q+ (HB+HT) *B2 (3) /2END IF
 IF (J . EQ. 1) THEN Condición en la frontera inferiorEC=EC+ (HL+HR) *B1 (4f /2Q=Q+ (HL+HR) *82 (4) /2END IF
 IF (J. EQ . NJ) THEN I Condición en la frontera superiorEC=EC+ (HL+HR) *B1 (2) /2Q=Q+ (HL+HR) *B2 (2) /2END IF
 S(I,J)=S(I,J)+QF(I,J)0
 370 AC(I,J)=AR(I-1,J) AR(I,J) +AT(I,J-1) +AT(I,J) +ECEND DO
 END DOCALL PRNT (CAR,AR,NI,NJ,20)CALL PRNT (CAT, AT, NI ,NJ, 20)CALL PRNT (CAC,AC,NI,NJ,20)
 CC Comienza SOR
 DO K1, ITMAX ! Comienza el ciclo de iteraciónEN=0DO J 1, NJ I Comienza el recorrido punto 01 punto
 DO 1=1, NIQQ=S(I,J)+ AR(I-1,J) *F(I1,J)+(I,J)*F(I+1,J)QQ=QQ+AT(I,J) *F(I,J+1) +AT(I,J-1) *F(I,J-1)BB=F(I,J)F(I,J)W*QQ/AC(I,J)+WB*F(I,J)ER=ABS(BE-F(I,J))IF (ER.GT.EM) EN=ER
 END DOEND DO ! Fm del recorrido
 PRINT 90,K,EM90 FORMAT (
 ' ITER. NO.=' ,14,' ER=',IPE1O.3)IF (EM.LT.EP) GOTO 730END DOPRINT *, 'SE HA EXCEDIDO EL LIMITE DE ITERACIONES'
 C730 PRINT *
 PRINT *,' SOLUCION FINAL (EN ORDEN CRECIENTE DE I PARA CADA J)CALL PRNT(CFINAL, F,NI, NJ, 20)END
 C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
 SUBROUTINE PRNT (CAPT, F, NI, NJ, IDIM)
 DIMENSION F(IDIM,1)CHARACTER *8, CAPTPRINT 5,CAPT
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 5 FORMAT(2X,A8)DOJ=NJ, 1,-i
 PRINT 15, JPRINT 10, (F(I,J),I=1,NI)
 END DO10 FORMAT(5X, IP7E1O.3)15 FORMAT(' J=',12)
 RETURNEND
 PROGRAMA 11-2 Método iterativo extrapolado de Jacobi (EJ)
 Explicaciones
 El programa es casi igual a! PROGRAMA 11-1, excepto que se utiliza EJ en vez delSOR.
 Variables
 Véase el PROGRAMA 11-1.
 Listado
 C La primers parte de este programs es idéntica a is del Programs 11-1C excepto por los comentarios y enunciados de impresión.CC Comienza EJC
 DO K1, ITMAX ! Comienza el cicio de iteraciónEM=0DO J 1, NJ Comienza el recorrido punto por punto
 11=1IF(K/2*2.EQ.K) 11=2DO 1=11, NI, 2
 QQ=S(I,J)+ AR(I-1,J)F(I-1,J)+AR(I,J)*F(I+1,J)QQ=QQ+AT(I,J)*F(I,J+1) +AT(I,J-1)*F(I,J1)BB=F(I,J)F(I,J)=W*QQ/AC(I,J)+WB*F(I,J)ER=ABS(BB-F(I,J))IF (ER.GT.EM) EM=ER
 END DOEND DO ! Fm del recorridoIF(K/2*2.EQ.K) ThENPRINT 90,K,EM
 90 FORMAT ( ITER. NO.=' ,14,' ER=' , 1PE1O.3)IF (EM.LT.EP) GOTO 730END IF
 END DOPRINT *, SE HA EXCEDIDO EL LIMITE DE ITERACIONES
 C730 PRINT *
 PRINT *,' SOLUCION FINAL (EN ORDEN CRECIENTE DE I PARA CADA I)CALL PRNT(CFINAL, F, NI,NJ, 20)END
 C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
 C Favor de copiar is subrutma PRINT del Programs 11-1
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 PROGRAMA 11-3 Optimizaciôn del parâmetro del SOR
 Explicaciones
 Muestra el algoritmo para determinar el parámetro óptimo del SOR. Un problemasencillo es la ecuación de Poisson
 V2(x, y) = 1
 la cual se resuelve con 21 x 21 puntos de la reticula, que presentan espaciamientouniforme. Suponemos que todas las condiciones en la frontera son = 0.
 Se pueden cambiar Los valores de NI y NJ para estudiar eL efecto de un nümerocreciente de puntos en la retIcula.
 Variables
 NI, NJ: nümero de puntos de Ia reticula en las direcciones x y y, respectivamente
 W: estimación inicial (por debajo del valor) del parámetro del SORFM: entero que se utiliza con fines de formateo
 F(i,j):FS: lado izquierdo de la ecuación (11.6.9)
 MS: estimación del radio espectral del SORMJ: estimación del radio espectral de Jacobi
 WO: w óptimo estimado
 Listado
 C CSL/F11 -3. FOR DEMOSTRACION DEL OPTIMO DE OMEGA PARA SORDIMENSION F(O:40,O:40)REAL*8 MJ,MSPRINT*, 'CSL/Fll -3 DEMOSTRACION DEL OPTIMO DEOMEGA PARA SOR'PRINT *NI=20NJ=2 0s=1W 1. 3 Se elige 1.3 como una estimación baja de omegaWB=1-WK=0BS=1PRINT *, 'LARETICULAPARAESTACORRIDAES ', NI+1, 'x' , NJ+1PRINT *, THETA UTILIZADA = ', WPRINT *DO 1=0 , NI+1
 DO J=O , NJ+1F (I , J) =0 ! Las iteraciones se inicializan en
 END DOEND DOPRINT*, RADIOS ESPECTRALES'
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 PRINT*,' ITR. NO. JACOBI SOR OMEGA OPTIMOK=0 ! Injcjaljzacjón del contador de iteraciones
 40 K=K+1FS=0DO J= 1, NJ
 DO 1= Ii, NIBB=F(I,J-1)IF (J. EQ . NJ) BB=BB *2 ! Condición en la frontera para j = NJBL=F(I-1,J)IF (I . EQ. NI) BL=BL* 2 Condición en la frontera para i = NIFB=F(I,J)F(I,J)=W* (S+ (BL+F(I+1,J)+BB+F(I,J+1) )/4)
 + WB*F(I,J) ! EJ:ecuación(11.4.6)FS=FS+ (F(IJ) -FE) **2
 END DOEND DOSB=MSMS=SQRT(FS/BS)BS=FSIF (MS.GT.1.0) GOTO 40MJ= (MS+W-1) / (W*SQRT(MS) ) Ecuación (11.6.14)IF (MJ.LT.1) W2/(1+SQRT(1MJ*MJ)) Ecuación(11.6.15)IF (K.EQ.1) GOTO 40PRINT 10, K,MJ,MS,WOIF (ABS (SB-MS) . LT. 0. 0001) STOP Cnterio de convergencia
 10 FORNAT( 2x, 15, 3f10.6)GOTO 40END
 D) Ejemplo de salida
 CSL/F11 -3 DEMOSTRACION DEL OPTIMO DE OMEGA PARA SOR
 LA RETICULA PARA ESTA CORRIDA ES21 x 21THETAUTIUZADA = 1.300000
 RADIOS ESPECTRALESITR . NO. JACOBI SOR OMEGA OPTIMO
 2 0.988625 0.957808 1.7385273 0.992152 0.970879 1.7777204 0.993509 0.975911 1.7957335 0.994274 0.978747 1.8069106 0.994778 0.980616 1.8147767 0.995142 0.981967 1.8207468 0.995419 0.982995 1.8254729 0.995638 0.983807 1.829324
 10 0.995815 0.984465 1.83252811 0.995962 0.985008 1.83523212 0.996084 0.985463 1.83754413 0.996188 0.985848 1.83953514 0.996277 0.986178 1.84126415 0.996354 0.986463 1.84277816 0.996421 0.986711 1.84411117 0.996479 0.986928 1.84528418 0.996530 0.987119 1.84633019 0.996576 0.987287 1.84725920 0.996616 0.987437 1.84809421 0.996652 0.987570 1.84884022 0.996684 0.987690 1.84951523 0.996714 0.987799 1.85013224 0.996740 0.987895 1.850679
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 PROGRAMA 11-4 Demostraciôn del theta ôptimo
 Explicaciones
 El programa es muy similar a! anterior, excepto por la optimización del parámetrode iteración para el método iterativo extrapolado de Jacobi.
 Variables
 Idénticas a las del PROGRAMA 11-3, más
 0: parámetro de iteración
 Listado
 C CSL/F11 -4 DEMOSTRACION DEL THETA OPTIMOC
 DIMENSION F(0:40,0:40)REAL*8 MJ,MSPRINT*, 'CSL/Fll -4 DEMOSTRACION DEL THETA OPTIMOPRINT *NI=20NJ=2 0S=1W1 . 3 Se elige 1.3 coma una estimación baja de omegaWB=1 -wK=0BS=1PRINT *, LA RETICULA PARA ESTA CORRIDA ES ', NI+1, x' , NJ+1PRINT *, THETA TJTILIZADA ', WPRINT *DO 1=0 , NI+1DO J=0 , NJ+1
 F (I, J) = 0 ! Las iteraciones se inicializan en ceroEND DOEND DOPRINT*, ' RADIOS ESPECTRALES'PRINT*,? ITR.NO. JACOBI EJ THETAOPTIMO'K= 0 Inicialización del contador de iteraciones
 40 K=K+1FS=0DO J= 1, NJ11=1
 IF ( (K+J)/2*2.EQ.K+J) 112 11 = 2siK + JesparDO 1= Ii, NI, 2
 BB=F(I ,J-1)IF (J.EQ.NJ) BBBB*2 Condición en la frontera para I = NJBL=F(I -1,J)IF (I . EQ. NI) BLBL* 2 Condición en la frontera para i = NIFB=F (I, J)
 F(I,J)=W* (S (BL+F(I+1,J) +BBF(I,J+1) ) /4)+ WB*F(I,J) El: ecuación (11.4.6)
 FS=FS+ (F(I,J) -FB) **2END DO
 END DO
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 IF (K/2*2 .NE. K) GYO 40SB=MSMS=SQRT (FS/BS)BS=FSIF (MS.GT.1.0) GOTO 40MJ=(MS+W1)/(W*SQRT(MS))IF (MJ.LT.1) WO=2/(1+SQRT(1-MJ*MJ))IF (K.EQ.1) GOTO 40PRINT 10, K,MJ,MS,WOIF (ABS(SB-MS) .LT. 0.0001) STOP
 10 FOPNAT( 2x, 15, 3f10.6)GOTO 40END
 D) Ejemplo de salida
 CSL/F1 1-4 DEMOSTR.ACION DEL THETA OPTIMO
 Se omite lo siguiente si k es impar
 Ecuación (11.6.14)Ecuación (11.6.15)
 Criterio de convergencia
 LA RETICULA PARA ESTATHETAUTILIZADA =
 ITR.NO. JACOBI
 CORRIDA ES 21 x 21
 RADIOS ESPECTRALES
 1.300000
 EJ THETA OPTIMO6 0.995352 0.982748 1.8243198 0.993105 0.974410 1.790138
 10 0.993751 0.976806 1. 79917 2
 12 0.994359 0.979062 1.80820614 0.994799 0.980696 1.81512116 0.995129 0.981920 1.82053518 0.995386 0.982873 1.82490320 0.995593 0.983642 1. 82853022 0.995764 0.984275 1.83159524 0.995908 0.984808 1.83423126 0.996030 0.985263 1 . 836523
 28 0.996136 0.985655 1.83853230 0.996228 0.985997 1.84031032 0.996309 0.986296 1.84188534 0.996380 0.986559 1 . 843291
 36 0.996442 0.986792 1.84454738 0.996498 0.986998 1 . 845669
 40 0.996547 0.987181 1.84667142 0.996591 0.987343 1.84757244 0.996630 0.987487 1.84837346 0.996665 0.987616 1.84909948 0.996696 0.987732 1. 8497 51
 50 0.996723 0.987834 1.85033052 0.996748 0.987926 1.850851
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 1.2
 1.2
 12
 3
 2
 11.1) La ecuaciOn de Laplace
 V2(x, y) = 0
 está dada para la geometrIa que se muestra en La figura P11.1. Utilice las condiciones impues-tas en la frontera, determine las ecuaciones en diferencias y resuélvalas mediante SOR con(0 = 1.3.
 23 34
 3,2
 45
 = 1, = 1
 6.5
 5.5
 11.2) Considere la ecuaciôn de Laplace para una geometria plana:
 V2(x, y) = 0
 Escriba las ecuaciones en diferencias para La geometria que aparece en la figuraP11.2. La condición en la frontera derecha es 0. Las condiciones en Las de-más fronteras son del tipo fijo y sus valores se muestran en La figura P11.2.Resuelva las ecuaciones en diferencias mediante SOR, con 0) = 1.3.
 5.4
 = 2.0= 3.0
 3. 3U
 PROBLEMAS
 Figura P11.1
 11.3) Reescriba la eduación (L) del ejemplo 11.2 en forma matricial y muestre que tienelas propiedades que se explican en La nota del ejemplo 11.1. (Sugerencia: multiplique la prime-ra ecuación por 1/4 y la segunda y tercera por 1/2.)
 12 23 3.4 Figura P11.2
 1.2 3.3
 1.23 3. 3
 1.222
 1.2 2.3 4.4 7.5
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 11.4) En el dominio bidimensional que se muestra en La figura P11.4, la ecuación deconducción del calor es
 kV24 = 0
 Las temperaturas de las fronteras superior, derecha e inferior se muestran en La misma figura.La frontera izquierda está sujeta a la transferencia de calor por convección y La condiciôn en lafrontera está dada por
 k = h(T(x, y) - T)8x
 donde k es La conductividad térmica del medio (25 W/mK), h es el coeficiente de transferen-cia de caLor (250 W/m2K) y T es La temperatura del fluido hacia la frontera izquierda (10°C).
 100 100 100
 too= 10°C
 = 2
 Figura P11.5
 LX = = 0.03m
 200
 200
 T12 T22 T32
 T11 121 T31
 150 150 150
 Figura P11.4
 Obtenga las ecuaciones en diferencias para las seis temperaturas no conocidas.Resuelva Las ecuaciones en diferencias mediante SOR.
 11.5) La siguiente es una ecuación diferencial parcial eliptica;
 (:2 +)4+0.iO
 = 3
 2, 21,2
 2, 1
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 con las condiciones en La frontera
 = -4) (izquierda)
 = 24) + 0.5 (inferior)
 Obtenga la ecuación en diferencias para el punto de la esquina que se muestra en La figuraP11.5.
 11.6) Determine la ecuación en diferencias para La ecuación de Laplace en la geometriaque aparece en La figura P11.6. ResueLva las ecuaciones en diferencias mediante SOR, conw = 1.3.
 2.3 3 4 4.5 Figura P11.6
 11.7) Mediante el PROGRAMA 11-1, determine la solución de la ecuación de LaplaceV24)(x, y) = 0 para la geometrIa de la figura P11.7. Utilice 12 intervalos en la retIcula en la di-rección de x y 18 intervaLos de la retIcula en la direcciOn de y.
 4) + 20
 Figura P11.7
 11.8) Una hoja rectangular de pelicula de carbon tiene el cátodo y el ánodo como semuestra en La figura P11.8. El voltaje del cátodo está fijo en 5 v y el del ánodo es 0 v. Sin em-bargo, debido a que la peLicula no es uniforme, La distribución del voltaje entre el cátodo y elánodo no es lineal. La distribución del potencial eléctrico (voltaje) es la soluciôn de
 Vk(x, y)VE(x, y) = 0
 4100
 50
 30.4
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 y=lO
 Anodo Cátodo
 0 volt
 1.2
 1.2
 y=0x=0
 4.4z = 0.3
 z=034
 r = 0.2
 x=1 0
 +5 volts
 Figura P11.9
 Figura P11.8
 donde k(x, y) es la conductividad de la pelIcula, en ohms _1; E es el potencial eléctrico y x y yestán dados en cm. Las condiciones en la frontera son
 = 0 en los lados superior e inferior
 E = 0 v a lo largo del lado izquierdo
 E = 5 v a lo largo del lado derecho
 La conductividad eléctrica k está dada por
 k(x,y)= 1 3)2]ohm'
 Obtenga las ecuaciones en diferencias con x = y = 1 cm y resuélvalas mediante SOR con= 1.7. LCuál es el valor de E(5, 5)?
 11.9) Considere la ecuación de Laplace en las coordenadas r-z:
 V24(r, z) = 0
 1.2 2.3
 12 23
 r0
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 Escriba Las ecuaciones en diferencias para esta ecuación y la geometrIa dada en la fi-gura P 11.9. La condición en La frontera derecha está dada por
 En La figura se muestran Los valores de 4) en las demãs fronteras.Resuelva las ecuaciones en diferencias mediante el método de Gauss-Seidel (o, enforma equivaLente, mediante SOR con w = 1).
 11.10) Reescriba las ecuaciones en diferencias del ejemplo 11.1, con la hipótesis de quelas coordenadas son r-z. Suponga que el lado izquierdo está en el centro del cilindro. Muestretambién que Las propiedades de Las ecuaciones en diferencias descritas en las notas del ejemplo11.1 también se aplican a estas coordenadas.
 11.11) Sustituya el método iterativo del PROGRAMA 11-1 por eL método iterativo extra-polado de Jacobi y determine el nümero de pasos de iteración necesarios con 0 = 1.5 paraque se satisfaga eL mismo criterio de convergencia.
 11.12) Escriba un programa que resuelva
 1=1,2.....N
 4)0 = = 0
 mediante SOR. Haga la estimaciôn inicial de 4) = 0 para todos Los puntos de la reticula. De-tenga la iteración cuando 4) - 4 <0.001 para todos los puntos de la retIcula. Cuandotermine el programa, ejecüteLo para N = 30 con distintos valores de w en 1 <, <2 y determi-ne eL total de pasos de iteración para que se satisfaga este criterio. Grafique el nümero de pasosde iteraciôn contra .
 11.13) Una ecuación en diferencias unidimensionaL está dada por+ 24 - = 1
 con las condiciones en la frontera o = ioo = 0. Si se utiliza SOR para resolver esta ecuacióncon w = 1.3 (que es menor que &opt), Lcuál será la distribuciôn espacial del error después deun nümero suficientemente grande de pasos de iteraciôn? ,Con qué tasa decae este error en unciclo de iteración?
 11.14) Considere Las ecuaciones en diferencias dadas por+ 24) - 4)i+1 = 1
 1=1,2.....20con condiciones en la frontera 4) = 4)21 = 0.
 Muestre que el wP para el SOR apLicado a esta ecuaciôn es 1.7406.Grafique todos los vaLores propios del SOR en eL pLano compLejo para los siguientescasos:w = l.7,w = 1.8.Calcule el radio espectral para cada w de b).
 11.15) Repita el probLema anterior con el método iterativo extrapolado de Jacobi.11.16) En un reactor, La distribución de potencia se controla mediante unas variLlas en
 forma de cruz, las cuales absorben los neutrones. La distribución del flujo de neutrones enuna vecindad de la varilla de control se puede calcular como La solución de
 - DV2/i(x, y) + EaI1(X, y) = S
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 en la geometria que se muestra en la figura P11.16. En esta ecuación, D, Ya y S son ci flujo deneutrones, la absorción de la sección transversal y la fuente de neutrones, respectivamente. SiD = 0.2 cm2, a = 0.1 cm y S = 1 neutron seg 1 cm resuelva la ecuación en diferen-cias para Ia ecuaciOn anterior con las condiciones en la frontera.
 = 0 a lo largo de todas las fronteras excepto sobre la varilla de controlan
 = 0 a lo largo de la superficie de la varilla de control
 Suponga que el espesor de ia varilla de control es igual a cero.
 4=0+++ti+-Jiq_____ Una celda
 H- H- H- H-I I I I
 Centro del1 r i 1 nücleo 0
 Arreglo de las varillas de controlen un reactor nuclear (Semuestra un cuadrante delnücleo)
 Figura P11.16
 11.17) Repita el probiema anterior utilizando la siguiente condición en la frontera a lolargo de la varilla de control
 11.18) La ecuaciOn (11.5.16) se transforma en un método de Gauss-Geidel si w = 1.Muestre que la mitad de los valores propios de este método se anulan, mientras que los demásson reales y positivos.
 11.19) Incorpore al PROGRAMA 11-1 ci aigoritmo automático para determinar el Optimodew.
 11.20) Incorpore al PROGRAMA 11-2 ci aigoritmo automático para determinar el óptimode w y ejecute el programa para
 Una celda unitaria en torno a unavarilla de control
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 con las condiciones en la frontera
 O,j = 1
 d3O,j = 4i,3o =
 Cuál es la solución para 15, 15?
 ,Cuál es el valor de U opt?11.21) El problema de valores propios asociado con el método iterativo extrapolado de
 Jacobi se escribe como
 = ui_1,j + u+i, + ui,j_i + u,+i (A)
 donde es un valor propio. Si las condiciones en la frontera son
 uo,j = ui+i,j = u,o = ui,j+i = 0
 entonces las funciones propias son
 uj = sen (miA) sen (njB)
 dondemynsonenterostalesqueO<m<I+1, y O<n<J+1;A=ir/(I+1)yB =ic/(J+1).
 Muestre que los valores propios son
 = (cos (mA) + cos (nB))
 Muestre que el valor propio máximo aparece cuando m = n = 1 y que el minimoaparece cuando m = I y n = J.
 Muestre que el valor absoluto del minimo ij es igual al mâximo .
 11.22) Muestre que podemos aproximar el valor (l. 1) del problema anterior por
 (1.1) = 1 + B2)
 11.23) Consideremos La ecuación en diferencias
 + 24 - i,j-1 + 24i,j - i,j+1+ -sx y
 con condiciones en la frontera
 = &+!,j = 0= c5i,+ = 0
 Escriba el problema de valores propios asociado con el método iterativo de Jacobi.
 Escriba las funciones propias y sus correspondientes valores propios.Muestre que el radio espectral del método iterativo de Jacobi es
 AU = [cos (x) + cos (/3)]
 donde c = ir/(I + 1) y 13 = ir/(J + 1)
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 11.24) El problema de valores propios asociado a! SOR es
 [aCv,j + w(aLv_i,j + aBv1,j_i)] = _[aRv+i, + aTv j+i] + (1 - w)aCv, (A)
 La funciôn propia del SOR se relaciona con la función propia asociada de Jacobi de la formasiguiente:
 v,j = (B)
 donde u,, j es la función propia de Jacobi. Al sustituir la ecuación (B) en la (A) obtenemos
 -- ;1/2fL R,a w. La u1_1,+a u+1,+ 1 + aTuj,+ 1] + (1 - w)aCu1
 Muestre que la relación entre el valor propio de Jacobi y el del SOR es
 -wc2+(o- 1)=0
 donde es el valor propio de Jacobi.
 11.25) Demuestre que el radio espectral del SOR está dado por La ecuación (11.6.6) Siw < "opt y por la ecuación (11.6.7) si >
 11.26) Después de un cierto nümero de ciclos de iteraciôn del SOR con w = 1.3, se de-terminaron las siguientes estadisticas de los valores iterados:
 N" = 50.32Ntt = 49.31
 Nt2 = 48.33
 donde
 N' = [4j - tj 1)]2
 Estime:
 El radio espectral del SOR con w = 1.3, .
 El radio espectral de Jacobi, jj.El ôptimo de w, w6,1.
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12Ecuaciones diferencialesparciales parabólicas
 12.1 INTRODUCCION
 Las ecuaciones que rigen la difusiôn de partIculas en movimiento o Ia conducciOn decalor, son ecuaciones diferenciales parciales (EDP) de tipo parabôlico. Es por estoque los métodos de soluciôn numérica de las EDP parabólicas son importantes encampos como difusión molecular, la transferencia de calor, el análisis de reactoresnucleares y el flujo de fluidos. Puesto que las EDP parabôlicas representan procesosde difusiOn que dependen del tiempo, usualmente utilizaremos las letras t y x comovariables independientes, donde t es el tiempo y x es la coordenada del espacio unidi-mensional. Para las EDP parabólicas en espacios bidimensionales utilizaremos x y ypara las coordenadas espaciales y t como el tiempo.
 Los siguientes son ejemplos de EDP parabólicas:
 a) Conducción transitoria de calor, con la dimension espacial igual a uno [Incor-pera/DeWitt]:
 470
 T T(x, t)pc--=k 2 +Q(x)
 4(x, t) = D - + v14) +
 donde es el flujo de neutrones.
 (12.1.1)
 b) EcuaciOn de difusiOn transitoria de neutrones, con la dimensiOn espacial igual auno [Hetric]:
 (12.1.2)
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 c) Transporte convectivo de una sustancia quImica con difusiôn [Brodkey/Hershey]:
 4)= _U(X)4)+D:x24) (12.1.3)
 donde 4) es la densidad de la sustancia, u(x) es la velocidad del flujo y D es laconstante de difusiOn.
 as EDP parabólicas para dos y tres dimensiones se pueden escribir mediantela ampliación de la variable espacial a dos y tres dimensiones del espacio. Porejemplo, la ecuación de conducción transitoria de calor, en dimensiones espacialesiguales a dos, es
 Dimension espacial uno
 Euler hacia adelante(explicito)
 Euler hacia atrás(implicito)
 Crank-Nicolson
 DimensiOn espacial dos
 Euler hacia adelante(explicito)
 Euler hacia atrãs(implIcito)
 Crank-Nicolson
 IDA
 12.2 ECUACIONES EN DIFERENCIAS
 Como se explicô en Ia sección anterior, una EDP parabólica con dimensiOn espacialigual a uno es la contraparte transitoria de un problema con valores en la frontera deuna EDO de segundo orden (véase el capitulo 10). También es un problema con con-diciones iniciales. De hecho, si una EDP parabOlica primero se hace discontinua con
 4, /a4)PC = k2 + 2) + Q(x, y)
 En el resto de este capitulo, describiremos los métodos de diferencias finitaspara las ecuaciones diferenciales parciales de tipo parabólico y con dimensiones delespacio iguales a dos y tres. En la tabla 12.1 se resumen las ventajas y desventajas delos métodos.
 Tabla 12.1 Métodos de diferencias finitas para EDP parabólicas
 Sencillez.
 Incondicionalmente estable.
 Incondicionalmente estable; máspreciso que el de Euler haciaatrás.
 Sencillez.
 Incondicionalmente estable.
 Mejor precisiOn que el métodoanterior. Incondicionalmenteestable.Incondicionalmente estable.Utiliza Ia solución tridiagonal.
 (12.1.4)
 At debe ser menor que ciertolimite de estabilidad.
 Necesita el esquema de solucióntridiagonal.
 Igual que el anterior.
 Para la estabilidad, At debe sermenor que cierto criterio.
 Necesita la soluciOn simultáneaen cada intervalo de tiempo.
 La misma desventaja que elmétodo implicito.
 Requiere de más esfuerzo deprogramaciôn que los dosmétodos anteriores.
 Método Ventajas Desventajas
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 respecto a! espacio, se convierte en un problema con condiciones iniciales deecuaciones diferenciales ordinarias simultáneas (véase el ejemplo 9.16). Por lo tanto,entre los métodos numéricos para una EDP parabólica están: 1) un problema concondiciones en la frontera, y 2) un problema con condiciones iniciales.
 Por estas razones, se pUeden desarrollar los métodos numéricos para una EDPparabôlica, combinando un método numérico para los problemas con condicionesiniciales de EDO con otro método numérico para los problemas con valores en Iafrontera. Aunque en principio se puede utilizar Ia mayoria de los métodos analiza-dos en el capitulo 9 para los problemas con condiciones iniciales, el uso de métodosde Runge-Kutta, o predictor-corrector de orden mayor, puede traer como resultadométodos muy complicados o, a! menos, ineficientes. Esta limitaciôn nos ileva a con-siderar el grupo mãs simple de métodos numéricos para los problemas con condi-ciones iniciales (es decir, los métodos de Euler).
 12.2.1 Aproximaciones por diferencias en el dominio del tiempo
 Como ejemplo de EDP parabólica, consideremos la ecuación:
 4, a24(, t)2 +S(x,t), 0zxH
 donde Cs una constante. Las condiciones iniciales y en la frontera son
 4(0, t) = 4L' 4(H, t) = çb (condiciones en la frontera)
 (x, 0) = 41(x) (condición inicial)
 Podemos dar también las con diciones en la frontera de forma general y de maneramuy similar a la de las ecuaciones (10.2.8) y (10.2.9).
 Para obtener aproximaciones por diferencias finitas, consideremos la reticulaque se muestra en la figura 12.1. Los puntos de la retIcula en el espacio se numeran
 Figura 12.1 Sistema reticular para una ecuación diferencial parcial parabólica unidimensional
 t = (n + 1)At
 t = nAt
 t = 2At
 = At
 t=O i=O 2
 n=2
 n= 1
 n=o1+1
 (12.2.1)
 n+1
 n
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 aquI por i, mientras que los puntos de la reticula sobre la coordenada del tiempo senumeran por n. La solución en x, y t, se denotará por
 n) 4(x, tj, i = 0, 1, 2, . . . , I + 1 (12.2.2)
 En primer lugar, aplicamos la aproximación por diferencias a la derivada conrespecto del tiempo de (12.2.1). Si reescribimos la ecuación (12.2.1) para simplificarlos cálculos como
 = DER(x, t) (12.2.3)
 donde DER(x, t) representa el lado derecho de la ecuación (12.2.1), podemos escri-bir los métodos de Euler hacia adelante y hacia atrás en el dominio del tiempo de lamanera siguiente:
 4(x, t1) 4(x, t)=DER (x, t) (Euler hacia adelante: explicito) (12.2.4)
 q(x, t1) 4(x, t)=DER(x, t1) (Euler hacia atrãs: implicito) (12.2.5)
 respectivamente. Además, al usar el método modificado de Euler obtenemos
 4(x, t+1) - 4(x, t)At
 = [DER(x, t) + DER(x, t + )] (Euler modificado: Crank-Nicolson) (12.2.6)
 La ecuación (12.2.4) recibe el nombre de mêtodo explicito, mientras que lasecuaciones (12.2.5) y (12.2.6) son los métodos implIcito y de Crank-Nicolson, res-pectivamente [Richtmyer/Morton].
 12.2.2 Método de Euler hacia adelante
 Podemos hacer discontinuo el término de la segunda derivada en la ecuación(12.2.1) mediante la aproximación por diferencias centrales. Entonces, el método deEuler hacia adelante dado por (12.2.4) es
 (n+1) J.(n) - 24 +Pji Wi+i +siAt (Ax)2
 con4o-4:L, 4I+14R
 Reescribimos (12.2.7) para obtener
 donde
 4n+ 1) /(n) + y(/fl2 - 2'° + 't ) + AtS,
 At= Ax
 (12.2.7)
 (12.2.8)
 (12.2.9)
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 Este esquema es expilcito ya que, silos valores se conocen para t, en todos lospuntos de la retIcula, los valores 4n+1) para el nuevo tiempo t, + se calculan sinresolver ecuaciones simultáneas.
 El tamaño del intervalo At del método explIcito debe cumplir
 0.5Ax2At
 cc
 o, en forma equivalente,
 y 0.5 (12.2.10)
 (En la sección 12.3 analizaremos cómo se obtiene este criterio.) Por otra parte,puede ocurrir una inestabilidad en la soluciôn. No importa qué tan lento sea el cam-bio fIsico del sistema, At, debe ser menor o igual que 0.5 Ax2/cc. La ecuación(12.2. 10) también indica que At debe hacerse cada vez más pequeno si reducimosAx
 El PROGRAMA 12-1 determina la solución de un problema de conducciOn de Ca-br mediante el método explicito. Se pueden encontrar más programas del métodoexplIcito en [Ferziger, Incorpera y DeWitt], asi como en [Rieder y Busby].
 Ejemplo 12.1
 Utilice el método explIcito para resolver a ecuación de conducción decalor
 0<x<10, t>0 (A)
 donde las condiciones iniciales y en Ia frontera están dadas por
 T(0, t) = 0, T(10, t) = 100 (condiciones en Ia frontera)
 T(x, 0) = 0 (condiciones iniciales)
 y los simbolos son
 x coordenada espacial, cmcc difusividad térmica, cm2/segTtemperatura, °Ct tiempo, seg
 Suponga cc = 10 y utilice 10 intervalos en Ia reticula para Ia coordenada x. Utili-ce dos valores de At: At = 0.02 y At = 0.055.
 (Soluciôn)
 Puesto que Ia lorigitud del dominio es 10 cm y el nUmero de intervalos ena reticula es 10, el espaciamiento es Ax = 1 cm. El nümero total de puntos ena reticula es 11, de los cuales dos son los puntos de Ia frontera con temperatu-ras fijas, de manera que solo se requieren hacer los câlculos de temperatura paranueve puntos. La aproximación por diferencias finitas del método explicito para Iaecuaciôn (A) es = + y(T, - 2T" + T1) (B)
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 donde y se define mediante Ia ecuación (1 2.2.9). El criterio de estabilidad quedebe satisfacer At para que Y 0.5 esAt 0.5(Ax)2/ = 0.05 seg.
 Los resultados computacionales con At = 0.02 ( V = 0.2) aparecen enlatabla 12.2.
 Tabla 12.2 Cálculo de a distribuciôn de temperatura
 En Ia tabla 1 2.3 se muestran también los resultados,(V = 0.055), que es un poco mayor que el limite de estabilidadde magnitud creciente tanto en el espaclo como en el tiempo soninestabilidad.
 Tabla 12.3 Cálculo de Ia distribuciOn de temperatura
 con At = 0.055Las oscilaciones
 sIntomas claros de
 n t(s) i=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
 0.02 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 20.0 100.0
 2 0.04 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 4.0 32.0 100.0
 3 0.06 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.8 8.8 40.0 100.0
 4 0.08 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.2 2.2 13.4 45.8 100.0
 5 0.10 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.5 4.1 17.7 50.1 100.0
 6 0.12 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.1 1.1 6.1 21.4 53.6 100.0
 7 0.14 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.3 1.9 8.2 24.8 56.5 100.0
 8 0.16 0.0 0.0 0.0 0.0 0.1 0.6 2.9 10.2 27.8 58.8 100.0
 9 0.18 0.0 0.0 0.0 0.0 0.2 0.9 3.9 12.3 30.5 60.9 100.0
 10 0.20 0.0 0.0 0.0 0.0 0.3 1.4 5.0 14.2 32.9 62.6 100.0
 20 0.40 0.0 0.1 0.5 1.4 3.5 8.0 16.2 29.5 48.5 72.7 100.0
 30 0.60 0.0 0.8 2.1 4.4 8.5 15.2 25.2 39.0 56.7 77.5 100.0
 40 0.80 0.0 1.9 4.4 8.1 13.5 21.4 32.0 45.6 61.9 80.4 100.0
 50 1.00 0.0 3.1 6.7 11.5 18.0 26.5 37.3 50.4 65.6 82.4 100.0
 60 1.20 0.0 4.2 8.9 14.7 21.8 30.7 41.5 54.2 68.4 83.9 100.0
 70 1.40 0.0 5.2 10.8 17.3 25.0 34.2 44.9 57.1 70.6 85.0 100.0
 80 1.60 0.0 6.0 12.4 19.5 27.7 37.0 47.6 59.4 72.3 86.0 100.0
 90 1.80 0.0 6.7 13.8 21.4 29.9 39.3 49.9 61.4 73.7 86.7 100.0
 100 2.00 0.0 7.3 14.9 22.9 31.7 41.3 51.7 62.9 74.9 87.3 100.0
 nt(s)i=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
 1 0.05 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 55.0 100.02 0.11 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 30.3 49.5 100.03 0.17 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 16.6 24.2 66.7 100.04 0.22 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 9.2 11.6 43.4 61.6 100.05 0.28 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 5.0 5.5 27.7 36.0 72.7 100.06 0.33 0.0 0.0 0.0 0.0 2.8 2.5 17.5 20.0 51.7 67.5 100.07 0.38 0.0 0.0 0.0 1.5 1.1 10.9 10.7 36.0 43.0 76.7 100.08 0.44 0.0 0.0 0.8 0.5 6.7 5.4 24.7 25.9 57.7 71.0 100.09 0.50 0.0 0.5 0.2 4.1 2.5 16.8 14.7 42.7 47.5 79.6 100.0
 10 0.55 0.0 0.0 2.5 1.1 11.2 7.8 312 30.0 62.5 73.2 100.015 0.82 0.0 4.2 0.1 15.9 4.4 34.7 20.0 59.5 53.0 86.4 100.020 1.10 0.0 -2.2 19.7 -3.7 41.8 4.9 64.6 30.7 84.3 74.3 100.025 1.38 0.0 18.5 -15.0 53.7 19.1 82.1 -2.2 98.3 40.0 101.4 100.030 1.65 0.0 -21.6 66.4 -54.2 117.4 -56.9 140.2 -18.8 131.0 55.6 100.035 1.92 0.0 63.8 -93.5 172.3 -145.8 228.5 -128.5 216.6 -37.8 146.5 100.040 2.20 0.0 -105.6 232.0 -273.8 385.2 -328.1 407.7 -237.9 296.2 -28.1 100.045 2.47 0.0 234.0 -412.6 617.8 -662.0 778.9 -644.4 661.7 -356.6 316.5 100.0
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 12.2.3 Método implicito
 Este método se basa en el de Euler hacia atrãs con respecto al dominio del tiempo,como ya se mostró en la ecuación (12.2.5). Al hacer discontinua esta ecuación en lacoordenada espacial se obtiene
 Ejemplo 12.2
 Repita el problema del ejemplo 1 2.1, utilizando el método implIcito, con losmismos puntos en Ia retIcula, pero con Y = 2.
 (Soluciôn)
 L ecuaciones en diferencias son
 yT"1 + (2y + 1)T1 - = i = 1,2.....Ii
 donde I = 10, T0 = 0 y T1 = 100. La ecuaciôn anterior se puede escribir en for-ma matricial como
 -2y+ly 2y+1
 2y+1 T1> =
 2y + 1 T1 + lOOy
 Ia cual se puede resolver con el algoritmo tridiagonal descrito en Ia secciOn 8.3.En Ia tabla 1 2.4 se muestran los resultados de los cálculos obtenidos medianteel PROGRAMA 1 2-1.
 7yn+1) (n+1) - 2"' + .j.(n+1)i-i Wi+iAt Ax2
 Utilizamos la definiciôn de Y dada por la ecuaciôn (12.2.9) para reescribir (12.2.11)de la manera siguiente:
 _y4rl) + (1 + 2y)4) (n) + AtS, (12.2.12)
 La ecuación (12.2.12) no se puede resolver de manera individual para cadapunto i de la reticula; todas las ecuaciones deben resolverse en forma simultánea. Elconj unto de ecuaciones para i = 1, 2,..., N forman un sistema tridiagonal. ElPROGRAMA 12-1 incluye el método implIcito. Véase también [Ferziger] para otro pro-grama.
 El método implIcito siempre es estable, independientemente del tamaño del in-tervalo de tiempo.
 (12.2.11)
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 Tabla 12.4 Cálculo de Ia distribuciôn de temperatura
 12.2.4 Método de Crank-Nicolson
 El método numérico se basa en el método modificado de Euler, dado por la ecuación(12.2.6) se conoce como método de Crank-Nicolson y se escribe de la manera si-guiente:
 (n+1) (n)[(4(n+1) - 244+1) + 4!1))
 At - 2(Ax)2
 + (4 1 - 24' + 44'2 )] + S1 (12.2.13)
 La ecuación (12.2.13) se puede escribir de la siguiente forma equivalente:
 (n+1) V (n+1)-'+(1 +y)Ø2
 i+1
 (n) +(4 - 24° + 44' 1) + AtS, (12.2.14)
 Este método requiere la solución tridiagonal en cada intervalo de tiempo.El método de Crank-Nicolson es incondicionalmente estable (sin que sea rele-
 vante el valor de At). Aunque el tiempo de cómputo no es muy distinto del métodoimplIcito de Euler hacia atrás, su precision es mayor, debido a que se basa en el me-todo modificado de Euler, que tiene una precision de segundo orden con respecto altiempo, como se analizO en la secciOn 9.2. Se puede ejecutar el PROGRAMA 12-1 con el
 esquema de Crank-Nicolson.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 a) El método de Euler hacia adelante es un método explicito. Es fácil de programar,pero la soluciOn se vuelve inestable si At es mayor que el criterio de estabilidad.
 nt(s) 1=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
 0 .00 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 100.0
 1 .2 0.0 0.2 0.4 0.8 1.6 3.1 6.3 12.5 25.0 50.0 100.0
 2 .4 0.0 0.6 1.3 2.5 4.7 8.3 14.6 25.0 41.7 66.7 100.0
 3 .6 0.0 1.2 2.8 5.0 8.6 14.1 22.4 34.7 51.8 74.1 100.0
 4 .8 0.0 2.1 4.5 7.9 12.7 19.5 29.1 41.9 58.4 78.2 100.0
 5 1 0.0 3.0 6.4 10.8 16.6 24.3 34.5 47.4 63.0 80.8 100.0
 6 1.2 0.0 3.9 8.2 13.5 20.1 28.5 38.9 51.5 66.3 82.7 100.0
 7 1.4 0.0 4.7 9.9 15.9 23.2 32.0 42.5 54.8 68.8 84.1 100.0
 8 1.6 0.0 5.5 11.4 18.1 25.8 34.9 45.5 57.5 70.8 85.1 100.0
 9 1.8 0.0 6.2 12.8 20.0 28.1 37.4 47.9 59.6 72.4 86.0 100.0
 10 2.0 0.0 6.8 13.9 21.6 30.0 39.4 49.9 61.4 73.7 86.7 100.0
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 Se recomienda este método si se desea una programación sencilla, o bien cuandose calcule una transición muy rãpida y corta.Los métodos de Euler hacia atrás y de Crank-Nicolson necesitan La solución tn-diagonal en cada intervalo de tiempo, pero son incondicionalmente estables. Serecomiendan estos métodos si se calculan transiciones largas y lentas.La precision del método de Crank-Nicolson es mayor por una unidad que el delos otros dos métodos.
 12.3 ANALISIS DE ESTABILIDAD
 Como ya se analizó en La sección anterior, nuestra principal preocupación con losmétodos numéricos de las EDP parabólicas es La estabilidad. En caso de ser ines-tables, los resultados numéricos se comportan en forma errática y divergen con uncomportamiento oscilatorio, tanto en el tiempo como en el espacio. Por lo tanto, enesta sección estudiaremos los métodos básicos para el análisis de la estabilidad de unmétodo y determinar el criterio de estabilidad.
 Existen al menos duatro métodos matemãticos para el anãlisis de La estabilidadde las ecuaciones en diferencias [Godunov/Ryabenkii; Smith]:
 Método de La función propiaMétodo del desarrollo de FourierMétodo matricialMétodo de la ecuación modificada
 Estos métodos se pueden aplicar no solo a las EDP de tipo parabOlico sino también alas de tipo hiperbólico. En todos estos métodos se toman en cuenta las ecuaciones endiferencias para La parte homogénea. Esto se debe a que sin el término no homogé-neo (o fuente), La EDP original no tiene una soluciOn definida para tiempos arbitra-riamente grandes. Por lo tanto, si La soluciOn numénica de La parte homogénea de laEDP crece sin limite, esto se debe a La inestabilidad de la aproximación numénica uti-Lizada.
 En el método de La funciOn propia, La soluciOn numérica se desarrolla en fun-ciones propias de la matriz que representa las ecuaciones en diferencias para cada in-tervalo de tiempo. AsI, se determina el cambio en La amplitud de cada función propia alavanzar en los intervalos de tiempo. En este enfoque, se incorporan los efectos de lascondiciones en La frontera. Este método es ütil si se conocen las funciones propiaspara el conjunto finito dado de ecuaciones en diferencias.
 En el método del desarrollo de Fourier, se estudia La estabilidad del método enun dominio infinito, desarrollando La soluciOn en una serie de Fourier. Este enfoquees el más usado.
 Si no es posible determinar o escribir con facilidad Las funciones propias, aun-que se tomen en cuenta incluso el efecto de Las condiciones en la frontera u otros de-talles de Las ecuaciones en diferencias, el ünico camino a seguir es analizar los valorespropios de la matriz que representa al conjunto de ecuaciones en diferencias. El me-todo de la ecuación modificada se describe en La secciOn 13.4.
 En el resto de esta secciOn analizaremos los dos pnimeros métodos.
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 12.3.1 Anâlisis de estabitidad con las funciones propias
 Cuando analizamos una aproximaciôn por diferencias de una EDP lineal parabôlicasin término advectivo, podemos expresar su solución en términos de las funcionespropias, las cuales son funciones senoidales para el caso de las geometrias planasunidimensionales. Cada función seno tiene su propio coeficiente que depende del tiem-p0. Mostraremos que si el método es inestable, los coeficientes dependientes deltiempo muestran comportamientos anormales en el tiempo, para los modos de fre-cuencias altas.
 Con elfin de facilitar la exposición, consideremos Ia ecuación (12.2.1)* dondeS = 0, 0 = (2/x2), con las siguientes condiciones en la frontera:
 y las condiciones iniciales:
 Se puede mostrar fácilmente que una solución analitica de (12.2.1) que satisfaga lascondiciones en la frontera se puede escribir de la manera siguiente:
 (x, t) = fk(t) sén(kx) (12.3.3)
 donde k es un entero positivo y
 q(O, t) = 4.(H, t) = 0
 4(x, 0) = q0(x)
 kir1lk = H
 (12.3.4)
 fk(t) = exp [flt] (12.3.5)
 Por lo tanto, la soluciôn general se escribe como una suma de todas las solucionesposibles, es decir,
 (x, t) = a exp [- J3t] sen (kx) (12.3.6)k=O
 donde ak es un coeficiente determinado mediante la condiciOn inicial. Una caracte-ristica importante en esta soluciOn analitica es que todos los términos tienden a ceroal aumentar el tiempo, puesto que el signo de Ia función exponencial (12.3.5), es ne-gativo.
 Ahora analizamos la estabilidad del esquema de diferencias explIcitas
 4(fl+1) n) + y(4Y')1 - 24" + ?2)flAt (12.3.7)
 = Ax
 * En esta sección, denotaremos Ia difusividad têrmica a de la ecuación (12.2.1) como 3.
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 con las condiciones en la frontera
 J.(n) = 00 PI+i
 y una condición inicial para4°.La solución de la ecuaciôn (12.3.7) se puede determinar de manera analitica:
 (n) = (k) sen(i;) (12.3.8)
 donde k está dada por
 kitkI+l k=1,2,...,I
 y Ak es una constante que recibe el nombre defactor de amplitud. Para determinarel valor de 2k ,sustituimos la ecuación (12.3.8) en (12.3.7). Los lados izquierdo y de-recho de esta ecuación se transforman en
 IZQ = (k) + 1 sen (12.3.9)
 DER = (4){sen(icz,J + y[sen(ick - k) - 2sen (1;) + sen (ik + Xk)]}
 = (k){sen(i;) + 2y[cos (ak) - 1] sen (icj}
 = (k){l + 2y[cos (ak) - 1]} sen (ick) (12.3. 10)
 Asi, a! igualar (12.3.9) con (12.3.10) obtenemos
 = 1 + 2y[cos (ak) - 1] (12.3.11k
 Asi, 'k y 4 = sen (ixk) son el valor propio y la función propia, respectivamerite, de
 = 4, + y(4_ - 24 + 4+)
 Puesto que las funciones de (12.3.8), con k = 1, 2,..., I satisfacen la ecuación(12.3.7), la soluciôn general es una combinación lineal de todas las soluciones p0-sibles:
 I4n)
 = a(.t,j sen ('ak) (12.3. 12)k= 1
 en donde el coeficiente ak queda determinado por la condiciôn inicial.La solución analitica del método explicito es muy similar a la de la ecuación
 (12.3.6). Sin embargo, una diferencia fundamental es que la ecuación (12.3.12) tieneun término (k) en vez de exp ( flt). Mostraremos a continuación que si k es pe-quena, es una aproximación de exp (t). Si k << 1 k se convierte en

Page 501
                        

Cap. 1 2 Ecuaciones diferenciales parciales parabólicas 481
 4 = 1 + 2y[cos (ak) - 1] 1 -At / km \2 /kiA2
 = 1 - fi Ax2 (J + i) = 1 - flAt)
 = 1 - f3At exp (fliAt) (12.3.13)
 en donde utilizamos los desarrollos de Taylor de cos (cxk) y exp (- /JAt).. Sin embar-go, al crecer k, 4 no se aproxima a exp (flAt), sino que (A,j se puede compor-tar en forma errática. Para garantizar la estabilidad, debe satisfacer
 (12.3.14)
 para toda k. Sustituimos la ecuación (12.3.11) para escribir (12.3.14) de la manerasiguiente:
 - 1 1 + 2y[cos (ck) - 1] 1 (12.3.15)
 La segunda desigualdad siempre se cumple, ya que cos (ck) 1. Para ver lo queimplica la segunda desigualdad, vemos primero que el minimo de cos (ck) es igual acos (cc1) = cos (irl/(I + 1)) que tiende a 1 cuando I tiende a infinito. Por lo tanto,la condiciôn necesaria para que se satisfaga la primeradesigualdad se escribe
 o, en forma equivalente,
 (Ax)2At
 2fl
 La estabilidad de los métodos implicito y de Crank-Nicolson se puede analizarde manera similar. El factor de amplitud para el método implicito es
 1
 - 1 + 2y[l - cos (;)]
 iy[l COS(ck)]4 = 1 +y[l COS(Xk)]
 (12.3. 16)
 (12.3.17)
 Puesto que 1 - cos(cxk) 0, el valor de Xk dado por (12.3.17) siempre es positivo,por lo que siempre se cumple la primera desigualdad de la condiciôn de estabilidad,1 4 1, La segunda desigualdad también se cumple siempre, puesto que el de-nominador de (12.3.17) es mayor que 1. Por lo tanto, el método implicito es estableindependientemente del valor de y o de At.
 (12.3.18)
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 Se muestra que la ecuaciôn (12.3.18) satisface141 1 para toda a. Asi, también el
 método de Crank-Nicolson es incondicionalmente estable.
 12.3.2 Análisis de estabilidad de Fourier (Von Neumann)
 Una desventaja del método examinado en la sección anterior es que funciona si seconocen las funciones propias, pero éste no es el caso para muchos problemas. Elanálisis de Fourier que presentamos aqui es más universal y se puede aplicar a cual-quier tipo de ecuaciones en diferencias para problemas de espacio-tiempo [Mitchell/Griffiths; Richtmyer/Morton].
 El análisis de estabilidad de Fourier examina la estabilidad de un método dadopara resolver una EDP con Las siguientes condiciones:
 La EDP es lineal.El dominio de interés es infinito.El espaciamiento de la retIcula es constante.Los coeficientes de la EDP son constantes.
 No se toman en cuenta Los efectos de Las condiciones reales en la frontera. A veces,un esquema numérico se vuelve estable bajo ciertas condiciones en La frontera, inclu-so cuando el anáLisis de estabilidad de Fourier lo declare como inestable. A pesar deesto, el análisis de estabilidad de Fourier se considera como un criterio importanteque garantiza Ia estabilidad de un esquema.
 El término fuente de la EDP no se toma en cuenta, debido a La siguiente razón.Si no existe ese término, La soluciOn no deberla crecer en el tiempo. Asi, si la soluciOnnumérica crece, esto se debe a la inestabilidad del esquema.
 El anãlisis de estabilidad de Fourier se puede apLicar a cualquier aproximaciônpor diferencias de una EDP de tipo parabóLico o hiperbólico, bajo las condicionesmencionadas antes. Consideremos el método explicito:
 4(n+1) (n) + y(qfl) - 2q' + 44') (12.3.19)
 en el dominio infinito.Supongamos que La condición inicial para este problema está dada como una
 función de Fourier:
 = exp (ijir/k)
 o, en forma equivalente,
 0? = exp (ijO) (12.3.20)
 dondej = J-i, kesunenterodistintodeceroy O=ir/k, _jQm keslamitad de La longitud de onda en términos del nümero de intervaLos de Ia retIcula. En-
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donde G0 es el factor de ampLitud (generalmente complejo), el cual se determina sus-tituyendo (12.3.21) en (12.3.19), de La manera siguiente:
 G0 = 1 + y[exp (JO) - 2 + exp (+ JO)]
 = 1 + 2y[cos (0) - 1] (12.3.22)
 Si 1G01 1 para it 0 it, el método es estable, ya que no crece con eltiempo. Puesto que 1 cos (0) La condiciôn 0 GØ I requiere que
 y 0.5 (12.3.23)
 AsI, el método es estable si se satisface La ecuación (12.3.23). Este criterio es exacta-mente iguaL a La ecuación (12.3.16), obtenida mediante el uso de funciones propias.
 Podria surgir La pregunta de porqué se hace eL anáLisis de La subsección anterioque toma en cuenta el efecto de Las condiciones en la frontera y da Los mismos resulta-dos que eL anáLisis de estabiLidad de Fourier para eL dominio infinito. La respuesta esque La estabiLidad de Los esquemas de diferencias para Las EDP parabóLicas queda de-terminada por eL modo de Fourier de La longitud de onda más pequeña (k = ± 1,
 0 = ± it), que no depende de las condiciones en La frontera pero si (ünicamente) delespaciamiento en La reticuLa.
 Un anáLisis similar muestra que Los factores de ampLitud para eL método(impLicito) de Euler hacia atrãs es
 1G9
 = 1 + 2y(l - cos (0))
 EL denominador es mayor o iguaL que 1, por Lo que G0 1. Asi, eL método es incon-dicionaLmente estabLe.
 El factor de ampLitud para eL método de Crank-NicoLson es
 1y[l cos(0)]G0
 = + y[l - cos (0)]
 que es idéntico a la ecuación (12.3.18).
 RESUMEN DE EsTA SECCIÔN
 (12.3.24)
 (12.3.25)
 a) En el anáLisis de estabilidad por medio de funciones propias, La solución numéri-ca se desarroLla mediante La función propia del operador de diferencias. Si Lasfunciones propias del método numérico estãn en forma analitica, el análisis tomaen cuenta el efecto de las condiciones en La frontera.
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 tonces, La soluciôn del método numérico tiene La forma:
 (n) = (G9) exp (iJO) (12.3.2 1)
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 El análisis con las funciones propias muestra que: 1) ci método de Euler haciaadelante es estable solo si se cumple y 0.5; ii) los métodos de Euler hacia atrãs ymodificado son incondicionalmente estables.Aunque en el anáiisis de estabilidad por medio de funciones propias se toma encuenta el efecto de las condiciones en la frontera, los resultados muestran que laestabilidad no tiene relaciOn con dichas condiciones. El mismo criterio de estabi-lidad se obtiene mediante el anáiisis de estabilidad de Fourier (Von Neumann), elcual considera un dominio infinito y pasa por alto ci efecto de las condiciones enla frontera.En ci anáiisis de estabilidad de Fourier, se considera un dominio infinito y ia solu-ción se desarroila en Series de Fourier. Este enfoque se basa en el hecho de que,ya sea ci espacio discreto o continuo, cualquier funciOn se puede desarroilar me-diante la integral de Fourier. Sin embargo, debido al espacio discreto en lareticuia, la integral se reduce a la suma de los componentes de Fourier de las fre-cuencias discretas. Un csquema numérico en estudio se considera estabic silasmagnitudes de los factores de amplitud de todas las longitudes de onda son me-nores o iguales que 1.
 12.4 METODOS NUMERICOS PARA PROBLEMAS PARABOLICOSBIDIMENSIONALES
 Los tres métodos analizados en la secciOn 12.2 para ci caso de las EDP parabOlicascon una dimensiOn espacial igual a uno se pueden extender al caso de las EDP para-bóiicas con dimension espacial igual a dos, pero cada uno tiene las siguientes desven-tajas: ci método de Euler hacia adelante es fácil de impiantar en un programa, perolos intervalos de tiempo están limitados debido ai criterio de estabiiidad. El métodoimplicito de Euier hacia atrás y ci de Crank-Nicolson son incondicionaimente es-tables, pero ambos requieren de la solución en forma simuitánca de las ecuacionesen difercncias para cada uno de los puntos de Ia reticula de todo ci dominio paracuaiquier intervalo de tiempo. Las soiuciones simuitáneas se ilevan a cabo ya sea porla soluciOn directa o por un esquema iterativo, los cuales se tardan mucho tiempodebido a que se necesita la soiuciOn en cada intervaio de tiempo.
 El método basado en una factorizaciOn aproximada que se explica en ci restode esta sccciOn es incondicionaimente estabie y ia soiuciOn en cada intervaio sOlonecesita la soiuciOn tridiagonal en cada linea de la reticula. Este esquema también seconoce como ci método impiicito de la direcciOn anternante (IDA). La factorizaciOnaproximada se aplica de manera ampiia a otros tipos de EDP bajo ci nombre de me-todo de separaciOn [Mitcheil/Griffiths; Steger/Warming].
 Considercmos
 = V2q + S(x, y) (12.4.1)at
 Hacemos discontinua la variable temporal con ci método modificado de Euler paraobtener
 4(x, y, t1) - (x, y, t) 1= [cV2(x, y, ) + xV2(x, y, ta)] + S(x, y) (12.4.2)
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 Si definimos
 54(x, y) = 4(x, y, t + - 4(x, y, t)
 entonces podemos reescribir (12.4.2) como
 La ecuación (12.4.3) es una EDP elIptica que se puede aproximar por una forma fac-torizada:
 [1Atx a21[1 Atcx a21
 donde DER es el lado derecho de (12.4.3). La ecuaciôn (12.4.4) se puede resolver endos etapas, como sigue:
 [i
 L --2 ax2 II - 2 äy2 &i = DER
 AtcL a2 1- ___ji//(xY)= DER2 ax
 [Atca2
 1
 2ay2]= ifr(x,y)
 Ambas ecuaciones se hacen discontinuas ahora en el dominio x-y:
 = DER,J
 (12.4.4)
 (12.4.5)
 (12.4.6)
 + (1 + - = i,j
 donde y = AtcL/Ax2 y V = Lt/y2. La primera ecuaciOn comprende a un conjuntode ecuaciones tridiagonales para cadaj (linea horizontal en la retIcula), mientras quela segunda ecuación involucra a un conjunto de ecuaciones tridiagonales para cada i(linea vertical en la retIcula). Asi, determinamos la soluciôn de 4) en el nuevo puntoen el tiempo, usando solamente el esquema tridiagonal sin una soluciôn iterativa.
 RESUMEN DE EsTA SECCION
 El método numérico presentado en esta secciôn se conoce como método implIcitode la direcciôn alternante (IDA) o de la factorización aproximada. Solo necesitala soluciOn tridiagonal para cada iInea horizontal y vertical de la reticula.El método IDA es incondicionalmente estable.
 r[1 - t/32 a2
 AtcI (12.4.3)+ = + _](x y, tj+ AtSLaX
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 PROGRAMAS
 PROGRAMA 12-1 Ecuación de conducciôn del calor
 Explicaciones
 El PROGRAMA 12-1 resuelve la ecuación unidimensional de conducción del calor dadapor (12.2.1) por medio del método explIcito, implicito o de Crank-Nicolson, segünlo desee el usuario. Las condiciones en la frontera e iniciales, asi como las constan-tes, son las del ejemplo 12.2. El programa utiliza el método explIcito si 0 = 0, elimplicito si el parámetro 0 se hace igual a 1 y el esquema de Crank-Nicolson si0 = 0.5.
 Variables
 N: contador de los intervalos de tiempoAL: c
 DT: AtDX: AxGA:yTH: 0 ( 0 = 0 para el método explIcitQ, 0 = 1 para el método implicito,
 0 = 0.5 para el método de Crank-Nicolson)TB(I):
 S(I): s(x1)
 Listado
 C CSL/F12 -1 . FOR ESQUEMA IMPLICITO/EXPLICITO PARA UNA EDP PARABOLICADIMENSION A(100),B(100),C(100),D(100),T(O:100),TB(O:100),S(.L00)PRINT *, 'CSL/F12 -1 ESQUEMA IMPUCITO/EXPLICITO PARA UNA EDP PARABOLICAPRINT * 'DAR EL VALOR DE THETA'READ *, THIF (TH . EQ. 0) PRINT *, 1 SE HA ELEGIDO EL METODO EXPLICITO.'IF (TH.GT.O.5) PRINT *, 'SEHAELEGIDOELMETODOIMPLICITO.'IF (TH.GT. 0.4999.AND.TH.LT.O.5001)
 PRINT *, 'SE HA ELEGIDO EL METODO DE CRANK-NICOLSON.'PRINT *, 'DAR EL VALOR DE DT (TAMAO DEL INTERVALO DE TIEMPO)READ *,DTPRINT *, 'DAR EL NUMERO MAXIMO DE INTERVALOS DE TIEMPOREAD *AL=10DX=1MI= 9 ! nümero total de puntos en la reticulaGA=AL*DT/DX/DX ! especificación de gammaZE=TH*GAE'= (1-TN) *GAPRINT *, 'Ganima=',GADO 1O, MI
 TB (I) =0 ! inicialización de T(i)END DO
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 TB (0) =0 ! condición en la frontera izquierdaTB (MI +1) = 100 ! condición en la frontera derechaDO 1=1, MI
 S (I) = 0 inicialización dA la fuenteEND DONT=0 inicialización del tamaño del intervalo
 130 NTNT1TIME=NT*DT
 PRINT *, ' Intervalo de tiempo = ,NT, tiempo =', TIMEDO 1=1, MI Térmmo fuente de la ecuación tridiagonal
 D(I)=TB(I) + ']'*(TB(I-1) -2*TB(I)+TB(I+1))END DOD(MI)=D(MI) +zE*TB(MI+1)
 CIF (TH . EQ. 0) GOTO 60 Método explicito
 CDO 1=1, MI
 A(I) = -ZEB(I) = 1 + 2-ZEC(I)=-ZE
 END DOCALL TRID(A,B,C,D,MI)
 C60 DO 1=1, MI
 TB (I) =D(I)END DOPRINT 70, N,TIME, (TB(I) ,I=0,MI+1)IF (NT. LT . NMAX) GOTO 130
 70 FOPNAT( 13, F5.2, 11F6.1)END
 C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
 C Favor de copiar la subrutina TRDG del Programa 10-1.
 D) Ejemplo de salida
 Los resultados determinados en los ejemplos 12.1 y 12.2 se obtuvieron mediante esteprograma.
 PROBLEMAS
 12.1) Para analizar el efecto del cambio deAt sobre los resultados del esquema explicitodel ejemplo 12.1, calcule la soluciôn del problema de dicho ejemplo con At = 0.001, 0.01,0.1 y 0.5 y compare los resultados parax = 0.5 en t = 1, 2, 5, 10.
 12.2) Resuelva el problema del ejemplo 9.16 mediante el método explicito.12.3) Repita el cálculo del ejemplo 12.1 mediante el método de Crank-Nicolson y el
 PROGRAMA 12-1.
 12.4) Verifique las ecuaciones (12.3.22), (12.3.24) y (12.3.25) mediante el análisis de es-tabilidad de Fourier.
 12.5) El método de dos etapas Ilamado método explicito de la direcciôn alternante(EDA) para el caso de Ia ecuación de conducciôn del calor está dado por
 ' - T5) = 1 - + 1) - T1)+ 2) - + 1) = (T"j2 - + 2) + + 1) - T1)
 donde '' = cxAt/Ax2

Page 508
                        

488 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 Mediante el análisis de estabilidad de Fourier, muestre que ci método es incondicionalmenteestabie.
 12.6 a) Mediante ci análisis de estabilidad de Fourier, muestre que ci siguiente método esincondicionalmente estable:
 3u' - 4u" + - 2y(uJ' - 2u"' + u'') = 0donde y = f3At/(Ax)2
 b) Escriba la EDP a la cual se aproxima Ia anterior aproximación por diferencias.
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 13.1 INTRODUCCION
 Las ecuaciones que rigen el comportamiento del transporte convectivo de la materiay sus cantidades fisicas asi como el de las ondas elásticas, acüsticas y electromag-néticas son EDP hiperbólicas. Sin embargo, el progreso tan notable de los es-quemas numéricos para las EDP hiperbólicas en los años recientes estã ligado inti-mamente con el avance en el aspecto computacional de la dinámica de fluidos. Lasecuaciones básicas del flujo de fluidos sin viscosidad son EDP hiperbOlicas. Inclusolas ecuaciones para los flujos viscosos se pueden analizar como si fueran hiperbôli-cas si el efecto de La viscosidad es débiL. EL éxito de una simulación computacionaldel flujo de un fluido depende de ;a precision y eficiencia al resolver las EDP hiperbO-Licas. A esto se debe que el desarroLlo de esquemas numéricos para Las EDP hiper-bólicas sea un tema de investigaciOn apremiante en La parte computacional de Ladinámica de fluidos.
 Podemos escribir una EDP hiperbólica tãnto en la forma de primer orden co-mo en La de segundo. Es fácil pasar de La primera a la segunda y mostrar que cumplecon el criterio de La ecuaciOn (ll.1.la). La mayoria de las EDP hiperbOlicas para eltransporte de materia y sus propiedades están en la forma de primer orden; en tantoque Las referentes a las ondas elásticas, acüsticas y electromagnéticas están en La for-ma de segundo orden. Sin embargo, muchos de los esquemas numéricos para LasEDP hiperbóLicas se basan en la forma de primer orden. Por ello, en este capitulo es-tudiaremos Las siguientes tres formas de primer orden de las EDP hiperbOlicas:
 a) EDP hiperbOlica lineal en forma conservativa:
 u(x, t) + f(x, t) = s(x, t) (13.1.1)at ax
 489
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 dondefes una funciôn lineal de u; por ejempLo,f = a(x) u(x, 1); a(x) es una fun-ciOn dada y s(x, t) es un término fuente.
 b) EDP hiperbOlica lineal en forma no conservativa:
 u(x, t) + a(x, t) u(x, t) = s(x, t)at 3x
 c) EDP hiperbóLica no lineal en forma conservativa:
 a au(x, t) + f(u(x, t)) = s(x, t)
 at ax
 donde f es una funciOn no lineal de u. Las interpretaciones fisicas de lasecuaciones (13.1.1) a (13.1.3) aparecen en el apéndice D. En la sección 13.7se analizan los esquemas numéricos para las EDP no lineales hiperbôlicas.
 Las aproximaciones por diferencias de Las ecuaciones hiperbólicas funcionanmejor cuando La soluciOn es suave. Sin embargo, la soLuciôn de Las EDP hiperbôlicaspuede incluir saltos discretos. (Al contrario de La soluciôn de las EDP elipticas o para-bôlicas, que siempre son continuas en el espacio y el tiempo). Por ejempLo, en unflujo tubular de cierta sustancia quImica, la concentración del compuesto puede te-ner un salto sCibito. Como otro ejemplo, la distribución espacial del momentum esdiscontinua cuando ocurre un choque en el flujo de un fluido compresible.
 Para mostrar el comportamiento de la soluciOn discontinua de una EDP hiper-bOlica, consideremos
 u+au=0, x0, t0 (13.1.4)
 que es idéntica a La ecuación (13.1.2), excepto que a constante y s = 0. La condiciôniniciaL es
 u(x,0)=1 Si x1 (13.1.5)=0 six>!
 y La condiciôn en La frontera es
 u(0, t) = 0 si t > 0 (13.1.6)
 La soLuciOn anaLitica de eSte probLema es
 u(x, t) = u(x - at, 0) (13.1.7)
 (Véase el ejempLo 13.1 para una demostración de cómo se obtiene la solución.) EstasoLuciôn representa La onda de una forma rectangular que viaja a la velocidad a, co-mo se muestra en La figura 13.1.
 (13.1.2)
 (13.1.3)
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 0
 Figura 13.1 Una onda de forma cuadrada que viaja con una velocidad a
 La onda en movimiento de forma rectangular presenta ciertas dificultades bãsicasasociadas con la aproximaciOn por diferencias finitas. En primer lugar, la disconti-nuidad de la solución no se puede representar en forma exacta sobre Ia retIcula. Ensegundo lugar, no es fácil una aproximación precisa de las derivadas con respectodel tiempo y el espacio en tomb de un salto discreto. Muchos investigadores han es-tudiado los esquemas numéricos para aumentar su precision durante Ia simulaciónde saltos discretos.
 En el resto de este capItulo, nos centraremos en los esquemas numéricos paralas EDP hiperbOlicas unidimensionales sencillas. Para los lectores que hayan tenidopoco contacto con las EDP hiperbOlicas, presentamos el concepto de caracterIsticas.Posteriormente se explican los esquemas numéricos con precisiOn de primer y segundoorden, junto con los aspectos teOricos y computacionales de Ia estabilidad, difusiOny errores de pert urbación. Continuamos con el análisis de los errores de los métodosde diferencias. Finalmente, se estudian los esquemas de soluciOn para las EDP hiper-bôlicas no lineales, asI como los métodos de flujo corregido.
 13.2 METODO DE CARACTERISTICAS
 Esta secciOn se refiere a las caracteristicas de una EDP hiperbólica, las cuales sonimportantes para Ia comprensión de Ia soluciOn analitica y los esquemas numéricos[Courant/Hilbert; Garabedian; Mitchell/Griffiths; Smith].
 Supongamos que deseamos determinar una soluciOn analitica de
 u + a(x)u = s(x, t) (13.2.1)
 a lo largo de una curva arbitraria, en Ia cual se encuentran los puntos P y Q a unadistancia infinitesimal, como se muestra en Ia figura 13.2. El cambio de u desde Phasta Q se denota por dii y se puede escribir como
 du = Udt + udx
 x
 Dividimos la ecuaciOn anterior entre dt para obtener
 du dx= +
 dt(13.2.2)
 u(x,t)Onda en t=O Onda en t = Dia
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 Una curva arbitraria
 du
 dt
 -- xFigura 13.2 SoluciOn a 10 largo de una curva
 donde dx/dt es el gradiente de La curva PQ en el piano x-t. Si se eiige la curva de mo-do que satisfaga
 dx= a(x) (13.2.3)
 entonces eL Lado derecho de la ecuación (13.2.2) es iguai al lado izquierdo de(13.2.1). Asj, obtenemos
 du
 dtS (13.2.4)
 Por 10 tanto, la EDP hiperbólica queda representada por una pareja de EDO, lasecuaciones (13.2.3) y (13.2.4). La primera representa una curva (o iInea) en el pianox-t, Liamada ia curva (o /Inea) caracteristica mientras que ia segunda es una EDO alo iargo de ia curva.
 Si determinamos la curva x = x(t) mediante la integración de la ecuaciOn(13.2.3), entonces la solución de (13.2.4) se obtiene integrando esta ecuación a Lo Lar-go de la curva.
 tA
 t
 Ejemplo 13.1
 Utilice el método de caracterIsticas para resolver (13.1.4) y mostrar que asolución analItica está dada por (13.1.7). Suponga que a = constante, s = 0 yque las condiciones iniciales y en Ia frontera están dadas por las ecuaciones(13.1.5) y (13.1.6), respectivamente.
 (Solución)
 La ecuaciOn para las lineas caracteristicas está dada por
 dx
 -- = a (constante) (A)
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 Al integrar a ecuaciOn (A) se obtiene una lInea caracteristica:
 x=at+b (B)
 donde b es una constante. Si consideramos Ia linea caracteristica que pasa por elpunto x = x0 en el instante t = 0, entonces Ia ecuación (B) queda
 x=at+x0 (C)
 A lo largo de esta linea, obtenemos Ia solución de (13.1 .1) ihtegrando (13.2.4);es decir, du/dt = 0 ya que s = 0.
 La integración de du = 0 da como result ado
 u(x,t) = kalolargodex = at+ x0 (D)
 donde k es una constante que se determina mediante Ia condiciôn inicial. En t = 0se deben satisfacer las condiciones iniciales. Asi, Ia ecuación (D) queda
 (u(x0, 0) a lo largo de x = at + x0, x0 0u(x t) =
 x0<0
 o, en forma equivalente,
 lu(xat,0) si xatu(x,t)= (E)si x<aten Ia que hemos eliminado x0 mediante el uso de x0 = x - at. Asi, hemos de-mostrado Ia ecuación (13.1.7).
 Ejemplo 13.2
 Una EDP hiperbólica está dada por
 Ut + a(x, t)u = s(x, t) (A)
 donde
 a(x, t) 3x + 0.1 (B)
 s(x,t)=1 x2+0.lt (C)
 Si Ia condiciOn inicial está dada por u(x, 0) = 1 para t = 0, calcule Ia solución a 10argo de Ia curva caracterIstica que pasa por x = 0.2 para t = 0.
 (Solución)
 Mediante Ia ecuaciOn (B), Ia ecuaciOn (13.2.3) de Ia linea caracterIsticaqueda
 dx
 -a-= 3x + 0.1, x(0) = 0.2 (D)
 donde a segunda ecuaciOn es Ia condiciOn inicial. Este es un problema de EDOcon condiciones iniciales. La soluciôn analitica que satisf ace Ia condiciôn inicia es
 x(t) = (0.7e3t - 0.1) (E)
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 Mediante a ecuaciOn (C), a ecuaciOn caracteristica es
 du=s(x,t)=1 --x2+0.1tdt
 = 1 - (0.49e6t - 0.14e3t + 0.01) + 0.1t (F)
 donde se utiliza Ia ecuaciOn (F), junto con Ia condiciOn inicial u(0) = 1.Puesto que Ia ecuaciOn (F) sOlo depende de t, ésta se puede integrar de a
 manera siguiente:u(x, t) = Js(x, t')dt'
 ff0.49 0.14 1 0.1=46
 e e+0.oltj+2t
 Es posible implantar el método de caracteristicas con Ia aproximaciOn por dife-rencias finitas en una reticula x-t, como se muestra en Ia figura 13.3.
 Qn+1
 ii I i+1Figura 13.3 Reticula para el método de caracteristicas
 Se traza una linea caracteristica que pase por el punto Q, localizado en (1, n +1). La intersecciOn de Ia Ilnea caracterIstica y t = ,, se denota por P. Podemos apro-ximar las dos EDO; a saber, dx ad! y du = sdt, a lo largo de un tramo finito de lalinea caracteristica como
 5x=a5t y 5u=s&
 Al aplicar estas relaciones a Ia linea PQ (vèase Ia figura 13.3) se obtiene
 5x=xQxP=aAt, öU=UQUP=SAt (13.2.5)
 Si se conocen los valores de ur para todos los puntos de la retIcula, se puede calcularu1,mediante una interpolaciOn lineal que se escribe como
 Ax - aAt aAt(n)j (n)P i i-iAx Ax
 = (1 - y)u + yu1 (13.2.6)
 n - xP
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 donde
 aAtAx
 es el niimero de Courant. AsI, UQ, que es igual a se calcula mediante la sustitu-ción de (13.2.6) en Ia segunda ecuaciôn de (13.2.5):
 1) = (1 - y)u + yu2 1 + sAt (13.2.7)
 Se obtienen los valores de para todos los puntos a! repetir los mismos cáiculospara cada punto. El esquema recibe el nombre de método expilcito de caracte-rIsticas.
 Si y = 1, la ecuación (13.2.7) se reduce a
 = u21 + sAt (13.2.8)
 La cual es exacta cuando a y s son ambas constantes.El método de caracteristicas en una reticula implica dos tipos de errores: el pri-
 mero es ci efecto de difusiôn numérica, que introduce errores severos en La solución. Elsegundo es la inestabilidad. La difusiôn numérica se debe a! uso de la interpolaciónpara calcular Up cuando y 1.
 El esquema es estabie si
 y 1 (criterio de estabilidad)
 pero es inestabie si y > 1.El método de caracteristicas en una retIcula es idéntico al método FTBS que se -
 obtiene en ia secciOn 13.3. En ias secciones 13.3 y 13.4 se analizan mãs detalles de Lainestabilidad y La difusiôn numérica.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Se puede reducir una EDP hiperbólica de primer orden a una EDO a lo iargo deuna curva (o linea) caracterIstica. Por lo tanto, se pued resolver al integrar laEDO a lo iargo de la linea caracteristica. EL esquema de soluciôn basado en .esteprincipio recibe ci nombre de método de caracterIsticas.EL método de caracterIsticas en una reticula se desarrolla mediante ci uso de unmétodo de interpolaciôn para calcular u en ci paso anterior.
 13.3 ESQUEMAS DE DIFERENCIAS (EXACTAS) DE PRIMER ORDEN
 La mayorIa de Los esquemas numéricos para Las EDP hiperbóiicas se basan en lasaproximaciones por diferencias finitas. En esta sección, obtendremos aquelios
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 esquemas básicos por diferencias que tienen una precision de primer orden. Analiza-mos la estabilidad de cada esquema mediante el análisis de estabilidad de Fourier.
 En toda esta secciOn estudiaremos Ia ecuaciOn
 Ut + au = 0 (13.3.1)
 con
 donde a es una constante y a> 0. Se puede añadir un término no homogéneo (fuen-te) del lado derecho sin que esto implique cambios adicionales a! siguiente análisis.
 t
 u(x, 0) = u0(x) (condiciOn inicial)
 u(0, t) = uL(t) (condiciôn en la frontera)
 .- S
 S
 I i+1Figura 13.4 Una reticula en el piano x-t
 Si consideramos la reticula ilustrada en Ia figura 13.4, podemos obtener variosesquemas numéricos distintos, segün el tipo de aproximaciOn por diferencias elegidapara cada u y u. Puesto que ambos términos son derivadas parciales de primr or-den, entre los esquemas candidatos se encuentran las aproximaciones por diferenciashacia atrás, hacia adelante y centrales, tanto en x como en t. Cuando a > 0 (el flujoestá en la direcciOn positiva), Ia aproximaciOn por diferencias hacia atrás
 -0- X
 (13.3.2)
 (13.3.3)
 Ui - Ui_iAx
 recibe el nombre de aproximación por diferencias progresivas de primer orden, don-de Ax es el intervalo de la reticula con respecto del espacio, puesto que la aproxima-ciOn por diferencias se basa en Ia información del dominio en forma progresiva[Anderson/Tannehill/Pletcher; Patankaj. Si, por otro lado, a < 0, Ia aproximaciOnpor diferencias progresivas de primer orden es igual a la aproximación por diferen-cias hacia adelante
 Ui+1 - UiAx
 (13.3.4)
 (13.3.5)
 n+1
 n
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donde At = t, +1 - Todo el esquema se transforma en los esquemas de Euler ha-cia atrás, hacia adelante o modificado (Crank-Nicolson), dependiendo de si se eva-lüan las derivadas espaciales en t, o en t,1.
 Euler hacia adelante en el tiempo y diferencias hacia atrás en el espacio (FTBS,por sus siglas en ingles)
 La frase "Euler hacia adelante" indica que u, se evalüa en t,, de manera que el es-quema es explicito. Cuando a > 0, la diferencia hacia atrás es un "esquema progre-sivo", como ya se explicO anteriormente. Si evaluamos u en La ecuación (13.3.1)mediante La aproximaciôn por diferencias hacia atrás en el instante n obtenemos
 + 1) - -+aAt Ax
 - 0 (13.3.7)
 Despejamos U' y reescribimos para obtener
 1) = ur - y(u - Ur2 1)
 = (1 - y)U + yU"2J (13.3.8)
 donde y = aAt/Ax es el nümero de Courant. Cuando n = 0, U' estã dado por lacondiciôn en la frontera, mientras que todos los valores de u° están dados por la con-dición inicial, por lo que podemos evaluar (13.3.8) para todos los puntos de laretIcula. Esto también es válido para cualquier intervalo de tiempo, puesto que ur 1)
 siempre está dado por la condiciôn en la frontera y todos los valores de u se cono-cen a partir del paso anterior. Este esquema resuLta ser idéntico al método decaracteristicas en una reticula.
 El esquema FTBS que hemos presentado hasta este momento se basa en la hi-pótesis de que a > 0. Por lo tanto, para a 0, es necesario cambiar el esquema dediferencias por el esquema de diferencias hacia adelante de forma que se conserve un"esquema progresivo". Si eL signo de a(x, 1) cambia a mitad del dominio, el es-quema se va cambiando de uno al otro. Afortunadamente, los dos casos se puedenescribir en una ünica ecuación como
 U' - U1 - U1 U1 - 2u" += 0 (13.3.9)+ a IaAx
 At 2Ax 2Ax2
 El segundo término es la aproximación por diferencias centrales para u. El terceroes una aproximación por diferencias centrales de - laAxux/2. Podemos interpretar
 Cap. 13 Ecuaciones diferenciales parciales hiperbólicas 497
 Si consideramos el intervalo de tiempo entre y t, + ' la más simple de lasaproximaciones por diferencias de u1 es
 -Ut =
 At(13.3.6)
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 el esquema FTBS como el uso de la aproximación por diferencias centrales de u , su-mándole en forma artificial la aproximación por diferencias centrales de- JaIAxu/2, que recibe el nombre de term/no de viscosidad numérica.
 Cuando las condiciones iniciales y en la frontera son todas no negativas, la so-lución con este esquema nunca es negativa. Esta propiedad es importante por Iarazón obvia de que, si mediante Ia ecuación se representa el transporte de materialreal, la solución nunca debe ser negativa.
 A continuación investigamos Ia estabilidad de este esquema por medio del aná-lisis de estabilidad de Fourier, el cual presentamos en La sección 12.3. En el análisisde estabiLidad de Fourier, aL término no homogéneo se Le asigna el valor de cero. Enun dominio infinito desarrollamos la soluciOn en una serie de Fourier. Si considera-mos sOlo un componente de Fourier a La vez, podemos escribir La soluciOn de IaecuaciOn como
 = G exp (ijit/k)
 o, en forma equivalente,
 u = G exp (ijO) (13.3.10)
 con
 O=it/k, k= ±1, ±2, ±3,..., ±
 G = G( 0) es eL factor de amplificaciOn (generaLmente una funciOn compleja de 0),j = 1, k es la longitud de onda en términos del nümero de intervalos de LaretIcula. Puesto que la magnitud minima de k es 1, la maxima magnitud de 0 es 71,por Lo que it 0 it. Sustituimos La ecuación (13.3.10) en (13.3.8) y dividimosentre exp (ijO) para obtener
 G = 1 - y(l - (13.3.11)
 Figura 13.5 Efecto de -y sobre el factor de amplificación de FTBS
 Im Im Im
 Re
 Estable Neutral Inestable(Estable)
 (Los factores de amplificaciOn se encuentran sobre los circulosgruesos)
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 Podemos examinar la dependencia de IG(0)j con respecto a 'y graficando êstaen el piano complejo, como se muestra en ia figura 13.5. Se observa que si 'y s 1, iacurva que representa a G se encuentra dentro o en el cIrculo unitario, lo que indicaque el factor de amplificaciôn nunca excede a Ia unidad para todos los valores de 0.AsI, el esquema es estable si 'y 1. Sin embargo, si y > 1, está por fuera del circulounitario, por lo que el esquema es inestable.
 Euler hacia adelante en el tiempo y diferencia centralen el espacio (FTCS,por sus siglas en ingles)
 En este caso, se utiliza Ia aproximación por diferencias centrales en el espacio paraaproximar a u:
 ur, -ux =
 2Ax
 AsI, La ecuación en diferencias es
 ui" + 1) = - (u 1 - u1 )2
 El factor de amplificaciOn G de esta ecuación es
 G= 1 _(ei0_e_i0)
 = 1 - yj sen (0)
 dondej = J- 1. Su magnitud es
 (n+1) (n+1)vU U1 U_1
 2Ax
 (13.3. 12)
 (13.3.13)
 (13.3.14)
 Gj = JGG = + y2sen2 0 1 para toda 0 (13.3.15)
 Asj, este esquema siempre es inestable.La ecuación (13.3.13) es idéntica ala (13.3.9), excepto que el tercer término de
 esta ültima no aparece en Ia primera. Esto indica que el tercer término de (13.3.9)juega un papel importante en Ia estabiLización del esquema progresivo de primerorden.
 Euler hacia atrás en el tiempo y diferencias centralesen el espaclo (BTCS, por sus siglas en ingles)
 Con la aproximación de Euler hacia atrás en el tiempo, se utiliza la aproximaciónpor diferencias cent rales en el espacio para el instante n + 1:
 (13.3. 16)
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 Escribimos la aproximación por diferencias de la ecuación (13.3.1) como
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 a) El esquema FTBS, que también recibe el nombre de esquema exp/Icito progresivode primer orden, es estable si 'y el nümero de Courant es menor o igual que 1.
 (n+1)_u+1) + + = u72
 '
 El lado izquierdo de esta ecuación tiene tres incOgnitas. Mediante la condiciOn en lafrontera izquierda, la ecuaciOn (13.3.17) para i = 1 es
 ur' + = u + (13.3. 18)
 Cuando a> 0, el término u11 (para la ecuaciOn con i = I) no estã dado a priori.Por lo tanto, es necesaria una condiciOn artificial de frontera para u1 + . Aunqueexisten varios esquemas alternativos para las condiciones artificiales, un método quese utiliza con frecuencia es el de extrapolar u1 + 1 desde adentro [Yee/Beam/War-ming] en Ia forma siguiente:
 uj+1 = 2u - u1_1
 Utilizamos esta ecuaciOn para escribir (13.3.17) para i = I como
 (n + i)yu1_1 + (y + 1)u,"1 = U'
 El conj unto de ecuaciories para i = 1, 2.....I forma un conj unto tridiagonal deecuaciones simultáneas.
 El factor de amplificaciOn es
 G- 1
 1 +(eJ0_e_0)
 1
 1 +jysen(0)
 El valor absoluto de G es
 IG=+ y2sen2 9
 Por lo tanto, el esquema es incondicionalmente estable.
 (13.3.17)
 (13.3. 19)
 (13.3.20)
 (13.3.2 1)
 (13.3.22)
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 El esquema FTCS siempre es inestable.El esquema BTCS es incondicionalmente estable.
 13.4 ANALISIS DEL ERROR POR TRUNCAMIENTO
 Los esquemas numéricos para las EDP hiperbôlicas tienen errores que se originande los errores de truncamiento de las aproximaciones por diferencias. Los errores detruncamiento dan cierta naturaleza artificial a Ia soluciôn de un esquema numérico.Para analizar el efecto de los errores de truncamiento, se utilizan las ecuacionesmodificadas, que son ecuaciones diferenciales similares a las EDP hiperbólicas origi-nales. Las ecuaciones modificadas incluyen todos los efectos de los errores de trun-camiento. Se obtienen al sustituir los desarrollos de Taylor por las aproximacionespor diferencias. Tanto las soluciones de Las ecuaciones originales y modificadas sepueden obtener en forma analitica en una reticula con espaciamiento uniforme en undominio infinito. Asi, se pueden comparar los efectos de los errores de truncamientomediante la comparación de las dos soluciones analiticas.
 Primero examinamos el esquema FTBS obtenido en la sección anterior:
 - ur + y[u" - u1] = 0 (13.4.1)
 Los desarrollos de Taylor de = u(x1, t+) y u1 u(x,_1, t) en torno dex= xl y t = t,, son, respectivamente,
 At2u ' = u + Atu, + u, +" (13.4.2)
 Ax2= u - Axu +
 2u -. (13.4.3)
 donde u sin indice superior denota a u u(x,, t) y U, y u son derivadas parciales deu en (x1, tn). Sustituimos los desarrollos de Taylor en (13.4.1) y obtenemos
 At At2 aAx aAx2Ut + Utt + Urn + [aux - 2 +
 6- = 0 (13.4.4)
 No es posible analizar Ia ecuaciôn (13.4.4) en su forma original debido a queincluye derivadas de orden superior tanto en t como en x. AsI, la transformamos enuna EDP de primer orden con respecto a t eliminando todas las derivadas de ordenmayor o igual que dos con respecto a t.
 En general, una ecuación dada por
 u + A2u + A3u11 + + B1u + B2u + B3u + 0 (13.4.5)
 con B1 = a se puede transformar en
 u + c1u + c2u + c3u + c4u + = 0 (13.4.6)
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dondeC1 = B = a
 = B2 + a2A2
 c3 = B3 + 2aA2B2 + a3(2A - A3)
 c4 = B4 + A2B + 2aA2B3 + 6a2AB2 - 3a2A3B2
 + a4(5A - 5A2A3 + A4)
 En el apéndice F se explica la transformación anterior. Las ecuaciones en diferen-cias, como La (13.4.1) se puede cambiar ala forma de (13.4.6), que recibe el nombrede ecuación modificada.
 Si aplicamos la reLación entre Las ecuaciones (13.4.5) y (13.4.6) a (13.4.4), laecuación modificada es
 aAx aAx2U + au - 2 (1 - y)u +
 6(2y2 - 3y + 1)u + = 0 (13.4.8)
 donde
 aAx2
 aAx2 2
 63y+l)
 La ecuaciOn modificada (13.4.8) es una ecuaciOn diferenciaL que representa a laecuación en diferencias del esquema FTBS en este análisis. Si comparamos Laecuación (13.4.8) con (13.3.1), vemos que todos los términos distintos del primerQson causa de Los errores de truncamiento.
 Buscamos entonces, en un dominio infinito, la soluciôn analItica de (13.4.8) dela forma
 u(x, t) = f0(t) exp (jxO) (13.4.9)
 dondej =. J- 1 y 0 tiene el mismo significado definido después de la ecuación (13.3.10)y es una constante relacionada con la frecuencia de un componente de Fourier en elespacio. Sustituimos La ecuación (13.4.9) en (13.4.6) para obtener
 f0(t) + [jaG - c202 jc303 + c404 + . . ]f0(t) = 0 (13.4.10)
 donde c1 = a. Una soLución analitica de (13.4.10) es
 f0(t) = f(0) exp (jaUt + c202t + jc3O3t - c404t + (13.4.11)
 (13.4.7)
 502 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE

Page 523
                        

Cap. 1 3 Ecuaciones diferenciales parciales hiperbólicas 503
 donde f0(0) queda determinado por una condición inicial. La solución general de(13.4.8) es la suma de (13.4.11) para todos los valores posibles de 0 (o, más precisa-mente, es una integral con respecto de 0 desde -it hasta it), pero solo estamosinteresados en (13.4.11) para un valor de 0 ala vez.
 Podemos expresar Ia ecuaciOn (13.4.11) como
 f0(t) = fe(o)exp(_ja0t)exp(c202t)exp(Jc303t)exp(_c404tY (13.4.12)
 [Ander-on et al.]. Por otro lado, Ia soluciôn exacta de (13.3.1) es
 f0(t) = f(0) exp (ja0t) (13.4.13)
 AsI, todos los términos exponenciales excepto el primero de Ia ecuaciOn (13.4.12)son causa de los errores de truncamiento.
 Analizaremos ahora los términos exponenciales de (13.4.12). Sic2 > 0, else-gundo término exponencial, exp (c202t), crece con el tiempo; es decir, el esquema sevuelve inestable. El valor absoluto del tercer término exponencial, exp (jc3O3t), nocambia con el tiempo puesto que es imaginario. Sin embargo, si el tercer términoexponencial se combina con el primero, el producto es
 exp (ajO) exp (jc3O3t) = exp [j(a - c302)Ot] (13.4.14)
 lo que significa que la velocidad de la onda en Ia soluciOn numérica es a - c302 envez de a. En la solución exacta, la velocidad de la onda a es independiente de 0. Ladependencia de la velocidad de la onda con respecto de 0 es provocada por la terce-ra derivada en el error de truncamiento. Mientras mayor sea el valor de 0, más seretarda o adelanta la rapidez de la onda en la soluciOn numérica. El efecto de unavelocidad variable de onda se llama error de perturbación y provoca la oscilaciOn dela soluciOn numérica, particularmente en donde la soluciOn tiene un cambio espacialpronunciado, como en un choque.
 El término de cuarto orden exp (c404t) es creciente o decreciente con respec-to al tiempo, segOn c4 <, o c4 > 0, respectivamente. El efecto combinado de lostérminos c2 y c4 se expresa como
 exp [(c2 - c402)02t] (13.4.15)
 Si c2 = 0, entonces c4 determina la estabilidad: el esquema es estable si c4 > 0, einestable Si c4 < 0. Si c2 < 0 y c4 ? 0, el esquema es estable. Si c2 < 0 pero c4 < 0,el esquema es est able si c21 > 1c41m2,
 en donde utilizamos el hecho de que el máximode 0 es igual a it, puesto que 0 está acotada por -it Siempre se satisfacela condición de estabilidad si At decrece. Si c2 > 0, el esquema es inestable inclusosi c4 > 0, puesto que c2 - c402 es positivo para valores pequenos de 02.
 Concluimos que el esquema FTBS es inestable para y > 1 puesto que el térmi-no c2 definido después de (13.4.8) es positivo para y > 1. Sin embargo, cuando y = 1,
 c3 se anula, por lo que no hay error de perturbaciOn. Para -y < 1, el esquema es es-
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 table, pero con una desventaja significativa. Es decir, el segundo término exponen-cial de (13.4.12) amortigua Ia solución: ésta tiende a cero cuando aumenta el tiempo.El mismo efecto aparece cuando aumenta la distancia que recorre una onda. Puestoque la solución exacta dada por (13.4.3) no tiene tal término, el efecto de amorti-guamiento de c2 negativa es el efecto dcl error de truncamiento de La ecuación en diferencias, que recibe el nombre de amortiguarniento numérico o efecto numéricode viscosidad de segundo orden. También una c4 tiene un efecto de amortiguamientoIlamado efecto nuinérico de viscosidad de cuarto orden. Ambos efectos de viscosi-dad amortiguan más las ondas de las frecuencias espaciales altas, que lo que amorti-guan las ondas de frecuencias bajas. Al aumentar la frecuencia espacial de la onda, elefecto de amortiguamiento de cuarto orden crece más rápidamente que ci efectode segundo orden, puesto que el primero es proporcional a 0 en el término expo-nencial, mientras que el segundo es proporcional a
 tin anáiisis similar de BTCS da como resultado Ia siguiente ecuación modifica-da:
 u + au - a2Atuxx + a(A)2 + a3L\t3 (13.4.16)
 Esta ecuaciOn indica que el esquema es incondicionalmente estable, pues c2 =_a2Lt <o, pero tiene errores de perturbaciôn pues c3 > 0 siempre.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Se analizan los efectos de los errores de truncamiento, transformando unaecuaciOn en diferencias a una ecuación modificada.El esquema es estable si c2 0. Si c2 = 0, entonces es necesario que c4 > 0 paraque haya estabilidad. El valor de c1 no tiene efecto sobre la estabilidad, pero pro-voca errores de perturbaciOn.Un valor positivo de c4 tiene efectos fuertes de amortiguamiento en Las ondas defrecuencias espaciales altas.
 13.5 ESQUEMAS DE ORDEN SUPERIOR
 Esquema de Lax-Wendroff
 En este caso consideramos
 u, + au = 0 (Hacemos s = 0 para simplificar la exposición.) (13.5.1)
 El desarroilo de Taylor de u 1) en tomb a x, y (,, es
 = + t(u)7 + At2(u)7 +
 = - aAt(u)7 + a2At2(uxx)7 + (13.5.2)
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2
 U" 1) = ur - (u - u 1) + - (u - 2u + u 1)2 2
 j
 dondey = aAt/Ax
 (13.5.3)
 La ecuación (13.5.3) es un esquema expilcito que recibe el nombre de esquema deLax- Wendroff.
 El error de truncamiento del esquema de Lax-Wendroff proviene de doscausas: 1) el truncamiento del desarrollo de Taylor después de la segunda derivada, y2) las aproximaciones por diferencias centrales para u y u. El orden del error detruncamiento del desarrollo de Taylor de ur4 1) es At3, el orden del error de Ia apro-ximación por diferencias centrales de u es AtAx2, y el de u es At2Ax2.
 El factor de amplificaciôn del esquema de Lax-Wendroff es
 G= 1 y2[1 cos(0)] jysen(0) (13.5.4)
 El esquema es estable Si 0 y 1.Cuando y = 1, el esquema se reduce a (fl +1) = u2 1y es exacto.
 La ecuaciOn modificada es
 u, + au - aAx2(1 - y2)u + aAxy(1 - + = 0 (13.5.5)
 Esta ecuación indica que el error de truncamiento del esquema de Lax-Wendroff seanula si y = 1. En el caso y < 1, el error principal de truncamiento es la tercera den-vada con coeficiente positivo. AsI, el esquema tiene una precisiOn de segundo orden. Lamagnitud de cada término del error aumenta cuando At decrece, pero Ax está fijo(y tiende a 0). El esquema es estable para y < 1, puesto que c4, el coeficiente del tér-mino de la cuarta derivada, cumple que c4> 0, aunque el término de la derivada desegundo orden se anule.
 Esquema de MacCormack
 Este esquema es
 1) = u - y(u 1 -(13.5.6)
 + 1) = + + 1) - y(ü + 1)
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 de donde hemos eliminado u, mediante la ecuación (13.5.1) y u mediante
 u = au = a2u
 Si truncamos despuês del término de segundo orden de (13.5.2) y aplicamos lasaproximaciones por diferencias centrales para u y u- obtenemos
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 La primera ecuación es un predictor y la segunda, un corrector. Para el tipo deproblemas lineales considerados aquI, se puede eliminar el predictor, sustituyendo laprimera ecuación en Ia segunda, de forma que el esquema de MacCormack quedeidéntico a! esquema de Lax-Wendroff. La ecuaciOn modificada y el criterio de esta-bilidad son iguales a los del esquema de Lax-Wendroff.
 Esquema progresivo de tercer orden
 Podemos aproximar la derivada con respecto al espacio mediante la aproximaciónpor diferencias exactas de tercer orden dadas por
 I 2u+1 + 3u - 6u_1 + u1_2a si a>O
 a(uX)L =6Ax
 que se pueden escribir juntas en la forma
 u2 + 6u11 - 3u - 2u_1a sia<O
 6Ax
 u+2 + 8u+ - 8u_1 + u_2a(uj1 = a
 l2Ax
 + al
 u + aI 2Ax
 - 4u1 + 6u, - 4uL_1 + u_2l2Ax
 (13.5.7)
 [Kawamura; Kawamura/Kuwahara; Leonard]. Se puede demostrar que si se de-sarrolla cada término en su serie de Taylor, el lado derecho de (13.5.7) se puedeescribir como
 a(u) + 112 + (13.5.8)
 En esta ecuación, ci primer término es igual al lado izquierdo de (13.5.7) y el Segun-do es el error de truncamiento, el cual es proporcional a Ax3 y también a la cuartaderivada de u.
 Por medio de (13.5.7), podemos escribir una aproximación por semidiferen-cias de (13.5.1) en la forma
 u+2 + 8u+1 - 8u_1 + u_2
 - 4u1 +6u, - 4u_1 + u_2+lal =0
 1 2Ax(13.5.9)
 La ecuación (13.5.9) no tiene error de perturbaciOn debido a un término de terceraderivada.
 Podemos hacer discontinua completamente a la ecuaciOn (13.5.9), sustituyen-do los esquemas de Euler hacia adelante o hacia atrás, o el esquema de Crank-Nicoison, para u,.

Page 527
                        

Cap. 1 3 Ecuaciones diferenciales parciales hiperbólicas 507
 Con el esquema de Euler hacia adelante con respecto al tiempo, se obtiene unesquema explicito que se escribe en la forma
 u +1) = + At[ - a - u2 + 8u1 - 8u 1 + u22
 u2 - 4u1 + 6u - 4u11 + u2- al 1 2Ax
 l2Ax
 Para estudiar los efectos de los errores de truncamiento en el esquema explicito, cal-culamos la ecuación modificada. Utilizamos los desarrollos de Taylor en (13.5.10)para obtener
 At At2 1
 6=0 (13.5.11)
 en donde también utilizamos Ia ecuación (13.5.8). Eliminamos las derivadas de or-den mayor o igual que dos con respecto a t segün el algoritmo descrito en la see-ción anterior y obtenemos
 5a3 At2 "lalAx3 a4At3'u + au + a2Atu +
 6U) + (\
 12+ )u + = 0 (13.5.12)
 El término principal del error de truncamiento es (una derivada) de segundo orden ytiene signo positivo, por lo que el esquema global con base en el esquema de Eulerhacia adelante se reduce a un esquema con una precision de primer orden. El térmi-no de segundo orden con signo positivo tiene un efecto antidifusivo que provoca lainestabilidad del esquema, a menos que dicho efecto se haga más pequeno queel efecto del error de truncamiento de cuarto orden. Sin embargo, al disminuir At, loserrores de segundo y tercer orden tienden a cero, por lo que se pueden hacer tan pe-quenos como se quiera, con el costo de utilizar un At muy pequeno.
 Si se utiliza la diferencia de Euler hacia atrás con respecto del tiempo, el es-quema se convierte en implIcito:
 (n+1) + 8u"1' - 8u + u'211+1u' + al2Ax
 (n+ 1)u+2 - 4u' + 6Ur' - 4ut +- al l2Ax
 (13.5.10)
 - u (13.5.13)
 El conjunto de ecuaciones simultâneas debe resolverse mediante un esquema penta-diagonal en cada intervalo de tiempo. El esquema implIcito es incondicionalmenteestable. El análisis de la ecuación modificada revela que el término principal delerror es de segundo orden, al igual que en la versiOn explIcita de Euler hacia adelante(pero de signo opuesto). Los términos del error de segundo y tercer orden se pueden
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 hacer decrecer utilizando un At, pequeno, pero en ese caso desaparece el beneficiodel uso de un esquema implIcito.
 Un esquema explicito con precisiOn de segundo orden con respecto a! tiempo sebasa en ci predictor de Adams-Bashfort y se escribe como [Kawamura]
 donde F,1 es Ia aproximaciOn por diferencias de tercer orden para au. Debido a LaprecisiOn de segundo orden con respecto al tiempo, La ecuaciOn modificada de(13.5.14) no incluye el término u(el cual es la causa del efecto antidifusivo con res-pecto al tiempo del esquema de Euler hacia adelante). Por lo tanto, la ecuaciOn(13.5.14) es más estable que (13.5.13).
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Los esquemas de Lax-Wendroff y MacCormack tienen una precision de segundoorden. Dicha precisiOn es la mejor cuando 'y = 1. Por lo tanto, la precisiOn dismi-nuye incluso al disminuir At, a menos que también decrezca Ax.El esquema progresivo de tercer orden tiene una precisiOn de tercer orden conrespecto al espacio, pero las diferencias de Euler hacia adelante o hacia atrãs enci tiempo introducen errores de segundo orden. Sin embargo, se puede hacer máspequena La magnitud de los errores de segundo orden utilizando un At indepen-diente de Ax.
 13.6 ESQUEMAS DE DIFERENCIAS EN LA FORMA CONSERVATIVA
 En Las secciones anteriores analizamos las ecuaciones en diferencias en las formas noconservativas. Con la forma no conservativa, se puede ganar o perder el total de Lapropiedad en todo el dominio en cada intervalo de tiempo debido a los errores nu-méricos, y tales efectos se pueden acumular con el paso del tiempo. Si se escribe unaecuación en diferencias en la forma conservativa, La suma de Las ecuaciones con res-pecto al espacio satisface La conservaciOn de La propiedad en todo el dominio.
 Para analizar el concepto de La forma conservativa de una EDP hiperbólica,consideremos el flujo de un fluido incompresible en un tubo recto con secciOn trans-versal constante. La ecuaciOn de continuidad es
 u" 1) - u+ - 1)] = 0
 At(13.5.14)
 p(x, t) + f(x, t) = 00x
 (13.6.1)
 dondep(x, t) es La densidad del fluido,f(x, t) = u(x, t)p(x, t) esla razOn de flujode masa por unidad de area transversal y u(x, t) es la velocidad del fluido. La
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 ecuaciOn (13.6.1) representa Ia conservaciOn de Ia masa. Si integramos La ecuacióncon respecto del espacio, desde x a hasta x = b, obtenemos
 dr- [f p(x, t) dx] = f(a, t) - f(b, t)
 Con La hipOtesis de area transversal unitaria, el lado izquierdo es La razón de cambioen La masa total en a < x < b, el primer término de La derecha es La razón de flujo demasa que entra por x = a, y el segundo término es el anãlogo que sale por x = b.Asi, la ecuaciôn (13.6.2) representa La conservación de La masa en a < x < b.
 Podemos escribir de otra forma La ecuaciOn (13.6.1), después de sustituirf = u(x, t)p(x, 1) y derivar en el segundo término:
 p(x, t) + p(x, t) u(x, t) + u(x, t) p(x, t) = 0 (13.6.3)
 La ecuación (13.6.3) es matemáticamente equivalente a (13.6.1), pero de esta formano se puede explicar de manera inmediata la conservación de La masa, por lo que sepierde el significado fisico de Ia conservación. Asj, diremos que (13.6.3) es una for-ma no conservativa y (13.6.1) es una forma conservativa.
 Las diferencias entre estas dos formas son importantes para Las ecuaciones endiferencias de Las EDP. La forma conservativa de una ecuación en diferenciassiempre se puede escribir como
 (n+1) (n)Pi P
 At Ax
 donde g + (1/2) es una aproximaciOn numérica def en x + (1/2) y generaLmente es unafunción def, + i yf1. Existe Libertad en La elecciOn de La forma particular de g + (I/2)Por ejemplo, si
 _ft+1 +f2
 entonces el segundo término de (13.6.4) se reduce a
 Pi Pi(n+1) (n)
 =0At 2Ax
 que es una aproximación por diferencias centraLes; sin embargo, es inestable.Como otro ejemplo, g + (1/2) se puede escribir como
 = (J+ +J) - a+j(u1+1 - u.) (13.6.7)
 (13.6.2)
 (13.6.4)
 (13.6.5)
 (13.6.6)
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 donde
 f+1 fia1+I =
 2
 Con esta elecciOn, la ecuación (13.6.4) queda como
 (n+1) (n)pi Pi +J:i+iJ:ii
 At 2Ax
 Ia+u+i + (a+l + a. kl)U. -t21+ -o2Ax
 Ejemplo 13.3
 Escriba a aproximación por diferencias en forma conservativa, que seaexplicita de primer orden con respecto aI tiempo y con una aproximación por di-ferencias progresivas de tercer orden con respecto al espacio, para Ia ecuación
 u(x, t) + [a(x)u(x, t)] = 0
 (Soluciôn)
 La aproximaciOn explicita por diferencias con base en Ia diferenciaciOnprogresiva de tercer orden se puede escribir de Ia forma siguiente:
 - u' -At
 +Ax
 =0 (A)
 Podemos interpretar a! ültimo término como un término de viscosidad numérica.En la ecuación (13.6.4), g recibe el nombre de flujo numérico ya que como lo
 muestra La ecuaciOn (13.6.7) consta de un flujo de masa y un término artificial queda como resultado un efecto de viscosidad.
 La razOn por la que (13.6.6) está en forma conservativa es obvia: sumamos(13.6.4) para I = j, j + I .....k y reagrupamos para obtener
 Ax pfl+l) - Ax p = At(g - (13.6.9)
 El lado izquierdo es el cambio de La masa total en [X1_(i/2), Xk + (1/2)] entre el tiempot,, ' t, + . El primer término del lado derecho es el flujo total de la cantidad numéri-ca en Xk + (1/2) en At; el segundo término es su análogo en XJ_(i/2). La Ccuación(13.6.9) indica que la masa total en la porción del tubo considerada, está determina-da por el flujo numérico en Los dos extremos. Si Las condiciones en la frontera paralos flujos numéricos en los extremos son iguales precisamente al flujo de masa, laecuación (13.6.9) mantiene el balance de masa en el tubo. Es importante observarque si ci esquema numérico está en forma conservativa, La elecciOn particular de unaaproximación numérica no afecta Ia masa total.
 (13.6.8)
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 Las ecuaciones en diferencias pueden pasar a La forma no conservativa por Va-rias razones. Una de las causas principales de que surja la forma no conservativa esLa de obtener Las ecuaciones en diferencias a partir de una forma no conservativa deLa EDP. Las ecuaciones en diferencias obtenidas de esta manera no se pueden escri-bir como (13.6.4). Un ejemplo de forma no conservativa es La aproximaciôn pordiferencias progresivas (FTBS cuando u > 0). Si u cambia de signo positivo a nega-tivo entre dos puntos consecutivos de la reticula (digamos, i e i + 1) Las ecuacionesen diferencias son
 y
 donde G es un flujo dado por
 (au)2 + 7(au) + 7(au) - (au)1G11=
 l2Ax
 (IaIu)2 - 3(IaIu)i + 3(IaIu)" - (IaIu)i1 2Ax
 La ecuación (A) se reduce ala ecuación (13.5.9) si a = constante.
 (n+1) (ii) (n)- +u.p -
 = 0, U1 >0At Ax
 (n+ 1) (n) (n) (n)P+i Pt+i + u+2P+2 - U+iP1+1 = 0, <0At Ax
 Al sumar Las ecuaciones (13.6.10) y (13.6.11), no se cancela el flujo en La interfaseentre los puntos i e I + 1 de La reticuLa, por lo que no se cumpLe La conservación.
 También puede surgir una forma no conservativa cuando el análisis geométri-co no es el apropiado. Consideremos La ecuación
 A(x)p(x, t) + A(x)u(x, t)p(x, t) = 0 (13.6. 12)
 que es una ley de conservación de un flujo unidimensional COfl areas transversalesvariables y donde A (x) es el area de La secciôn transversal en x. Si diferenciamos el se-gundo término obtenemos
 A(x) p(x, t) + A(x) u(x, t)p(x, t) + A(x)u(x, t)p(x, t) = 0 (13.6.13)at
 Podemos entonces escribir, por ejemplo, una aproximaciOn por diferencias de (13.6.13)de La manera siguiente
 1) (n) (n) (fl)/2)
 (n)
 A(x1)P1 + A(x1)
 U+(1/2), j+(1 - i-(1/2)Pi-(1/2) + (Aj1u )ph1) = 0 (13.6.14)At Ax
 Cuando se sumen las ecuaciones para Los puntos consecutivos de La reticula, no secancelan Los términos del flujo, por lo que (13.6.14) no cumpLe Con La conservaciOn.
 En La soLuciôn real de una EDP hiperbôLica, se utiLizan tanto La forma conser-vativa como La no conservativa. Es frecuente que se utilice una forma no conservati-
 (B)
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 va para que el algoritmo de soluciôn sea más sencillo. Sin embargo, se preferirásiempre que sea posible Ia forma conservativa.
 RESUMEN DE ESTA SECCION
 Se utilizan tanto la forma conservativa como la no conservativa de las ecuacionesen diferencias, pero Ia primera es Ia más recomendable.Las ecuaciones en diferencias conservativas se obtienen a partir de una EDP hi-perbOlica en forma conservativa.Las ecuaciones en diferencias con forma conservativa siempre se pueden escribircomo la ecuación (13.6.4).
 13.7 COMPARACION DE LOS ESQUEMAS MEDIANTE ONDAS DE PRUEBAS
 Un eficaz método para analizar el desempeño de un esquema es el de resolver proble-mas de prueba. AquI resolveremos Ia ecuaciôn
 ut+ux=ocon las condiciones iniciales de una onda cuadrada. La solución exacta de laecuación para cualquier tiempo tiene La misma forma cuadrada de la distribuciôninicial, pero la localizaciôn de Ia onda avanza de manera continua con velocidad uni-taria.
 Durante las pruebas, el espacio en la reticula es Lix = 0.1 y el tamaño del inter-valo de tiempo Lit = pLix es Lit = p = 0.01. La figura 13.6 muestra los resultados delos cálculos para la onda cuadrada de los siguientes esquemas numéricos:
 FTBS
 Lax-WendroffExplicito progresivo de tercer orden
 La soluciOn numérica mediante el esquema FIBS nunca toma valores negativos, nitampoco presenta un comportamiento oscilatorio. Sin embargo, la onda tiende a ex-panderse y aplastarse al viajar. La altura de la onda es cada vez menor y su anchocada vez mayor.
 En el esquema de Lax-Wendroff hay menos efectos de aplastamiento de las on-das con respecto del esquema anterior, pero tiene un comprtamiento oscilatoriosignificativo, que corresponde al error de perturbación asociado al término de tercerorden del error de truncamiento. Esta tendencia aumenta al tender 'y a 0.
 Con el esquema progresivo de tercer orden, se mantienen mejor la altura y elancho de la onda cuadrada. Sin embargo, las alturas de la onda se vuelven negativasen el inicio y final de cada onda. Esta tendencia de oscilación en torno a un cambiodrástico de La soluciOn se debe aL error de perturbaciOn. El esquema de flujo corregi-do de la sección 13.9 se aproxima mejor a la onda viajera que los ejemplos dados enesta secciôn.
 13.8 ESQUEMAS NUMERICOS PARA EDP HIPERBOLICAS NO LINEALES
 Las EDP hiperbólicas no lineales se pueden escribir en la forma conservativa
 , + F = 0 (13.8.1)
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 U
 U
 U
 Progresivo explIcito de primer orden (FTBS)
 Lax-Wendroff
 Progresivo explicito de tercer orden
 Figura 13.6 Simulaciôn numérica de una onda cuadrada que se mueve con velocidad constante a
 donde F = F(u) es una funciOn lineal de u. Podemos también escribir (13.8.1) enforma no conservativa:
 ur+ ux=O (13.8.2)
 Esquema de Courant-Isaacson-Rees
 El esquema FTBS no funciona en su forma original para el caso de una EDP no li-neal hiperbOlica. Sin embargo, se han desarrollado esquemas similares a los FTBSpara EDP hiperbólicos lineaLes, los cuales satisfacen los siguientes criterios:
 F es aproximado mediante diferencias centrales.Se agrega un término de difusiôn numérica.Las ecuaciones en diferencias están en La forma conservativa.
 Los esquemas de Courant-Isaacson-Rees y de Lax-Friedrich se ubican dentrode esta categoria. El primero está dado por
 = - k(' fr2(lI2))J i+(1/2) (13.8.3)
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 donde k = At/Ax y, omitiendo los indices superiores (x) de F y u.
 1
 ft+ = + F11 - a1+k(u+i - uj]
 - F1a1+ Ui+i Ui,
 0,
 Si eliminamos f1+i, la ecuaciOn (13.8.3) se transforma en
 AtU'1 = U1- 2Ax
 (F11 - F_1)
 At[- F1 - F1 sign (u11 - U1)
 - 2Ax
 + IF1 - F1_ sign (U1 - Ui_ )]
 El ültimo término de esta ecuación es el correspondiente a la difusiôn numérica.
 Esquema de Lax-Wendroff
 La deducciOn de este esquema para el caso de las EDP hiperbólicas no lineales esesencialmente la misma que para la version lineal: se parte del desarrollo de Taylorde U'
 At2ur 1) = u" + At(U,)" +
 2(u,,)' +
 La u de la ültima ecuación se elimina medianté (13.8.1), en tanto que u,1 se eliminade la manera siguiente:
 Al derivar F con respecto de I obtenemos
 F, = Fu, = Au, (13.8.7)
 donde A = F. Si eliminamos u1 de la ecuaciOn (13.8.7) mediante (13.8.1), obtene-mos
 F, = - AF (13.8.8)
 Al derivar (13.8.1) con respecto a I se obtiene
 1 - u,
 Si U+1 - U1 = 0
 (13.8.4)
 = - F, = - F, = - AF3x 8x
 (13.8.5)
 (13.8.6)
 (13.8.9)
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 Al eliminar u y u1, de (13.8.6) se obtiene el esquema de Lax-Wendroff:
 AtU(n + 1) = u - (F - F2 )
 2Ax
 1 (At\2+ )
 [A1 (F'? 1 - F) - A(l/2)(F - F'1)] (13.8.10)Axj
 el cual también se puede escribir en la forma
 1) = -. k( i'(n) - f(1/2))J i+(1/2)
 dondefrecibe el nombre deflUjo nUmérico y se define como
 - 1 + - kA" (F 1 - F")]i i+(1/2)
 = + F21 - kA(i/2)(F7 - F 1)]
 donde k = At/Ax.
 Esquema de MacCormack
 El esquema de MacCormack Lyon Lavante/Thompkins] para una EDP no lineal estádado por
 (13.8.11)
 (13.8. 12)
 donde la primera ecuación es el predictor, La segunda es el corrector y
 F, = F(ü"')
 Como se vio en un análisis anterior, este esquema tiene el mismo orden de precisionque el esquema de Lax-Wendroff, pero es más fácil de usar puesto que se evalüan enforma directa los valores de F.
 Esquema impilcito de Beam-Warming
 Este esquema empleado en la ecuaciOn (13.8.1) parte del esquema modificado deEuler y La aproximaciOn por diferencias centraLes con respecto al espacio:
 At1) - = [F" 1) - F1T11 + - F ]
 4Ax j+1 - i+1 (13.8.14)
 Atjjn + 1) = i4" - - (F"Ax i+1 F")
 ii At - (13.8. 13)
 + 1) -21
 I u + jj(1n + 1) - (F1Ax
 - F1 - i)]
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 En la ecuación (13.8.14), Fr±11 son funciones no lineales de las incógnitasAsj, las desarrollamos en series de Taylor
 1) = + \tA5u1 +
 donde
 5u1 = u"' -0F (n)
 =
 Sustituimos (13.8.15) y (13.8.16) en (13.8.14) para obtener
 (n + 1)ui±1
 &A_1u_1 + += 2Ax
 [F1 - F1] (13.8.17)
 donde omitimos los indices superiores de las A1 para simplificar, pero están evaluadosen u. El conjunto de las ecuaciones (13.8.7) se resuelve para todos los puntos enforma simultánea mediante el esquema tridiagonal. El requerimiento sobre la condi-ción numérica de la frontera derecha, se satisface de igual forma que como se descri-be en el esquema implicito de la sección 13.3.
 La estabilidad lineal de este esquema es neutra. Sin embargo, La no linealidadde la ecuación provoca con frecuencia La inestabilidad, de forma que una prácticacomün es la de añadir un término de viscosidad numérica de cuarto orden:
 tA_1u_1 + + tA+1öu+ r(n) - F1]2zxL 1+1
 AX4(ui_2 - 4u1 + 6u 4u1 + u2)
 en donde el ültimo término es el de viscosidad numérica de cuarto orden y E es elcoeficiente artificial de viscosidad.
 13.9 ESQUEMAS DE FLUJO CORREGIDO
 Las pruebas de la secciOn 13.7 muestran que la difusiOn numérica y el error de per-turbaciôn son problemas importantes inherentes a los esquemas numéricos para lasEDP hiperbólicas. La positividad de la soLuciOn se ye violada por los efectos de per-turbación de Los términos truncados. En general, si se utiliza un esquema de ordenalto, se reduce la difusión numërica pero surge el error de perturbación. Por otrolado, La supresiOn del error de perturbación implica un aumento del efecto de la vis-cosidad numérica (0 difusión numérica). AsI, es imposible suprimir la difusión numé-rica y eliminar Los errores de perturbaciôn al mismo tiempo en un ünico esquema dediferencias [Oran y Boris].
 (13.8.15)
 (13.8.16)
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 Para mejorar La solución, se han propuesto muchos esquemas con distintosnombres, entre Los cuales se encuentran el esquema deflujo corregido y el esquemade disminuciOn de La variación total (DVT) [Yee; Yee/Warming/Harten; Nittmann;Book/Boris/Zalesakj. El principio fundamental de estos esquemas es el uso de unesquema de orden bajo en el que haya riesgo de osciLación, pero utilizando tambiénun esquema de orden alto, siempre que el efecto del error de perturbaciôn no sea tangrande como para provocar La oscilación. En cada intervalo de tiempo, se calculantanto una soluciôn de orden bajo (con una viscosidad numérica de segundo orden)como una de orden alto (sin el efecto de la viscosidad numérica de segundo orden);se obtiene finalmente La solución para ese intervalo de tiempo mezclando los resulta-dos de ambos cãlculos.
 Explicaremos ci esquema de flujo corregido para una EDP hiperbOlica dada enforma conservativa por
 u+F=O (13.9.1)
 El esquema consta de dos partes: La primera es un esquema numérico de primer or-
 den dado porAtn+l) = (n) (n)
 Ax g/2)
 donde g es un flujo numérico. Si utilizamos el esquema de Courant-Isaacson-Rees enesta parte, escribimos a g(1/2) comocomo I(n) [F" += i+ 1 a+I(u 1
 =F, + 1 F,
 Si u'2 1 - 0(n) (n)ui+ iui
 0, siu1u=0La segunda parte recibe el nombre de proceso de antidifusión y se escribe como
 At(n+i) - (5f± -Ax
 donde of corrige a! flujo y su propósito es el de cancelar ci efecto de La viscosidad (odifusiOn) numérica de Ia primera parte.
 Es dificil determinar en forma analitica La magnitud del efecto de difusiOn quedebe cancelarse ya que, en los problemas reales, el espaciamiento de La reticula y loscoeficientes (tales como la velocidad del fluido y Ia sección transversal de un tubo)cambian con respecto del espacio. A esto se debe que utilicemos un esquema deorden alto, que no tenga efecto de difusión de segundo orden.
 Un esquema de orden alto seria
 1) = ur (G'° - G(1/2))t+(1/2)Ax
 (13.9.2)
 (13.9.3)
 (13.9.4)
 (13.9.5)
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 La diferencia entre el valor de u 1) obtenido mediante el esquema de primer ordeny su valor obtenido mediante el esquema de orden mayor es, en primera instancia, ciefecto de difusiOn numérica de segundo orden. Por lo tanto, para quitar el efecto dedifusión numérica, podemos hacer igual a
 Si elegimos este valor de Of+(i/2) para todos los puntos, entonces la segundaparte simplemente es el esquema de orden alto. Por lo tanto, son necesarios ciertosajustes de 5f de punto a punto. El ajuste es tai que fi+(l/2) no sufre ningün cambiomientras que no haya riesgo de una oscilación ficticia. Sin embargo, si existe riesgode oscilaciôn, entonces debemos reducir o incluso anular el valor de f en ese inter-vaio. El algoritmo con base en este concepto está dado por
 (n+1) (n+1)'= S máx{0, mIn [S(u+2 - , ü')]} (13.9.7)
 cOn
 = (n)- i+(1/2) gI+(l/2)
 (n)- i+(1/2) -'(n+l) (n+1)S=signu1 Ui )
 Para explicar el significado de (13.9.7), supongamos que jnjl) (n+ 1) > 0o, en forma equivalente, la jfl+ 1) es creciente del punto i ai punto i + 1, por lo que S= 1. Entonces la ecuación (13.9.7) toma el valor de
 (n+1)5f + = mm [S(u + 2 + )' k5f +j'S(ü" + 1)
 o bien
 (13.9.9)
 segün lo que sea más grande. Ahora bien, si
 (n+1) (n+1)U+2 U+i <0
 o bien
 ü(n+l) j(n±l) <0
 con 5 = 1.
 (13.9.6)
 (13.9.8)
 (13.9. 10)
 (13.9.11)
 lo cual significa que existe una osciiaciOn y (13.9.8) toma ci valor mãs pequeño de és-tos, pero entonces la ecuaciôn hace ôf1+(1/2) = 0. En otras palabras, si se cumplen(13.9.10) 0(13.9.11), u,oscila, de manera que se hace igual a cero y perma-nece ci flujo calculado mediante el esquema de orden menor.
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 Ejemplo 13.4
 Desarrolle un esquema de flujo corregido para
 u(x, t) + au(x, t) = 0 (A)
 donde a es una constante. Utilice el esquema progresivo de primer orden comoel esquema de orden bajo y el esquema progresivo de tercer orden (ejemplo13.3) como el esquema de orden alto.
 Calcule en forma numérica Ia soluciOn de (A) con a = 1, Ax = 1, At =Y = 0.01, con las condiciones iniciales y en Ia frontera:
 u(0, t) = 0
 u(x, 0) = 1 para lOAx1 x 15Ax1
 pero
 u(x, 0) = 0 para x < lOAx, y l5Ax, < x
 Grafique u para t = 0, t = 100 At y t = 200 AT. Compare los resultados con losde Ia figura 1 3.5, que también son soluciones del mismo problema.
 (Soluciôn)
 a) El esquema de orden bajo se escribe como(n+1) - 1 -
 At Ax -con
 g+= au'El flujo con base en el esquema progresivo de tercer orden está dado por
 G au?2 + 7u1 + 7u' - uJ1
 + Ia- 3u21 + 3u - u1
 2 l2Ax l2Ax
 Si los términos g de (B) se sustituyeran por (C), Ia ecuaciôn (B) seria el esquemaprogresivo de tercer orden (véase el ejemplo 13.3).
 El esquema de flujo corregido es
 = - -donde
 S max {0, mm [S(12 - fri+ S( - i-1)]}y
 = G1+ - g1+3(n+1)
 { 1 si U11
 - 1 si (,1+1) < j(n+l)- ui+1
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 Figura 13.7 SimulaciOn numérica de una onda cuadrada que se mueve avelocidad constante, mediante el método de flujo corregido.
 b) Los resultados de los cálculos se muestran en Ia figura 1 3.7, Ia cual sepuede comparar con los resultados de los métodos progresivos de primer orden,de Lax-Wendroff y progresivo de tercer orden de Ia figura 1 3.6, que también sonsoluciones del mismo problema. La figura 13.7 muestra que el esquema de flujocorregido simula Ia onda viajera mejor que el método progresivo de tercer orden.En Ia figura 1 3.6, las ondas determinadas mediante el método progresivo de ter-cer orden oscilan y tienen valores negativos antes y despuês de Ia onda, peroesta oscilación no aparece en el método de flujo corregido.
 Ut + au
 PROBLEMAS
 13.1) Obtenga Ia ecuaciOn modificada para el esquema FTCS de Ia ecuaciôn (13.3.13).13.2) Elimine el predictor para mostrar que el esquema de MacCormack dado por
 (13.8.13) es idéntico a! esquema de Lax-Wendroff.13.3) El esquema de Lax es
 un+1) = + U) - - U]
 donde y at/Ax.Muestre que su factor de amplificaciôn es
 G = cos (0) jy sen(0), j =
 Grafique G en el piano complejo.Muestre que ei esquema es estable si
 O<y<113.4) Muestre que la ecuaciOn modificada del esquema de Lax del problema (13.3) es
 aAx aAx2
 2(l/y - y)U - (1 - y2)U + = 0
 13.5) Muestre que Ia ecuación modificada para ei esquema BTCS (Euler hacia atrás con
 Método de flujo corregido
 U= 0 t = 1 OOt t = 200t
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 respecto a! tiempo y diferencia central con respecto al espacio) y su factor de amlificaciôn son,respectivamente,
 u + au - a2Atuxx + [Ax2 + a3At2juxxx = 0
 G1 jy sen(0)
 1 + y2 sen2(0)
 13.6) El esquema siguiente recibe el nombre de esquema de Lax- Wendroff de dosfases.Muestre que es idéntico al esquema de Lax-Wendroff original para el caso de una EDP linealhiperbOlica como la cle Ia ecuación (13.3.1):
 Primera fase
 At[2n+(1J2) a- U+(1/2) - (uj i + up)] + - (ui 1 - u'°) = 0
 Ax
 Segunda fase
 1(n+1) (n)\
 a n+(1/2) - 0- uAx LUi+(1/2) i(1/2) -
 13.7) Demuestre que silos valores iniciales y en Ia frontera de u son no negativos, enton-ces [a soluciOn del esquema FTBS es no negativa para y < 1.
 13.8) Se puede escribir Ia ecuación en diferencias de
 U1 + au, = a > 0 y b > 0
 mediante el esquema de Euler hacia adelante con respecto a! tiempo y Ia aproximación por di-ferencias centrales para U\ y u\k. Determine bajo qué condiciones el esquema de diferencias esestable.
 13.9) Utilice el análisis de Fourier para determinar la estabilidad de Ia aproximación pordiferencias de
 dada poru + au = 0, a > 0
 1 +1 3u" - 4u1 + u2- [us" - u] + a
 2Ax= 0
 13.10) Obtenga La ecuación modificada para el esquema de diferencias del problema(13.9).
 13.11) Muestre que el esquema siguiente es una aproximaciOn por diferencias de tipoconservativo para Ia ecuación (13.6.1) y que se basa en el esquema progresivo de tercer Orden:
 (n+1) (n) Jff(n) f(n)U - kJ i+(1/2) J i-(1/2)
 donde k = At/Ax
 f+=[F+2+7F+1 +7F1F1_1
 0, siu+1 -u=0
 (13.8.4)+ a+j(ui+2 - 3u+1 + 3u - u1)]F.1 F. siui+1ui0as = ui+J u
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APENDICE A
 Error de las interpolaciones polinomiales
 A.1 ERROR DE UNA INTERPOLACION LINEAL
 El error de una interpolación lineal dada por la ecuación (2.2.1) se define como
 e(x) = f(x) - g(x) (A.1)
 dondef(x) es la funciOn exacta. Puesto que el error se anula en x = a y x = b, e(x)se puede expresar en Ia forma
 e(x) = (x - a)(x - b)s(x) (A.2)
 donde s(x) es una función.Fijemos un valor ij que satisfaga a < ii < b y definamos una nueva función
 corn op(x) = f(x) - g(x) - (x - a)(x - b)s(i) (A.3)
 o en forma equivalente
 p(x) = (x - a)(x - b)[s(x) - s()] (A.4)
 es claro que la funciôn p(x) se anula en tres puntos, x = a, b, y i como se muestraen la figura A-i. Ahi podemos observar quep '(x) tiene dos rajces, una ala izquier-da de y otra a la derecha de i. Además, p "(x) tiene una raIz (que se denota como E)
 entre las dos ralces de p '(x).
 524
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 e(x)
 p"(x)
 p' =0
 Figura A-i Ralces de p(x), p '(x) y p "(x)
 Al derivar La ecuación (A.3) dos veces, se obtiene
 p"(x) = f"(x) - 0 - 2s(?7) (A.5)
 donde g "(x) se anula, puesto que g(x) es una funciOn lineal por definiciOn. En x =, que es la raIz de p "(x) = 0, la eduación (A5) se transforma en
 0 =f"() - 2sfri)
 o en forma equivalente
 Esta ecuación indica que s() (para un valor dado de i que satisfaga a < i <b) es-tã dada por 4f"(), donde ç cumple a < cc < b. AsI, a! cambiar el simbolo r a x,podemos escribir
 s(x) = a < <b, a <x <b
 donde ccdepende de x pero siempre está en [a, b]. AsI, el error expresado en la
 ecuación (A.2) se transforma en
 e(x) = - a)(x - b)f"(cc), a < <b, a <x <b (A.8)
 a b
 s(j) = (A.7)
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 Si se supone que el cambio def"(x) en el intervalo [a, b] es pequeno,f"() sepuede aproximar porf"(a),f"(b) Of"(Xm), dondexm = (a + b)/2. AsI, el error seescribe ahora aproximadamente como
 e(x) (x - a)(x - b)f"(Xm) (A.9)
 Esta ecuación indica que el máximo de e(x)I ocurre aproximadamente en el puntomedio de [a, b], y
 max e(x) j- If(Xm)a<x<b
 A.2 ERROR DE UNA EXTRAPOLACION LINEAL
 La extrapolación lineal es el uso de la interpolaciOn lineal fuera de Los dos puntosque se dan como datos. El error de una ext rapolaciôn lineal se puede expresar análo-gamente como una extension del anãlisis anterior.
 El error de una extrapolación lineal también está dado por la ecuaciOn (A.2).Aqui se muestra que s(x) en la eduación (A.2) para La extrapolaciOn está dado por
 s(x) = f"() (A. 11 a)
 donde
 xb six<a<b (A.1 ib)ax sia<b<x (A.11c)
 Consideremos una extrapoLaciOn que se extiende a la izquierda del rango de in-terpolaciOn. En La ecuaciOn (A.3) o su equivalente La ecuaciOn (A.4) fijamosen un valor que satisface < a. Conviene observar que p(x) asj definido es unanueva funciOn de x. Se ye que p(x) tiene tres raices, x = ij, a, b y que la rajz dep"() = 0 está en ij
 0 = f"(c) = 2s(i), <a,
 Mediante un cambio de notaciOn, la ecuaciOn anterior se describe como
 s(x) = f"(), x <a, x b (A.12a)
 De modo semejante, si La extrapolaciOn se extiende hacia La derecha del rangode interpolaciOn, b <x, entonces
 s(x) = f"(), b <x, a x (A.12b)
 (A.10)
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 A.3 ERROR DE UNA INTERPOLACION POLINOMIAL
 La expresión del error de una interpolaciôn lineal analizada en la sección anterior sepuede extender a las interpolaciones con polinomios de orden superior, incluyendolas interpolaciones de Lagrange y Newton.
 Definimos el error de una interpolación polinomial como
 e(x) = f(x) - g(x) (A.13)
 dondef(x) es la funciôn exacta de la cual se obtiene como muestraf,; ademâs, g(x)es un polinomio de orden N. Se supone que g(x) y f(x) no se intersecan en ningünotro punto distinto de x = x,, donde x0 x XN. Puesto que g(x) es exacta en lospuntos x, de la reticula, e(x) se puede escribir en la forma
 e(x) = (x - x0)(x - x1) . . (x - XN)S(X) (A.14)
 Ahora mostraremos que, para un valor x en [x0, XN], s(x) está dado por
 s(x) 1f(N+1)() x0 < <xNN!
 donde depende de x pero siempre está en [x0, XNI.Elegimos un valor fijo fl que satisfaga x0 < <xN y definimos una nueva
 funciôn como
 p(x) = f(x) - g(x) - (x - xo)(x - x) . . (x - xN)s() (A.16)
 o en forma equivalente
 p(x) = (x - xo)(x x) (x - xN)[s(x) - s()] (A.17)
 Es claro que la funciôn p(x) se anula en los N + 1 puntos x, de Ia reticula, i = 0, 1,2,..., Ny también en x . No tiene otras raices en [x0, XN]. Por medio dè un ar-gumento similar al de la secciôn anterior, podemos decir que todas las rajces dep '(x) están entre las dos rajces extremas de p(x) y que todas las raices de p "(x) estánentre las dos raices extremas de p '(x), y asi sucesivamente. Asi, la raiz de p(N + 1)tambiên debe estar entre X0 y X. La derivada (N + 1)-ésima de la ecuaciôn (A. 17) es
 (N+ '(x) f(N+ '(x) - 0 - s()N! (A.18)
 que se transforma en
 (N+ 1)() f(N+ 1)() - s(,)N! = 0 (A.19)
 (A.15)
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 donde denota la raiz de p(N + 1) = 0 que satisface x0 < <XN. Asi,
 s() 1f(N+1)()N!
 donde tanto como cumplen que a <r <b y a < <b, respectivamente.Mediante un cambio de notación de y a x y , respectivamente, obtenemos
 s(x) = if(N +N!
 Asi, el error de una interpolaciôn de orden N se expresa como
 e(x) = (x - x0)(x - XN). . . (x - XN)f 1)(), x0 < <XN (A.22)
 Si g(x) se usa como una extrapolaciôn para x <a o x> b, el error está dadopor Ia ecuación (A.22), excepto que es un valor que satisface x < <b, o a < Erespectivamente.

Page 549
                        

APENDICE B
 Polinomios de Legendre
 Los polinomios de Legendre, en los que se basan las cuadraturas de Gauss-Legendre, se escriben como
 Cualquier polinomio de Legendre de grado superior puede obtenerse utilizando laformula de recursiOn
 nP(x) - (2n - 1)xP_1(x) + (n - 1)P_2(x) = 0
 De manera alternativa, un polinomio de Legendre de orden n también se puedeexpresar como
 1 d(x2 - 1)P(x) =
 Yn! dx"
 529
 P0(x) = 1
 P1(x) = x
 P2(x) = [3X2 - 1]
 P3(x) = - 3x]
 P4(x) = [35x - 30x2 + 3]
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 Una propiedad importante de los polinomios de Legendre es la ortogonalidad:
 f' P(X)P(X) dx = para n
 2= ,param=fl
 2n + 1
 La ecuaciôn anterior indica que la integral en [.1, 1] de dos polinomios de Le-gendre distintos es igual a cero.
 Todo polinomio de orden menor o igual que N - 1 es ortogonal al polinomiode Legendre de orden N. Esto se puede demostrar fácilmente, ya que un polinomio deorden menor o igual que N - 1 se puede expresar como una combinaciOn lineal depolinomios de Legendre de orden a lo mãs N - 1.
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APENDICE C
 Câlculo de diferencias de orden superiorcon el operador de traslaciôn
 El operador de traslación se define como
 Ef =j (C.1)
 AquI, el operador E desplaza el indice def1 por uno en Ia dirección positiva. Su in-versa, E', desplaza el indice en la direcciôn negativa, es decir
 E'f=f1 (C.2)
 Una aplicación multiple de E da por resultado
 E'f=f+ (C.3)
 donde n puede ser cero o cualquier entero positivo o negativo.Con E, los operadores de diferencia hacia atrás y hacia adelante se pueden
 escribir respectivamente como
 (C.4)
 V=1E' (C.5)
 531
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 Por lo tanto, la diferencia hacia adelante de orden n se puede obtener como
 N'f1=(E 1)'
 = [En - nE -' + ()En2 - ()En +... + (- l)n()E0]J
 + +(-1)'nf+1 +(-1 (C.6)
 donde() es un coeficiente binomial igual a n!/(n - k)!k!
 Análogamente, se obtiene la diferencia hacia atrás de orden n como
 V'1f=(1 E')'
 = [i - nE' + ()E-2 - (;)E-3 +... + (_1)n()E]
 =f - nf11 + n(n - 1)f2 ... + (-1)1nf+1 + (-1)f (C.7)
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APENDICE D
 Obtención de EDP hiperbólicas dedimension uno para problemas de flujo
 Supongamos que un fluido incompresible fluye en un tubo perfectamente aisladocuyas secciones tienen area variable A (x) y que la temperatura del fluido cambia enla direcciOn del flujo. Ignoramos la conducción de calor en la direcciôn del eje deltubo y tambiên suponemos que la temperatura es constante en el plano perpendicu-lar a la dirección del eje. Entonces, el calor en un elemento de volumen localizado enx, tal como se muestra en la figura A2, es como sigue:
 cpA(x)dx dT = [cpA(x)v(x)T(x, t) - cpA(x + dx)v(x + dx)T(x + dx, t)] dt (D.1)
 donde c, es el calor especIfico y p es la densidad del fluido. El lado izquierdo es la ta-sa de incremento de la energIa interna durante dt, el primer término del lado derechoes el flujo de calor que entra por Ia frontera izquierda del elemento de volumen du-rante di y el segundo término es el flujo de calor que sale por la frontera derechadurante di. Si suponemos que tanto c,, y p son constantes, al dividir la ecuaciôn(D.l) entre di se obtiene
 A(x) dx = A(x)v(x)T(x, t) - A(x + dx)v(x + dx)T(x + dx, t) (D.2)
 Al dividir entre dx y expresar al lado derecho en forma de derivada obtenemos
 3T aA(x)
 at =- [A(x)v(x)T(x)]
 ax(D.3a)
 533

Page 554
                        

534 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 o, en forma equivatente, T1
 T + v(x)[T(x)] = 0 (D.3b)
 donde A(x) v(x) es constante. La ecuación (D.3a) está en La forma conservativa, entanto que la ecuaciOn (D.3b) no to está. Si existe una fuente de cator, et términocorrespondiente a ésta se suma en el lado derecho como
 T + v(x)[T(x)] = q(x)/cp (D.4)
 A(x) secciOn transversal
 rJ
 I
 Figura A-2 Un tubo de secciOn no uniforme
 En caso de que el flujo en el tubo sea de una composiciOn quImica tal que estédistribuida de manera no uniforme, La ecuación para Ia distribuciOn del compuesto es
 c(x, t) + v(x)[c(x, t)] = s(x, t) (D.5)
 donde c(x, 1) es La concentraciOn del compuesto y s es La fuente de volumen del mis-mo. La ecuaciOn (D.5) estã en forma no conservativa.
 La conservación de masa de un fluido compresible que fluye en un tubo es
 A(x)p(x, t) + [A(x)v(x)p(x, t)] = 0 (D.6)
 Si Ia sección transversal a(x) es constante, se obtienen las siguientes ecuaciones paraLa temperatura, el compuesto y La densidad del fluido compresible, respectivamente:
 T + [v(x)T(x)] = q(x, t)/cp (D.7)
 c(x, t) + [v(x)c(x, t)] = s(x, t) (D.8)
 Pt(X, t) + [v(x)p(x, t)] = 0 (D.9)
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APENDICE E
 Disminuciôn de Ia variaciôn total DVI
 La variaciOn total (Vfl de una funciôn de onda u(x) se define como
 VT = $ tfxdx (E.1)
 [Jameson]. La VT de la soluciOn numérica se define por consiguiente como
 1= +
 VT= (E.2)i= -
 El análisis de la entropIa del fluidornuestra que la VT nunca puede crecer. Por totanto, deseamos que la VT de la sotuciôn del modeto numérico no aumente.
 Si ta ecuación en diferencias se puede escribir en ta forma
 du1(t) = C+(l/2)(U+l - u.) - - (E.3)
 donde c y c + son ambos no negativos, entonces et método es un método DVT.La ecuaciôn (E.2) se puede escribir como
 VT=
 s+(u±1 - u) (E.4)
 535
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 donde la suma es sobre i desde - w hasta + (X) y
 1 1 Si U1+1 - U1 0S1k=1 siu11u1<O
 La derivada de D VT con respecto at tiempo es
 DVT= S+(1/2) (u1 - u1)
 1= +
 = SI+(l/2)[Cj+(3/2)(UI+2 - u1±1) - ci+(112)(uI+l - u)1= -
 - Cj4(1/2)(UI+1 - u1).+ CI_(l/2)(UI - u1_1)]
 =:: VI+(i/2)(UI+l - u1)
 donde la ecuación (E.3) se usa y
 V1+(1/2) = Cj+(l/2)(SI+(l/2) - SI_(j/2)) + Cj+(1/2)(S1+(1/2) - S1+(3/2))
 El segundo término del lado derecho de la ecuación (E.6) tiene el mismo signo queu, + - u, o bien se anula; to mismo ocurre para el segundo término. For to tanto, eltérmino después del signo de suma es no negativo. AsI,
 dVT 0 (E.8)
 Esto termina la demostraciOn de Ia ecuación (E.3).
 BIBLIOGRAFIA
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APENDICE F
 Obtención de las ecuaciones modificadas
 Supongamos que una ecuación estã dada por
 u + A2u + A3u + B1u + B2u + B3u + + = 0 (F.1)
 Queremos transformar Ia ecuación (F.!) en Ia forma
 Ut + CiUx + C2Uxx + C3U,, + C4U, + (F.2)
 eliminando u11, u11 y todos los términos con derivadas de orden superior con respec-to a t
 Escribamos la ecuación (F.!) como
 F(x,t)=0 (F.la)
 donde Fes exactamente igual al lado izquierdo de la ecuación (F.!). Al derivar par-cialmente la ecuaciOn (F.la), podemos escribir
 F = 0 (F.3a)
 = 0 (F.3b)
 = 0 (F.3c)
 = 0 (F.3d)
 = 0 (F.3e)
 Es claro que los términos con derivadas de menor orden en la ecuación (F.3a) son uy u; los términos menores de Ia ecuación (F.3b) son u- y u; mientras que los tér-minos menores de la ecuación (F.3c) son u, u11 y asI sucesivamente.
 537
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 Escribimos una combinaciôn lineal de estas ecuaciones como
 F + P1F, + P2F + P3F + P4F + P5F + P6F,
 + P7F + P8F + P9F + = 0 (F.4)
 donde P1, P2,... son constantes indeterminadas. Entonces deberia poderse determi-nar los coeficientes P,, de forma que todas las derivadas con respecto al tiempo, co-mo u11, u, u , u etc. se eliminen excepto Ut.
 Para implantar este algoritmo, expresamos todas las ecuaciones (F.la), (F.3a),(F.3b),... en forma de tabla. En la tabla F. 1, la columna más a la izquierda muestralas derivadas de U en orden creciente en t y x. La segunda columna es para los coefi-cientes de las derivadas en la ecuación (F. la), F = 0. Las columnas restantes son pa-ra las ecuaciones (F.3a), (F.3b), (F.3c), etc.
 Al igualar a cero los coeficientes de las derivadas no deseadas; a saber, u, u,u, u, U, Utttt, u, en la ecuaciôn (F.4), obtenemos lasecuaciones siguientes:
 A2 + P1 =0
 P1B1 + P2 =0
 A3 + P1A2 + P3 0
 P2A2 + P3B1 + P4 =0
 P1B2 + P4B1 + P5 =0 (F.5)
 A4+P1A3+P3A2+P6=0P2A3 + P4A2 + P6B1 + P7 = 0
 P3B2 + P5A2 + P7B1 + '8
 P1B3 + P4B2 + P8B1 + P9 =0
 Se pueden determinar los coeficientes P1,, resolviendo las ecuaciones (F.5) enforma secuencial desde la parte de arriba. Si hacemos B1 = c1 = a de acuerdo con laecuación (13.4.5), las soluciones son como se indica:
 P1 = A2P2 = aA
 D A A23 - ''3 "2P4 = a(-2A + A3)
 P5 = A2B2 + a2(2A - A3) (F.6)
 P6 = A4 + 2A2A3 - A
 P7 = a(-4A2A3 + 3A + A4)
 P8 (A3 - 2A)B2 + a2(-5A + 5A2A3 - A4)
 P9 = AB3 + a(4A - 2A3)B2 + a3(5A - 5A2A3+ A4)
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 De La tabla F. 1, los coeficientes de u, u, y son:
 c1 = B1
 Ut 1
 u B1
 u, A2 1
 u1 B! 1
 B2 B1
 A3 A2 1
 u1 A2 B! 1
 B2 B1 I
 u, B3 B2 B1u1111 A4 A3 A2u111 A3 A2
 B2 A2 B1B3 B2 Bi
 B4 B3 B2 B1
 (F.8)
 F F1 F F1 F1 F11 F11 F1
 C2 = B + P2B1(F.7)
 c3 = B3 + P2B2 + P5B1
 c4 = B4 + P2B3 + P5B2 + P9B1
 Por medio de la ecuaciOn (F.6), la ecuación (F.7) se transforma en
 C1 = B = a
 C2 = B + aA2
 c3 = B3 + 2aA2B2 + a3(2A - A3)
 c4 = B4 + A2B + 2aA2B3 + 6a2AB2 - 3a2A3B2 + a4(5A - 5A2A3 + A4)
 Tabla F.! Derivadas de La ecuaciOn modificada
 1 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P9F F1 F F1, F1 F11 F11
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APENDICE G
 Interpolaciôn con splines cUbicos
 540
 Es frecuente que un nümero grande de datos tengan que ajustarse a una Unica curvasuave, pero la interpolaciOn de Lagrange o de Newton con polinomios de orden altono son adecuadas para este propósito, ya que los errores de un ünico polinomio tien-den a crecer en forma drástica al hacer mayor eL orden. La interpolaciôn con splinescübicos estã diseflada para adecuarse a este fin.
 En la interpolaciôn con splines cübicos, se usa un polinomio cUbico en cada in-
 tervalo entre dos puntos consecutivos. Un polinomio cübico tiene cuatro coeficien-tes, por lo que reqbiere cuatro condiciones. Dos de ellas provienen de la restricciónde que el polinomio debe pasar por los puntos en los dos extremos del intervalo. Lasotras dos son las condiciones de que Ia primera y segunda derivadas del polinomiosean continuas en cada uno de los puntos dados.
 Los splines cübicos son polinomios cübicos por pedazos que, en cierta medida,
 son análogos a Los polinomios cUbicos de Hermite. Aunque la interpolaciôn cübicade Hermite es más precisa que La interpoLaciôn con splines cübicos en lo que atañe alos valores de la funciôn, esta ültima es más suave que la primera, debido a que se pi-
 de que La funciOn interpolante sea continua en el valor de la funciOn, aL igual que la
 primera y segunda derivadas.Consideremos un intervalo, xL x x+1 de longitud h = x11 - x, en el
 rango de interpolaciôn que se muestra en la figura G. 1. Por medio de la coordenadalocal s = x - x,, se puede escribir un polinomio cübico para un intervalo como
 g(s) = a + bs + cs2 + es3 (G.1)
 x1 x x+1 o, en forma equivalente, 0 s h1
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 xii x
 Figura 6.1 Notaciones en las interpolaciones con splines cübicos
 Primero pedimos que g(s) sea igual a! valor conocido de la funciônf(s) en s = 0 ys = h, es decir
 J=a (G.2)
 = a + bh1 + ch, + eh, (G.3)
 dondef, Yfi + i son valores conocidos en s = 0 y s = h,, respectivamente. Ademãs,se pide que g' y g" sean continuas en i e I + 1 con el polinomio cübico de los interva-los adyacentes. Denotamos el valor de g' y g" en el punto I de la retIcula como g ', y
 La segunda derivada de la ecuaciôn (0.1), es
 g"(s) = 2c + 6es (G.4)
 se iguala con g ", Y g " + 1 (que siguen siendo desconocidas) en I e i + 1, respectiva-mente:
 = 2c (G.5)
 1 = 2c + 6eh1 (G.6)
 Al resolver las dos ecuaciones anteriores, c y e se expresan en términos de g ", y g ",+ i
 como
 C2
 (G.7)
 e1 -6h,
 El coeficiente a ya está dado por la ecuación (0.2). El coeficiente b se determina eli-minando a, c y e en la ecuaciôn (G.3) mediante las ecuaciones (0.2), (G.7) y (0.8) ydespués se resuelve para obtener:
 b+1 - J g'±1 + 2g'
 h (G.9)
 Asi, el polinomio cübico de la ecuaciOn (0.1) se puede escribir como
 g(s) = f + [fi+ - f g'+1 + 2g'hi]s + s2
 g1+ -(G.1O)
 f
 h1=x-x1 4 h1=x1-x1 .-__
 (G.8)
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 La primera derivada de la ecuación (G. 10) en s = 0 y s = h es respectivamente
 = - [g'+1 + 2g']+ [f+1 - IL] (G.11)
 g1+1 =[2g+1 +g] +-[f+ -IL] (G.12)
 donde h = x, + 1 - x1. Para otro intervalo de x1 <x <x1, (G.12) se convierte en
 h1[2g' + 1] +
 1 - f-h,
 donde h,_1 = x1 - x,_1. Ya que el término g '1de la ecuaciôn (G.14) debe ser igual a!mismo término pero de la ecuación (G. 11) por la continuidad de la primera deriva-da, a! eliminar este término de ambas ecuaciones se obtiene
 [1h141g'1 + (2h1 + 2h1)g' + hg'+1 = 61, IL-I
 L"i- 1
 / 1+ (G.15)
 Conviene observar que la ecuaciôn (G.15) se aplica a cada punto de la reticulaexcepto en los extremos. Si prescribimos el valor de g" en los extremos o lo estima-mos mediante la extrapolaciôn de dos puntos interiores de la retIcula, entonces coin-ciden el nümero de constantes indeterminadas g ", y el nümero de ecuaciones. Sisuponemos que los puntos dados se denotan por I = 0, 1,..., N, el conjunto deecuaciones es
 (2h0 + 2h1)g' + h1g' = 6[j_fo - (- +
 + jf2] -
 h11g1 + (2h1 + 2h1)g' + h1g+1 = 6[hi
 '1(h1 )IL+]
 (G.13)
 (G.16)
 hN - lgN -2 + (2hN -2 + 2hN - -1 = 6[hi IN -2 - (h2 + hN)IN-1
 + 1 flh"hNl j
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 Por lo tanto, podemos resolver el conjunto de ecuaciones para determinar las g '.El conjunto de ecuaciones es un conjunto tridiagonal, para el cual se describiô el a!-goritmo de soluciôn en la sección 10.3.
 Hay tres formas de determinar las condiciones en la frontera:
 Especificar g" en la frontera (como ya se ha explicado)Extrapo!ación desde adentroCondiciôn de frontera cIc!ica
 Si se conoce la segunda derivada de la función en los extremos, se puede usar a). Sinembargo, en la mayorIa de los casos esto no ocurre. Una forma de especificar lascondiciones en la frontera es la de suponer que g" = 0 en los extremos. Otra formaes b), es decir, extrapolar desde adentro. Al considerar el punto con I = 0, la extra-polaciôn para g " se puede escribir como
 h / h0\g0= _Qg+(\1+_)g
 h1
 Al eliminar g " en la ecuaciôn (G.15) con i = 1 se obtiene
 (3h0 + 2h1 + + (h1 - = 6['_f - + + if2] (G.17)
 La condiciOn de frontera ciclica se aplica cuando el primer y ültimos datos son idén-ticos y además se pide que las segundas derivadas en estos puntos también sean idén-ticos. Esto ocurre, por ejemplo, si todo el conjunto de datos representa puntos en unciclo cerrado de un contorno.
 Supongamos, para simplificar la explicaciôn, que existen cuatro int-ervalos conigual espaciamiento en la retjcula. Ilustraremos a continuación las aplicaciones dedos tipos de condiciones en la frontera:
 PRESCRIPCION DE g EN LOS EXTREMOS. El sistema de ecuaciones es
 4g+g
 212 +13]
 g+4g'3'=j[f2-2f3+f4]g'.
 donde g " y g son valores prescritos.
 (G.18)
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= 2g -
 Análogamente, Ia g" de la frontera derecha se puede extrapolar mediante
 g. = 2g_1 - gN-2
 For medio de estas extrapolaciones, el conjunto de ecuaciones es
 6g' [Jo - 2f + f2]
 6g+4g+g=j[fi-2f2+f3]
 6g' = [f2 - 2f3 + f4]
 La soluciôn de las ecuaciones anteriores es casi trivial: g "1 y g " se obtienen inme-diatamente de la primera y tercera ecuación, respectivamente, para después determi-nar g "2 mediante la segunda ecuación.
 Si el nümero de puntos en la reticula es grande, el sistema de ecuaciones necesi-ta la eliminaciOn de Gauss (véase el capitulo 6) o el modelo de soluciOn tridiagonal(sección 10.3).
 Una de las desventajas de la interpolaciôn con splines cübicos es que los poli-nomios de interpolaciOn pueden presentar un comportamiento oscilatorio de loserrores. Se ha propuesto el método del spline de tension [Barskyj como una técnicapara suprimir la oscilaciôn de la interpolación por medio de splines cübicos.
 Ejemplo G.1
 Se tiene Ia siguiente tabla de datos:
 x f(x)
 o 0.000000
 0.1 0.099833
 it/4 0.707106
 ir/2 1.000000
 3ir/4 0.707106
 it 0.000000
 5ir/4 -0.7071063ir/2 -1.0000007ir/4 -0.7071062it-0.1 -0.0998332it 0.000000
 544 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 EXTRAPOLACION DE g EN LOS EXTREMOS A PARTIR DE PUNTOS INTERNOS DE LA REJILLA. g" se puedeextrapolar mediante
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 Mediante una interpolaciôn con splines cUbicos, estime los valores de 1(x) parax = 0.1, 0.2.....1 .0. Los datos anteriores se muestrearon a partir de una fun-cion de prueba 1(x) = sen (x). EvalOe el error de Ia estimación de f(x) mediante Iainterpolaciôn con splines, tomando en cuenta este hecho.
 (Soluciôn)
 En Ia tabla dada, no se dan valores frontera para Ia segunda derivada. Porlo tanto, usamos Ia extrapolación. En Ia tabla G. 1 se muestran los resultados de Iainterpolación y Ia evaluación del error.
 labia G.1
 g(x): interpolación con splines1(x): funciôn exactaerror = I - g
 PROGRAMA
 PROGRAMA G-1 SPLINE.FOR lnterpolación con splines
 Explicaciones
 El programa SPLINE.FOR Ileva a cabo la interpolaciôn con splines cübicos parauna tabla de una funciôn dada. Antes de ejecutar el programa, el usuario debe defi-fir la tabla de valores en las instrucciones DATA del programa. A continuaciôn, elprograma obtiene un valor aproximado de la función para el valor de x especificadopor el usuario, mediante interpolación con splines. Se pide que el usuario especifiqueel tipo de condiciones en Ia frontera escogiendo entre: 1) la especificación de g " enlas fronteras, 2) la extrapolaciôn y 3) la cIclica. En el caso de las condiciones de fron-tera cIclica, el primer y ültimo datos de Ia defiñiciôn deben tener el mismo valor.
 Variables
 NI: Nümero de puntos (en la tabla de datos), menos unoX(I): valor x del punto i (tabla de datos)
 x g(x) f(x) error
 0.000000 0.000000 0.000000 0.0000000.698131 0.643082 0.642787 -0.0002951.396262 0.984166 0.984808 0.0006422.094393 0.865193 0.866026 0.0008332.792525 0.341525 0.342022 0.0004973.490656 -0.341526 -0.342017 -0.0004924.188787 -0.865193 -0.866024 -0.0008314.886918 -0.984167 -0.984808 -0.0006415.585049 -0.643088 -0.642791 0.0002976.283180 0.000000 -0.000005 -0.000005
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 F(I): valor de la función en el punto i (tabla de datos)h(I): intervalo de Ia reticula entre los puntos i e i + 1
 A(I), B(I), C(I) y S(I): coeficientes de las ecuaciones tridiagonalesDD(I): segundas derivadas del spline cübicoKBC: tipo de condiciones en la frontera
 XA(j): valor de x especificado por el usuario para el que se tieneque hallar el valor de la función mediante la interpolaciôncon splines.
 JA: nümero de valores x en XA
 C) Listado
 C- - - -CSL/SPLINE . FOR Codigo de interpolaciôn con splinesDIMENSION X(0:100),F(0:100),A(0:100),B(0:100),C(0:100)% ,S(0:100),H(0:100),DD(0:100), XA(99),FA(99)
 C X (i): valores z de los datosC F (i) : Valores funcionales de la tabla de datosC NI ntlmero de puntos menos unoC JAN : mimero de valores x a los que se aplica la interpolacionC XA (i) : valores x para los que tienen que determinarse los valores funcionales
 DATA NI/b!DATA (X(I), 1=0,10)
 % / 0.0, 0.1, 0.78539, 1.57079, 2.35619, 3.14159, 3.92699,4.71239, 5.4978, 6.18318, 6.28318/
 DATA (F(I), 1=0,10)% /0.0, 0.099833, 0.707106, 1.0, 0.707106, 0.0,
 -0.707106, -1.0, -0.707106, -0.099833, 0.0/DATA JAN/10!DATA (XA(I),I=b,b0)% /0.0, 0.698131, 1.396262, 2.094393, 2.792525, 3.490656,% 4.188787, 4.886918, 5.585049, 6.28318/
 PRINT *,' CSL/SPLINE Codigo de interpolación con splinesPRINT *CALL SPL1(NI,X,F,JAN,XA,FA,DD)PRINT * F (I) F" (I) (soluciôn)DO 10,NI
 PRINT 34,I,F(I),DD(I)34 FORNAT(lx,I5,2x, 2F14.7)
 END DOPRINT *, X F ( interpolado )'DO 44 I=1,JANPRINT 50, XA(I),FA(I)
 44 CONTINUE55 FORNAT(5F12.6)50 FORMAT( 4F12.6)
 ENP* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *,r * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ** * * * * * * * * * *
 SUBROUTINE SPL1 I X. F, JAN, XA, FA, DD)
 DIMENSION X(0:b00),F(0:100),A(0:100),B(0:b00),C(0b00)% ,S(0:b00),H(0:b00),DD(0:b00),XA(30),FA(30)
 C Indique las condiciones en Ia frontera
 PRINT*, 'OPRIMA 0 PARA ESPECIFICAR LAS SEGUNDAS DERIVADAS EN LOS EXTREMOS0
 PRINT *,' 1 PARA EXTRAPOLAR, 0
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 PRINT * 2 PARA CONDICIONFS DE FRONTERA CICLICA'READ * KBCIF (KBC.EQ.0) THEN
 PRINT *, ' PROPORCIONE EL VALOR DE LA SEGUNDA DERIVADA PARA EL EXTREMOpi *, DD (0) IZQUIERDO'PRINT *, PROPORCIONE EL VALOR DE LA SEGUNDA DERIVADA PARA EL EXTREMOp]) *, DD (NI) DERECHO'
 END IFC > DETERMINACION DEL SPLINE
 IMNI -1DO 202 I=0,NI-i
 H(I) = X(I+i) -X(I)202 CONTINUE
 DO 305 I=i,NI-iA (I) =H (I-i)
 C (I) =H (I)
 B(I)2*(A(I)+C(I))S(I)= 6* ( (F(I-i) -F(I) ) /H(I-i) + (F(I+i) -F(I) ) /H(I)
 305 CONTINUEIF (KBC.LT.2) THEN
 IF (KBC . EQ. 0) THENS(i)=S (1) -A(i) *DD(0)S(NI-i)=S (NI-i) -C(NI-i)*DD(NI)END IF
 B (1) =B (1) + 2 *A (1)C(i)=C(i) -A(i)B(IM)=B(IM)+2*C(IM)A(IM)=A(IM) -C(IM)CALL TRID(A,B,C,S,DD,NI-i)IF (KBC.EQ.1) THEN
 DD(0)2*DD(i) -DD(2)DD(NI)=2*DD(NI-i) -DD(NI-2)END IF
 ELSEA(NI)=H(NI-i)C (NI) =H (0)
 B(NI)=2* (A(NI) +C(NI))S(NI)= 6*( (F(NI-i)-F(NI))/H(NI-i) + (F(i)-F(0))/H(0)CALL TRIDCY(A,B,C,S,DD,NI)DD(0)=DD(NI)
 END IFC > INTERPOLACION444 J=0
 DO 400 K=i,JANIF (xA(K) .LT.X(0) .OR. XA(K).GT.X(NI)) GO TO 550
 360 IF (XA(K) .GE.X(J) .AND. xA(K) .LE.X(J+i)) GYO 380IF (J.GT.NI) GYrO 560J=.J+1GOTO 360
 380 Z=XA(K)-X(J)FA(K) = F(J) +(-(2*DD(J)+DD(J+i))/6*H(J) + (F(J+i) -F(J))/H(J))*Z
 % + (DD(Ji)-DD(J))/6/H(J)*Z**3 + DD(J)*Z**2/2400 CONTINUE
 REJRN550 PRINT *,' XA(K) = ',XA(K), ':FUERADERANGO', IC
 RETUR1560 PRINT *,' J = ',J, ': FUERA DE R.ANGO'
 ENDC* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ** * *
 SUBROUTINE TRID (A, B, C, S , DD, IM) ! Solución tridiagonalDIMENSION A(0:i),B(0:i),C(0:i),S(0:i),DD(0:i)
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 DO 410 I=2,IMR=A(I) /B(I-1)B(I)=B(I) -R*C(I-1)S(I)=S(I) -R*S(I-1)
 410 CONTINUEDD(IM)=S(IM)/B(IM)DO 540 11M-1,1, -1
 DD(I)=(S(I) -C(I)*DD(I+1))/B(I)540 CONTINUE
 RETURNEND
 c* **** ********
 SUBROUTINE TRIDCY (A, B, C, 5, DD, N) ! TRIDIAGONAL CON CONDICION DEFRONTERA CICLICA
 DIMENSION A(0:1), B(0:1),C(0:1),S(0:1),DD(0:1),H(0:100),V(0:100)V (1) =A (1)H(1)=C(N)H(N-1)A(N)H (N) =B (N)
 V(N-1)=C(N-1)IM=N- 1DO I=2,IM
 RA(I) /B(I-1)B(I)B(I) -R*C(I-1)S(I)=S(I) R*S(I-1)V(I)=V(I) -R*V(I-1)P=H (I-I) /B (I-i)H(I)H(I) -p*C(I-1)H(N)H(N) .p*v(I.1)S(N)=S(N) -p*s(I-1)
 END DOT=H(N-1) /B(N-1)H(N)H(N) -T*V(N-1)DD(N)(S(N)-T*S(N-1))/H(N)DD(N-1)=(S(N-1) -V(N-1) *DD(N) ) /B(N-1)DO I=N-2,1, -1
 DD(I)(S(I) .v(I)*DD(N) -C(I) *DD(I+1) )/B(I)D DO
 RFTURN
 BIBLIOGRAFIA
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 donde ci lado derecho de cada ecuación es la funciôn analitica que el cliente dio a!arquitecto. Conviene señalar que no existe una solución ünica a este problema, a!igual que no existe una ünica forma de interpolar los datos proporcionados. Sin em-bargo, hay varias formas posibies de hailar tal funciôn, entre las que se encuentran:1) resolver una ecuación de Laplace
 V2F(x, y) 0
 con las condiciones de frontera, y 2) la interpoiaciOn transfinita.La interpo!ación transfinita para este problema se puede escribir como
 1 1
 F(x, Y) = m(X)F(JCm, y) + i/i(y)F(x, y,,)m0 n0
 - ± qm( (y)F(x, Yn) (H.2)m0 n0
 donde
 4(x) =x1 - xx1 - x0
 xo - xxo - xi
 1'o(Y)Yi - Y
 (H.3)
 Yi - Yo
 'i(Y)Yo - Y
 Yo - Yi
 La interpolación transfinita asI obtenida es una funciOn suave y satisface las condi-ciones en la frontera. En el aná!isis más general que se presenta a continuaciOn, seusa la interpo!ación de Lagrange en vez de la interpolaciOn lineal.
 La interpolaciôn transfinita anterior se puede generalizar un poco más paraincluir las funciones especificadas a 10 largo de lineas mUltiples. Consideremos undominio rectangular dividido por ilneas verticales y horizontales, como se muestraen la figura H.1. La linea vertical más a la izquierda es la frontera izquierda y lalinea vertical más a la derecha es la frontera derecha. Las lIneas verticales se identifi-can mediante ci Indice m, donde el indice de Ia lInea vertical más a la izquierda esm = 0; mientras que Ia Ultima tiene indice m = M. Anãlogamente, los indices de lasIlneas horizontales se indican mediante la letra n, donden = 0 es la frontera inferiory n = N es la frontera superior. Supongamos que se conocen los valores de F(x, y) alo largo de todas las lIneas horizontales y verticales. La función dada a lo largo de lam-ésima lInea vertical se denotarã porfv,m(y), y la funciOn a lo largo de la n-êsimaiInea horizontal es fh,fl(x). As!, el problema es hallar la funciôn F(x, y) que seaigual a las funciones dadas a lo largo de las lIneas verticales y horizontales. Este
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 Interpolación transfinita en dosdimensiones
 La interpolaciôn,transfinita es un método de interpolaciOn para un espacio de di-
 mensiôn dos en el cual se conocen los valores de la funciôn a to largo de las fronterasexternas, a! igual que a to largo de las ilneas verticales y horizontales dentro de lasfronteras. Las interpolaciones dobles analizadas en la secciôn 4.9 se aplican cuandosOlo se conocen los valores de la funciOn en las intersecciones de las lineas verticalesy horizontales. Por el contrario, la interpolaciOn transfinita se ajusta a funcionescontinuas especificadas a to largo de las lineas horizontales y verticales.
 Para ilustrar una aplicaciOn de la interpolaciOn transfinita, imaginemos un ar-quitecto que diseñarâ un techo curvo en un edificio rectangular, cuya parte superiorsatisface
 X0XX1, YoYYiel cliente ha especificado la rorma de la bôveda a to largo en las cuatro orillas, lascuales son cuatro funciones analIticas que expresan la altura del techo a lo largo delas orillas. Estas cuatro funciones son continuas en las esquinas por to que rio hayningOn cambio sübito de altura en ninguna de las esquinas del techo. Ahora, el deseacrear una superficie curva suave que se ajuste a las alturas en las orillas proporciona-das por el cliente.
 Esta pregunta se puede reformular como sigue: determinar una funciôn suaveF(x, y) que satisfaga las condiciones en la frontera dadas por
 F(x0, y) =
 F(x1, y) = fE(Y) (H.1)
 F(x, Yo) = f(x)
 F(x, Yi) = fN(x)
 549
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 YN
 Yl
 Yoxo
 Figura H.1 Dominio rectangular con lIneas horizontales y verticales
 problema se puede reformular como sigue: hallar una función suave F(x, y) que sa-tisfaga las condiciones dadas por
 F(x, y) = F(Xm, y) = a lo largo de x = Xm (m-ésima linea vertical) (H.4)
 F(x, y) = F(x, y,) fh,fl(x), a lo largo de y = y, (n-ésima lInea horizontal)
 La interpolaciôn transfinita que satisface las ecuaciones dadas es
 M N
 F(x, y) = 4)m(XW(Xm, y) + i(y)F(x, y)m0 n0
 M N- y) (H.5)mO n0
 dondeM XXk
 4'm(Y) = k=J,k Xm - Xk
 k0,kn Yn - Yk1-I
 NY - Yk
 Se puede ver que el primer término de la ecuación (H.5) es la interpolaciOn deLagrange en la coordenada x de las funciones F(Xm, y), mientras que el segundo tér-mino es la interpolaciôn de Lagrange en la coordenada y de las funciones dadas a lolargo de las lineas horizontales. El tercer término es una doble interpolación deLagrange de los datos dados en las intersecciones de las lineas verticales y horizonta-les. La interpolación transfinita satisface todas las condiciones en la frontera, lomismo en las fronteras exteriores como en las interiores.
 unque hemos supuesto que las funciones a lo largo de las lineas verticales yhorizontales son funciones anailticas, esto se puede aplicar a una función definidaen forma discreta, como se ilustra a continuación.
 xl X2 XM
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 Ejemplo H.l
 En Ia siguiente tabla de una funciôn, los valores están dados a lo largo deciertas columnas y lineas
 Tabla H.1 Una tabla de datos dados para F(I, J)jti 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
 1 0.2955 0.3894 0.4794 0.5646 0.6442 0.7174 0.7833 0.8415 0.8912 0.9320 0.96362 0.4794 0.8415 0.99753 0.6442 0.9320 0.99174 0.7833 0.8415 0.8912 0.9320 0.9636 0.9854 0.9975 0.9996 0.9917 0.9738 0.94635 0.8912 0.9996 0.86326 0.9636 0.9738 0.74577 0.9975 0.9996 0.9917 0.9738 0.9463 0.9093 0.8632 0.8085 0.7457 0.6755 0.5985
 Liene los espacios en blanco con Ia interpolación transfinita.
 (Solución)
 La tabla completada con a interpolaciôn transfinita aparece en Ia tabla H.2.El error de interpolaciôn se evalüa y aparece en Ia tabla H.3.
 Tabla H.2 Resultados de a interpolaciôn transfinita1 0.2955 0.3894 0.4794 0.5646 0.6442 0.7174 0.7833 0.8415 0.8912 0.9320 0.96362 0.4794 0.5647 0.6443 0.7174 0.7834 0.8415 0.8912 0.9320 0.9635 0.9854 0.99753 0.6442 0.7174 0.7834 0.8415 0.8912 0.9320 0.9635 0.9854 0.9974 0.9995 0.99174 0.7833 0.8415 0.8912 0.9320 0.9636 0.9854 0.9975 0.9996 0.9917 0.9738 0.94635 0.8912 0.9320 0.9635 0.9854 0.9975 0.9996 0.9917 0.9739 0.9464 0.9094 0.86326 0.9636 0.9854 0.9974 0.9995 0.9916 0.9738 0.9464 0.9094 0.8633 0.8086 0.74577 0.9975 0.9996 0.9917 0.9738 0.9463 0.9093 0.8632 0.8085 0.7457 0.6755 0.5985
 Tabla H.3 Error de Ia interpolaciOn transfinita1 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.00002 0.0000 -0.0001 -0.0001 -0.0001 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.00003 0.0000 -0.0001 -0.0001 -0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.00004 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.00005 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0001 -0.0001 -0.0001 0.00006 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0000 -0.0001 -0.0001 -0.0001 -0.0001 0.00007 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
 PROGRAMA
 PROGRAMA H-i TRANS.FOR Programas de interpolación transfinita
 A) Explicaciones
 Este programa estima los valores de una tabla para F(I, J) cuando se conocen los va-lores de ciertas columnas I y los renglones j. Los valores de x correspondientes acada incremento de i deben tener la misma separación, a! igual que los valores de ycorrespondientes a cada incremento de j.
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 Variables
 NI: nümero máximo de columnas de la tabla (igual a M + 1)NJ: nUmero máximo de renglones de la tabla (igual a N + 1)
 MMX: nümero de columnas donde se conocen los valores de la funciOnNNY: nümero de renglones donde se conocen los valores de la funciOn
 IX(m): valor i (nümero de columna) de la m-ésima columna donde se conocen losvalores de Ia funciôn
 JE(n): valor j (nümero de renglón) del n-êsimo renglón donde se conocen los valo-res de la funciOn
 Listado
 C CSL/TR.ANSF. FOR INTERPOLACION TRANSFINITADIMENSION F(20,20), A(20,20)DIMENSION IX(6), JE(6), PH(20,100),PS(20,100)
 cc DATA (IX(N), N1, 3)! 1,6,11/ ! Para correr el problema de prueba,cc DATA (JE(M) , M1,3) / 1,4,7/ ! quite cccc DATA MMX, NW!! 3,3/cc DATA NI,NJ/11,7/
 PRINT *,' CSL/H. FOR INTERPOLACION TRANSFINITA'CC DO J1 , NJ ! Inicialización con datos de pruebacc DO 1=1 , NI ! Para correr con los datos de prueba, quite cccc Z= O.1*I+O.2*J I deestas8lineascc F(I,J)= SIN(Z)cc END DOcc write (4,41) j, (f(i,j),i=1,rii)cc END DO41 format( i3, 11f8.4)cc IF (1.EQ.1) GYI'O 3
 READ (7,*) NI,NJREAD (7 *) MMX NNYREAD (7,*) (Ix(I),I=1,MMX)READ (7,*) (JE(J),J=1,NNY)DO J=1,NIREAD (7,*) (F(I,J),I=1,NI)END DO
 3 CONTINUEDO I1, NI I Preparación de la función de forma phiFI=IDO M=1,MMXIM=IX (M)FIM=IMz=1 .0
 DO MD'l,MMXIML)=IX (MD)
 IF(IM.NE.IMD) THENFIMD=IMDz=z' (FI-FIMD) / (FIM-FIMD)
 END IFEND DOPH(M, I)=Z
 END DOEND DO
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 CDO J1 , NJ ! Preparación de la función de forma psiFJ=JDO N=1,NNYJN=JE (N)FJN=JNz=1 .0DO ND1,NNYJNDJE(ND)
 IF(JN.NE.JND) THENFJNIJNDZ=Z' (FJ-FJND) / (FJN-FJND)
 END IFENDDbPS(N,J)=Z
 END DOEND DODO 1=1, NI ! Inicialización de A(i,j)
 DO J=1,NJA(I,J)=0. 0
 END DOEND DO
 C ! Comienza la interpolacion transfinitaDO J=1,NJ
 DO I=1,NIG=0 . 0
 DO M=1,MMXIM=IX (M)G = G+ PH(M,I)*F(IM,J)
 END DODO N=1,NNY
 JN=JE (N)G = G +Ps(N,J)*F(I,JN)
 END DODO M=1,MMX
 IM=IX (M)DO N=1,N1'W
 JN=JE (N)G = G - PH(M,I)*PS(N,J)*F(IM,JN
 END DOEND DOA(I,J)=G
 END DOEND DO
 c ! Fin de la interpolacidn transfinitaDO J=1,NJ
 PRINT *, (A(I,J),I=1,N.I)PRINT *
 END DO10 FORMAT( 5F10.5)
 END
 BIBLIOGRAFIA
 Gordan, W. J. y C. A. Hall, "Construction of Curvilinear Coordinate Systems and Applica-tion to Mesh Generation", International Journal for Numerical Methods in Engine-ering, Vol. 7, 461-477, 1973.
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 Respuestas a los problemascapitulos 1-9
 Capitulo 2
 2.3)
 g(x) -(x - 0.5)(x - 0.75)
 0.8109(-0.25)(-0.5)(x - 0.25)(x - 0.75)
 +(0.25)(-0.25)
 0.693 1
 (x - 0.25)(x -+
 (0.50)(0.25)0.5596
 El error de Ia formula de interpolaciOn de Lagrangedada en el inciso a) es
 Error (x - 0.25)(x - 0.5)(x - 0.75)f"(0.5)/6= 0.00023 parax = 0.6
 2.5 b) La ecuaciOn (2.3.9) se transforma en
 e(x)(x - 0.0)(x - 0.4)(x - 0.8)(x - 1.2)
 exp (0.6)(4)(3)(2)(1)
 2.16) El polinomio de interpolaciOn hacia adelante deNewton que pasa por i = 2, 3 y 4 es
 g(x) = 0.8109 - 0.1178s - 0.0157s(s - 1)/2
 donde s = (x - 0.25)/0.25.
 b) El error del anterior polinomio hacia adelante deNewton es el têrmino que se anade si se usa un dato más,por lo que
 Error = -0.0049s(s - 1)(s - 2)/6
 El valor de s para x = 0.6 es s = (0.6 - 0.25)/0.25 =1.4, por lo que
 Error = -0.0049(1.4)(1.4 - 1)(1.4 - 2)/6 = 0.00027
 Capltulo 1 donde f"(xM) = exp (0.6). Las estimaciones de loserrores para x = 0.2, 0.6 y 1.0 son
 1.2) a) -1. e(0.2) -0.0018b) -32768 e(0.6) 0.0011
 1.a) b)1 +e2x e(1.0) -0.0018
 c) Los errores reales evaluados mediante e(x) = exp (x)- g(x) son
 e(0.2) = -0.0017e(0.6) = 0.011e(1.0) = -0.0020
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 CapItulo 3
 3.1) x = 1.7626 (Valor exacto = 1.762441)
 3.2) Respuesta final x = 0.3 139 (valor exacto =0.3189289)
 3.5)
 [0.6, 0.7], [4.7, 4.8]: las raIces son 0.60527, 4.70794
 [1.6, 1.7]: la raiz es 1.61 804
 [4, 4.1]: Ia raiz es 4.0
 3.6) x = 0.7697
 3.7)
 [3.14, 4.71] x = 4.4283[6.28, 7.85] x = 7.7056
 [0, 1] x = 0.5419[1, 2] x = 1.0765
 [1, 2] x = 1.3248
 3.15) x = 3.47614
 3.17) 1.8751, 4.6940, 7.8547
 3.19)
 f(x) = sen(x) - 0.3 exp (x)Raiz encontrada:x = 1.0764RaIz encontrada: x = 0.5419
 Estimación inicial: x0 = 5.0Raiz encontrada: x = 0.8513
 f(x) = 16x5 - 20x3 + 5x
 Estimación inicial x0 RaIces halladas
 -5.0 -0.95111 0.95110 0
 0.5 0.5877
 3.20)
 a) f(x) = 0.5 exp (x/3) - sen (x), x >0
 EstimaciOn inicial x al que con verge
 1 0.67723 1.9068
 557
 3.14) K Ralces
 1 -1.1183 -35.772 -2.5917 -25.423 -4.894 -17.81
 1 -3.8E -4 -5.7E -41.1 3.2E - 4 4.4E - 41.2 3.2E - 4 4.2E - 41.3 2.9E - 5 3.5E - 51.4 -2.6E - 4 -3.OE - 41.5 -3.8E - 4 -4.1E - 41.6 -2.6E - 4 -2.7E - 41.7 2.9E - 4 2.8E - 41.8 3.2E - 4 3.OE - 41.9 3.2E - 4 2.8E - 42.0 -3.9E - 4 -3.2E - 4
 2.27 a) Los cuatro puntos de Chebyshev y sus respecti-vos valores de Ia funciôn son:
 3.8)
 a) [-5, -4] x = -4.7368i x, f. [-2, -1]
 [0, 1]x= -1.3335x = -0.8530
 1
 21.03811.3087
 0.03740.2690
 [50, 51] x = 50.1831
 3 1.69 13 0.5255 b) [0.3, 0.4] x = 0.37864 1.9619 0.6739 [3.3, 3.4] x = 3.3155
 b)/c) Las estimaciones de los errores mediante la c) [-3.2, -3.1] x = -3.1038ecuaciOn (2.3.4) son 3.9) v = 37.73 m/seg
 (x - 1.0381)(x - 1.3087)(x - 1.6913)(x - 1.9619)
 3.13)
 a) x = 0.6772, x = 1.9068e(x)4!
 f (x,,,)
 dondef"(xM) = -6/(.15). Los errores estimados se b) x = 0.0, x = 0.7469
 calculan y muestran junto con los errores reales eva- c) x -0.3714, x = 0.6053, x = 4.7079luados para C): d) x = 0.4534
 x Error estimado Error real e) x = 2
 d) [0,0.1] x=0[0.5, 0.6] x = 0.5906[0.9, 1.0] x = 0.9511
 3.18) Primera raiz 3.927Segunda raiz 7.068Tercera raiz 10.210
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b) f(x)=log(1 +x)-x2EstimaciOn inicia! x a! que con verge
 c) f(x)=exp(x)- 5x2
 d) f(x) = x3 + 2x - 1
 e) f(x) = Jx +2- x
 3.22) x = 0.1929
 1 0.74680.1 0
 EstimaciOn inicial x a! que converge
 5 0.4533
 EstimaciOn inicia! x a! que converge
 3.23)EstimaciOn inicial x a! que converge
 Nthmero de iteraciones f
 b) Con una estimación def = 0.01, Ia ecuación conver-ge con dos pasos de iteración af = 0.01967.
 3.29)
 x2 -1 con polinomio reducido x2 -42.386 + 1.9676x +
 El polinomio reducido es -2.934 + 2x
 C) 0.3733 - 0.325 x + x2El polinomio reducido es - 8.034 - 4.325 x - x2, elcual también es un factor cuadrático.
 d) 2.403 - 2.343 x + x2El polinomio reducido es (0.6657 - x)
 0.563 - 2.068 x + x2Polinomio reducido = x2 - 13.93 1 + 42626
 x2 - 2x + 1Polinomio reducido = x4 4x3 + 5x2 - 4 x + IAl aplicar nuevamente el programa de Bairstow se ob-tiene x2-x+1con un polinomio reducido x2 - 3x + 1AsI, los tres factores cuadráticos hallados son:
 (x2 - 2x + 1), (x2 - x + 1) y (x2 - 3x + 1)3.31)
 Factores cuadráticos encontrados:- x + 1, x2 + x + 2
 Raices:(1 ± ...Ji)/2, (1 ± \/i)/2
 Factor cuadrático encontrado: x2 + 2x + 2Polinomio reducido: x + 1RaIces: -1 ± i, -1
 Factor cuadrático encontrado: x2 + 0.5x - 0.5Polinomio reducido: x - 2.2Raices: 0.5, -1, 2.2
 Factor cuadrático: x2 - 0.4x - 1.65Polinomio reducido: x2 + 1.5x - 7Raices: 1.5, -1.1, -3.5,2
 Factor cuadrático:x2 - 2x + 1Polinomio reducido: x2 - 4x + 4RaIces: 1, 1, 2, 2
 Capitulo 4
 4.1) 3x3 + 5x - 1 [0, 1]
 N=2 1=2.62500N=4 1=2.53125N=8 1=2.50781N = 16 I = 2.50195N=32 1=2.50048
 333) k=0 s=0,-3,1±ik = 1 s = -0.472, -3.065, -0.731 ± 0.92ik = 10: s = -1.679, -3.570, 0.126 ± 3.64i
 3.34) K Ralces
 0 1, -2, -51 0.945, -1.78, -5.05
 10 0, -0.55, -5.4510.392 -0.260, -0.27, -5.4611 -0.256 ±0.68i, -5.4820 -0.109 ±2.62i, -5.7825 -0.039 ±3.18i, -5.9235 0.085 ±4.02i, -6.1750 0.244 ±4.94i, -6.48
 100 0.642 ±6.91i, -7.28
 Estimación inicia! x a! que converge
 5 4.70793 0.60520 -0.3715
 558 METODOS NUMERICOS APLICADOS CON SOFTWARE
 4 2
 0.5 0.4717
 3.27)
 f(x) = 0.5 exp (x/3) - sen (x) = 0Solución a la que converge: x 0.6773
 f(x)=log(1 + x)-x2 =0Estimación inicial = 0.1Soluciôn a la que converge: x = 0.7469
 3.28 a) Por medio de una estimación def = 0.01 en ellado derecho, consecutivamente
 0.055572 0.054093 0.054114 0.05411
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2 0.94805 0.05 1954 0.98711 0.012898 0.99687 0.00313
 25 0.99966 0.0003450 0.99991 0.00009
 100 0.99997 0.00003
 ? [0,1]
 4.10)4.4) I = 0.1 + - '0.2) a) 1.8137
 b) 0.6142= 1.99968 + 1.99968 - 1.91924) = 2.02649
 3 c) 1.1107
 N=4N=8N = 16
 [0, 1]2+x
 I = 1.71831I = 1.71828I = 1.71828
 Respuestas a los problemas captulos 1-9 559
 x3-2x2+x+2 [0,3] 4.5)
 N = 2 I = 15.56250 a) Con h = 0.25:
 N = 4 1 = 13.45312N = 8 I = 12.92578 10.25 [0.9162 + 2(0.8109 + 0.6931
 N = 16 I =N = 32 1 =
 12.7939412.76098
 + 0.5596) + 0.4055] = 0.68111
 Con h = 0.5:x4+x3-x2+x+3 [0,1]N-2 1=3.71875 10.5 = 0.9162 + 2(0.6931) + 0.4055] = 0.67697
 N=4 1=3.64257N=8 1=3.62316 1
 b) I = '0.25 + [J025 - '0.5] = 0.68249N = 16 1 = 3.61829N = 32 I = 3.61707 4.6) N I Error, %
 tan (x) [o]
 2 1.00228 -0.224 1.00013 -0.013
 N=2N=4
 I=.359011=.34975
 8 1.00001 -0.00116 1.00000 -0.00005
 4.7) 3x3 + 5x - 1 [0, 1]N=8 1=34737N=16 I=.34677 N=4 1=2.5000N=32 I=.34662 N=8 1=2.5000
 ex [0, 1] N=16 1=2.5000
 N=2 1=1.75393x3-2x2+x+2 [0,3]
 N=4 1=1.72722 N=4 1=12.7500N=8 1=1.72051 N=8 1=12.7500N = 16 I = 1.71884 N=16 1=12.7500N = 32 I = 1.71842 x4+x3-x2+x+3 [0,1]
 1/(2+x) [0,1] N=4 1=3.61718N=8 1=3.61669N=2 I=.40833 N = 16 I = 3.61666N=4 I=.40618
 N=8 1=.40564 tan (x) [o]N=16 1=40551
 )V=32 1=40547 N=4 1=34667N=8 I=.34657
 4.2) N I Error N=16 1=34657
 43) h = 0.4 1.62312 N=4 I=.40547h = 0.2 1.91924 N=8 I=.40546h = 0.1 1.99968 N=16 1=40546
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 4.11) 5.14)
 a) 2.0972 a) [f(0.2) + 3f(0) - 4f(_0.1)]/(6*0.1)b) 1.2912 1
 b) 0(h3) = _h2fc) 8.5527 3
 c) (4.441 + 3 * 4.020-4 * 4.157)/0.6 = -0.21174.12) N I
 _J+ + 9J+ - 8f,+ 0(h2)2 11.7809 5.15) f(x) - 6h
 4 11.7318
 8 11.7288 0(h2) =
 4.13) Longitud = 56.52 m
 4.14) Distancia 291.59 m (Valor exacto = 291.86)
 4.16) N = 2 I = 18.8059013N=4 I = 21.5262439N=6 I = 21.5406829
 4.18) N = 4 I = 0.82224N = 6 I = 0.82246 Uexacto = 0.82246)
 4.19) 1.34329
 4.20) (a) 0.9063459, (b) 3.104379
 4.22) (a) 1.8138, (b) 0.6142, (c) 2.0972, (d) 1.29 14
 4.23) I = [0.93644 + 2(0.85364) + 0.56184]error = 4hf
 2
 = 0.80139
 4.24) I = [0 + 4(0.4309) + 1.2188] = 0.4904
 4.25) 2 x 2 2.666666
 4 x 4 2.9760678 x 8 3.08359516 x 16 3.12118932 x 32 3.13439864 x 64 3.139052
 4.26) I = 0.36686
 4.27) I [1.9682 + 4(1.8154) + 1.57841 = 1.8014
 4.28) I = [(s - )][o.55s5s)1.2939s)
 + (0.88888)(0.04884)
 + (0.55555)(0.63524)]
 = 2.23036
 Capitulo 5
 5.13) 27a3+8a2+a1+0 =09a3+4a2+a1+0 =13a3+2a2+a1+0 =0a3+ a2+a1+a0=0
 5.18) m = - 4
 5.28) g'(x) = [11 + ( )/2f + (2)L3J]
 =[11+ -11-+2-211+1 +11)
 + (11+ - 311+2 + -11)]
 2J3 911+2 + 18f±1 - 11f6h
 g"(x) (Mf - A3f)
 =[(11+2-211+1 +11)
 -(f,+3-f1+2+311+1 -11)]
 + 411+2 - 511+ + 211]
 error = h2f/
 5.34)
 f(1 0)-f(1, 1) + 4f(1, 0.5) - 3f(1, 0)
 2h
 -0.7002 + 4(0.4767) - 3(0.2412)
 2(0.5)
 = 0.483
 82 f(0.5, 1) - 2f(1, 1) + f(1.5, 1)2f- (05)2
 0.4547 - 2(0.7002) + 0.9653= 0.0784
 (0.5)2 -2f - -f(0, 1) + 4f(O, 0.5) - 3f(O, 0)
 ax 0y 0y 2h
 - - 0.4481 + 4(0.3065) - 3(0.1555)= 0.3114
 2(0.5)
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Capitulo 6 -3 -1.3333 0.3333
 b) LU: 1 0.3333 5
 6.1) 2 1.6666 -8x1 = 1, x2 = 3, x3 = 2
 x1 = 1, x2= 66, x3 = 23
 6.2)
 x = 2.3829, y = 1.4893, z = 2.0212
 x= ll,y= 11,z= 10
 x1 = 0.25, x2 = -0.3125, x3 = 1.0625
 x1 = 2.00, x2 = -3.25, x3 = -0.75x1 = 0.25, x2 = - 1.6875, x3 0.0625
 6.10) [13 9 10
 F=AB=I 9 8 9
 [21 8 10
 37
 H=BC= 27
 9
 22
 [14 6 15
 6.11) E=I - 3
 [ 4 7 20
 [ 0.16129,-O.032258[-0.12903, 0.22581
 6.13)
 6.12) La inversa es A1
 A1 =
 Respuestas a los problemas capitulos 1-9 561
 433322
 212121 det (A) = 1
 con P = (2, 3, 1)
 6.18) det (A) = -10det (B) = 7det (C) = 51det(D)= -199
 6.19) Det (A) = det (L) det (U)= (8)(8.75)(2.2)(4.8052) = 740.00
 6.20) det (A 1) = 1/det (A), y det (A)= det (B) det (C) det (D)
 det (B) = 72, det (C) = -4, det (D) = 7Por lo que det (A) = (72)(-4)(7) = -2016y det (A1) = 1/det (A) -4.96 x 10
 6.21) det(At)=det[2 ]=44=o
 det (Bt) = det[3 1] = -3-2 = -5
 6.23) det (A) = (2 - s)(- 1 - s)(1 - s) + 40+ 12(1 + s) -4(1 - s)
 = -2s3 + 2s217s + 46
 Capitulo 7
 7.1) f(2) = 8 - 52 + 22
 7.2) -1-x+5x2-x37.4) La serie de potencias que se obtiene es
 g(x) = -20 + 33x + 8x2 - 0.99998x3
 Por medio del método de Bairstow aplicado al polino-mio anterior se obtiene
 x = 0.5401, -3.407, 10.86
 7.5) g(x) = 182.49 + 323.406x+ 28.230x2 - 22.5x3 + x4
 Los valores propios son 2.78, 20.86, - 1.024 1.602 i
 7.8) Resultados finales (valores propios de la matrizcompleta):
 3.07980E-01 6.43 103E-01 5.04892E+007.9) Resultados finales (valores propios de la matrizcompleta):2.83250E-01 4.26022E-01
 9.99996E-01 8.29086E+007.10) Resultados finales (valores propios de la matrizcompleta):
 - 3.86748E+00 9.28788E-01540035E+00 1.91383E+01
 66) [1 0
 0 1
 [0 0
 0
 0
 1
 0.25
 -0.3125
 1.0625
 2.00
 -3.25-0.75
 0.25
 1.6875
 0.0625
 _1 1
 [-o.o4 0.04 0.12
 A' = 0.56 -1.56 0.32 det (B) =
 [-0.24 1.24 -0.28
 6.14) -
 3 3
 3 5-6.16) En forma compacta:
 2 -0.5 0
 a) LU: - 1 1.5 -0.66660 -1 1.3333
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 7.13)
 -3 -4 -1.1Las raices son-1.319± 1.14291, -0.3609
 Las raices son 2, -1.1196, -0.9902 ± 0.05185i.
 Capftulo 8
 8.1) Linea de regresiôn: g(x) = 0.2200 + 1.90000x
 8.2) Lmnea de regresiôn: g(x) = - 10.01212x + 11.0267
 8.4) g(x) = - 3.333861E-02 + 2.632148x- .2488103x2
 8.5) g(x) = -1.667578E-02 + 2.576617x- .223822x2 - 2.776449E-03x3
 '8.6) g(x) = .1019003 + 240.21xg(x) = -9.956598E-03 + 352.0669x
 - 13982.13x2g(x) = -1.672983E-04 + 316.9891x
 -1745.694x2 - 1019702x3
 8.7) g(x) = .8796641 + 37.30039x - 39.26325x2
 8.8) g(x) = - .1177177 + 60.07453x- 101.6016x2 + 41.55901x3
 '8.9) g(x) = - 1.857601 + 3.814397x+ 3.241863 sen (irx) + 1.09415 sen (2Ex)
 Capitulo 9
 1 20.8675702 -1.0245743 -1.0245744 2.781592
 No. Parte real Parte imaginaria
 1 19.1383302 -3.8674813 0.9287874 5.400349
 +0.000000i+ 1.6018271- 1.601827i+0.0000001
 Euler modificadoh = 0.001
 0.42461 (0.03)-0.30405 (0.03)
 -2 1.7634 (0.02)-725.657 (0.01)
 1 0.42802 (0.87)2 -0.29047 (4.52)5 -21.3809 (1.72)9 -705.877 (2.71)
 9.5) h = 0.017.12) Valores propios (resultados del esquema QR):
 9.10) Tiempo (hr)
 0.00005.0000
 10.000015.000020.000024.999929.999834.999839.999744.999649.9995
 0.999999 4.8016E-011.999998 4.6073E-012.999998 4.4169E-013.999997 4.2306E-015.000019 4.0483E-01
 10.000130 3.1970E-0120.000360 1.7954E-0130.000590 7.9538E-0239.999300 1.9685E-0248.997790 1.5954E-04
 9.6) y
 x (Euler hacia adelante)
 1.0000 0.04342.0000 0.049 1
 3.0000 0.04994.0000 0.05005.0000 0.0500
 N (yodo)
 1.0000E+055.9333E+043.5204E+042.0888E+041.2393E+047.3533E+034.3629E+032.5886E+031.5359E+039.1131E+025.4071E+02
 '9.12) n = 1: y = 0.9, z1 = 0.8074n = 2: Y2 = 1.6153
 9.14) y = y(0) + (0.5 + 0.375) = 0.4375
 0.42741 (0.36)-0.30233 (3.06)
 -21.8364 (0.18)-728.118 (0.18)
 y
 y(AnalItico)
 0.04320.049 1
 0.0499.
 0.05000.0500
 N (xenon)
 0.00003.3339E +044.2660E +044.1012E+043.5108E+042.8225E+ 042.1821E+041.6430E+041.2138E+048.8418E+036.3716E+03
 z1 = z(0) + (-0.25 - 0.2656) = 0.7422
 Y2 = Yi + (0.3711 + 0.2476) = 0.7468 = y(l)
 = z1 + ( -0.2471 - 0.2634) = 0.4869 = y'(l)
 9.4) Eulerx h=0.0011 0.42467 (0.08)2 -0.30287 (0.45)5 -21.7175 (0.18)9 -723.529 (0.28)
 Euler Euler modificadox h=0.01 h = 0.01
 7.11) Valores propios (resultados del esquema QR):
 No. Parte real Parte imaginaria
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Respuestas a los problemas capitulos 1-9 563
 At introducir La sotución calculada a partir de La tabladada
 0.894672 + 0.002A = 0.8947514 + 0.008A
 o despuês de reescribir,
 -0.000079 = 0.006 A o bienA = -0.01316
 9.16) Tiempo (mm) Yi Y2
 1.00002.00003.00004.0000
 9.22898.51737.86067.2545
 1.52962.33052.70282.8260
 5.0000 6.6951 2.8072 Por to tanto, el error de [y(O.2)]o.i es igual a6.00007.0000
 6.17895.7024
 2.71042.5733 2A(0.1)3 = 2(-0.013)(0.001) = -0.000026
 8.0000 5.2628 2.4181 b) El error de y(l) con h = O.L es9.0000 4.8570 2.2576 [Y(i)]h0.1 + 1OA(0.1)3 = [Y(l)]h=o.2 + 5A(0.2)3
 10.0000 4.4825 2.0991 0.3226759 + 1OA(0.001) = 0.3240404 + 5A(0.2)320.0000 2.0092 0.9537 -0.0013645 = 0.04A - 0.01A = 0.03A30.0001 0.9006 0.4276 A = -0.0454840.0000 0.4037 0.1917 Por to que 1OA(0.01)3 = 0.01(-0.04548) = -0.000454849.9998 0.18 10 0.0859 La estimación del valor exacto es
 9.19) y(l) = y = y(0) + (k16
 + 2k2 + 2k3 + k4) 0.3226759 + 1OA(0.001) = 0.3226759- 0.0004548 = 0.3222211
 = 1 +[-1 +2(-0.6666 El verdadero valor es 0.32219.
 9.21) t h = 0.5 h = 1.0- 0.7059) - 0.2707] = 0.3307
 0 1 1
 9.20) 1 0.32233 0.32388
 a) El error local del modeto de Runge-Kutta de segundoorden es proporcional a h3, por to que podemos escribir
 2 -0.59577 -0.59636
 Eh = Ah3[y(O.2)],0j + 2A(0.1)3 = [y(0.2)]h02 + A(0.2)3
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